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Sulle irrazionalita da cui pud farsi dipendere la risoluzione 
d'un’ equazione algebrica f(xyz)—0 con funzioni razionali di 
due parametri.*) 


Di 


Feperico Enriques a Bologna. 


Introduzione. 


1, Nella teoria della risoluzione delle equazioni algebriche con 
pid variabili, si presentano successivamente due problemi generali: 

1) data un’ equazione 

f (%, %_.. - a) = O 
decidere se e come essa possa risolversi ponendo 2, 7,... 2%, funzioni 
razionali di m — 1 parametri e (eventualmente anche) di determinate 
funzioni irrazionali di questi parametri; 

2) assegnare le irrazionalita numeriche che vengono a comparire 
nei coefficienti delle anzidette funzioni razionali, considerato come 
campo di razionalita (nel senso di Kronecker) quello definito dei 
coefficienti dell’ eyuazione 

f(a, 2... %_) = 0. 
Questo secondo problema si collega al primo, riferito ad equazioni 
con un numero maggiore di variabili, perché se nell’ equazione f=0 
si suppone che i coefficienti varino dipendendo razionalmente da pid 
parametri, le nominate irrazionalita numeriche divengono irrazionalita 
algebriche, funzioni di questi parametri. 

In ordine al primo problema le equazioni algebriche 

f(@, Zo... %n) =O 
vengono distribuite in classi, ponendosi in una medesima classe due 
equazioni che si possono trasformare l’una nell’ altra mediante una 
trasformazione birazionale sulle 7, 7... Xn 

In ordine al secondo problema si possono distribuire le equazioni 


f(%, %-.. tm) =O 
*) I principali resultati contenuti in questo lavoro sono stati riassuntiva- 


mente enunciati in una nota inserita nei Rendiconti delle R. Accademia dei 
Lincei, Dec. 1895. 
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di una data classe in pid sotto-classi, ponendo in uua medesima sotto- 
classe due equazioni che si possono trasformare |’una nell’ altra mediante 
una trasformazione birazionale su %,%,...%n, @ coefficienti razionali. 

Per brevita diremo che due equazioni sono trasformabili l’una 
nell’ altra se appartengono alla medesima classe, e che sono trasfor- 
mabili, l’una nell’ altra, razionalmente, se appartengono alle medesima 
sottoclasse; vale a dire @ sottinteso che la parola_,,trasformazione“ 
denoti nel seguito ,,trasformazione birazionale“ e che l’aggettivo 
,tazionale“ ad essa aggiunto, si riferisca alla razionalita dei coefficienti 
della trasformazione. 


2. La pid semplice risoluzione che un’ equazione algebrica 
f(z, %_.» - 2%) =O 


pud ammettere, @ una risoluzione con funzioni razionali di » — 1 


parametri, ottenuta ponendo 


Ly ©, (6, . . . Mes), 


(1) Ly = Ly (Uy... Uns), 
Sq S2 Sq (8,. . . Uns); 
dove le espressioni del 2° membro sono razionali. 
Le formule (1) saranno im generale invertibili, cioe permetteramo 
di esprimere inversamente i parametri w,...u,—1 come funzioni razionali 
delle 2, ...2%, legate dalla relazione f= 0: ma pud darsi invece che 
le formule (1) non sieno invertibili univocamente per modo che ad un 
gruppo di valori 2,...%, corrispondano pit gruppi di valori ,...%,.—1. 
Se le (1) sono invertibili, esse stabiliscono una trasformazione 
dell’ equazione 


; {(@ .. . %,) = O 
nell’ equazione lineare 


u, = (0. 

Per n = 2 (Liiroth) e per n = 3 (Castelnuovo) @ stato dimostrato 
che se un’ equazione f =O ammette una risoluzione con funzioni 
razionali non invertibili, essa ammette altresi una (altra) risoluzione 
con funzioni razionali invertibili; percid tutte le equazioni 

f(%,. +. %_) = O (n=2 0 n=3) 
risolubili con funzioni razionali, formano |’unica classe che ha per tipo 
Yequazione 2, = 0. 

Dunque per nm =2, n = 3, il problema di determinare le equazioni 
f(a, ..-%,) = risolubili con funzioni razionali si riduce al problema 
di caratterizzare la anzidetta classe di equazioni. 

Tale problema @ notoriamente risoluto: per n = 2 da Clebsch; 
per n= 3 dal sig' Castelnuovo: si hanno infatti, nel 1° caso un 
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carattere (il genere), nel 2° caso tre caratteri (il genere geometrico e 
numerico ed il bigenere), e l’annullarsi dei generi costituisce la condizione 
caratteristica della nominata classe di equazioni (risp. per n—=2, n =3). 

Sorge ora la questione: 

Da quali irrazionalitaé si pud far dipendere la risoluzione con funzioni 
razionali delle equazioni aventi i generi nulli? 

E quindi: A quante sotto-classi o tipi di sotto-classi danno luogo 
le nominate equazioni? 

Riferiamo tale questione ai casi n= 2, n= 3. 

1) Per n=2 la questione é stata posta e risoluta dal sig" Noether*): 

Un’ equazione 

f(zy) = 0 

risolubile con funzioni razionali dun parametro (ossia di genere zero), 
pud essere risoluta in tal modo razionalmente o coll’ estrazione di un 
radicale quadratico (da aggiungersi al campo di razionalita dei coefficienti). 

Pertanto si hanno due tipi di sotto-classi di equazioni 


f(y) = 9 
di genere zero (l’equazione lineare e |’equazione quadratica). 

Si noti che se una equazione f(xy) =0 é stata risoluta con funzioni 
razionali non invertibili (di un parametro), si pud, razionalmente, 
ottenere una (nuova) risoluzione di essa con funzioni razionali invertibili. 

II) In questo lavoro ci proponiamo di trattare il problema analogo 
a quello sopra enunciato, per le equazioni fra tre variabili: ,,da quali 
irrazionalita si possa far dipendere la risoluzione di una equazione 


f(xy2) = 0 
con funzioni razionali invertibili di due parametri (supposta possibile)“: 
la questione analoga che si riferisce alla risoluzione dell’ equazione 
f(xyz) =O con funzioni razionali non invertibili, comporta in qualche 
caso una soluzione pid semplice, come verra notato. 
Il resultato a cui perveniamo pud essere riassunto nell’ enunciato: 
Se un’ equazione 
f(zy2) = 0 
@ risolubile con funzioni razionali di due parametri (ossia ha tutti i 
generi nulli), si pud sempre farne dipendere la effettiva risoluzione 
con funzioni razionali invertibili, da operazioni razionali (di eliminazione), 
dall’ estrazione di radicali quadratici e cubici, e dalla risoluzione di 
una delle equazioni per la bisezione degli argomenti: 
a) delle funzioni abeliane di genere 3, 
b) o di funzioni abeliane di genere 4, 
c) o delle funzioni iperellittiche di genere p (= 1, 2,3...). 


*) ,,Ueber Flachen, welche Schaaren rationaler Curven besitzen‘‘, Mathem. 
Annalen Bd, III. 


1* 
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Il procedimento su cui @ fondato il presente studio conduce a 
distinguere le equazioni /(ayz) = 0, risolubili con funzioni razionali, 
in 4 famiglie: quelle della prima famiglia (due tipi di sotto-classi 
analoghe a quelle delle equazioni di genere zero tra due variabili) si 
risolvono coll’ estrazione d’un radicale quadratico (al pid); quelle della 
seconda famiglia danno luogo a pia tipi di sotto-classi e la loro riso- 
luzione si riattacca al caso a) dell’ enunciato o all’ estrazione di 
radicali quadratici e cubici; quelle della terza e quarta famiglia dan 
luogo a due tipi di sotto-classi, e la loro risoluzione si riattacca risp. 
ai casi b) e c) dell’ enunciato. 

Si aggiunga che delle equazioni della 2* famiglia pud sempre 
ottenersi una risoluzione con funzioni razionali, astrazione fatta dalla 
condizione d’invertibilita, colla sola estrazione di radicali quadratici 
e cubici. 

3. Nell’ ultima parte del lavoro i resultati ottenuti vengono 
applicati alla studio della risoluzione dell’ equazione in 4 variabili 
(1) f(@,%_,%,",) = 0, 

e danno luogo alle seguenti conclusioni: 
a) Quando le equazioni 
f(%, %_,%,a) = 0, 
ottenute dalla (1) col dare ad x, un valore costante, sono risolubili 
con funzioni razionali, l’equazione (1) pud sempre essere risoluta 
esprimendo 2, 2, 2,2, come funzioni di tre parametri costruite con 
Operazioni razionali e coll’ estrazione di radicali quadratici e cubici. 

b) Quando sono risolubili con funzioni razionali (di due parametri) 

tutte le equazioni 

f(X1, %_, Xz, a2, + b) = 0 
(in 2, #3), la (1) @ risolubile ponendo 2, x, x, 2, funzioni di tre para- 
metri w » we di un radicale quadratico che porta sopra un polinomio 
(di particolar forma) in uv w. 

¢) Quando sono risolubili con funzioni razionali (di due parametri) 
tutte le equazioni in 2, 2, 2, 


f(y, 2, g, A + bax, + ¢) = 0; 

la (1) pud risolversi ponendo 2,2,%,2, funzioni razionali di tre 
parametri (astrazion fatta dalla condizione d’invertibilita), 

Nella risoluzione della 

f(@,%_%3%4) = 0, 

nei casi precedenti, si ottengono semplificazioni corrispondentemente 
al fatto che le equazioni in 3 variabili di cui l’enunciato discorre 
appartengono all’ una piutosto che all’ altra famiglia. 

Del resto non @ affatto escluso che della nominata equazione 
f(%,%_%32%,) = 0, nei casi sopra enunciati, possa ottenersi con diverso 


+ | 
¢ 








Irrazionalita nella risoluzione di f(# yz) = 0. 5 


procedimento una risoluzione pit semplice. Gli esempi in proposito 
che ho considerato provano soltanto questo, che: se tutte le equazioni 
[(%, %%,a@) =O sono risolubili con funzioni razionali, non si pud, 
in aleuni casi, risolvere f(x, 7,%,2,) = 0 ponendo a, 7, x, 2, funzioni 
razionali di «, e di due altri parametri u v, cone avverrebbe se |’anzidetta 
risoluzione delle equazioni f(x,7,7,a) = 0 si effettuasse razionalmente, 
o irrazionalmente in modo tale che le irrazionalité numeriche introdotte 
non venissero a dipendere dal parametro 2,. 


4, Nella introduzione che precede le questioni formanti oggetto 
di questo lavoro sono state esposte diffusamente in una forma pura- 
mente algebrica: é@ infatti Vinteresse algebrico che in esse sembra a 
noi prevalente. 

Nel corso del lavoro, dovendo ricorrere a procedimenti geometrici, 
faremo anche uso del linguaggio geometrico. Parleremo dunque della 
classe delle superficie razionali, e di sotto-classi di questa classe; di 
irrazionalité da cui pud farsi dipendere la rappresentazione piana d’una 
superficie razionale; diremo che una superficie razionale viene tras- 
formata razionalmente in un’ altra data (o razionalmente rappresentata 
su di essa), ecc ecc in luogo di riferire le anzidette locuzioni alle 
corrispondenti equazioni. 

Potremo ancora considerare indifferentemente, in luogo di super- 
ficie della spazio ordinario S,, superficie appartenenti ad iperspazi: 
cid corrisponde ad estendere le considerazioni relative ad equazioni 
f(wy2) = 0 a sistemi equivalenti di equazioni tra pid variabili. 


Distinzione delle superficie razionali in 4 famiglie. 


5. Sia F una superficie razionale, d’un certo ordine n, in S,, 0 
in uno spazio pid elevato S, (r > 3). Si dice punto multiplo proprio 
(o isolato) per F’, un punto O di essa tale che la sezione di F con un 
piano (o iperpiano) per O abbia un genere inferiore a quello della 
sezione generica. 

La superficie F’ pud essere trasformata razionalmente in un’ altra 
superficie, ad essa riferita punto per punto, priva di punti multipli 
propri. 

I] procedimento che pud servire ad effettuare una tale trasformazione 
@ quello che andiamo ad esporre, riservandoci a giustificare subito dopo 
le affermazioni su cui esso riposa. 

Ecco dunque il procedimento in parola. 

Si considerino tutte le varieta V,, di un ordine m assai elevato 
dello 8, (o S,) cui F appartiene: ¢ punti multipli propri di F' essendo 
in numero finito, le V,, passanti per essi formano un sistema lineare 
ampio quanto si vuole (preso m assai grande); questo sistema si lascia 
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staccare razionalmente da quello di tutte le V,,. Si riferiscano 
proiettivamente le sezioni di F colle indicate V,, (considerate come 
elementi del sistema lineare che esse formano) agli iperpiani di un 
conveniente Sy, e si trasformi cosi la / in una nuova superficie F’ 
di cui le sezioni iperpiane rappresentino quindi le nominate sezioni 
della F colle Vy. 

Ad ogni punto multiplo proprio di F (punto base pel sistema 
delle V,,) corrisponde sopra F” una curva (semplice o multipla) e in 
generale anche un certo numero di punti multipli propri su di esse, 

La F’ non possiede altri punti multipli propri che quelli provenienti 
nel detto modo dai punti multipli propri di F. Applichiamo ora ad 
F’ una trasformazione analoga a quella fatta subire ad F, cid che 
pud farsi pure razionalmente. Dopo un numero finito di operazioni il 
procedimento ha termine e si arriva ad una superficie trasformata di F 
priva di punti multipli propri. 

Dobbiamo giustificare le affermazioni sulle quali riposa la validita 
del procedimento indicato. 

La cosa @ molto facile posto che si tratta d’una superficie F 
razionale, 

Rappresentiamola punto per punto sul piano e sia |C| il sistema 
della immagini delle sue sezioni iperpiane: ad un punto multiplo 
proprio di F' corrisponde sul piano una curva fondamentale propria 
di |C|, ossia una curva che presenta una condizione alle C che debbono 
contenerla, e diminuisce il genere delle curve residue. Si pud escludere 
che qualcuna di tali curve sia ridotta all’ intorno d’un punto base 
di |C|; basta per cid (eventualmente) trasformare |C| in guisa che esso 
abbia tutti i punti base distinti; cid @ possibile per un noto teorema 
del sig’ Noether*). Ora una curva fondamentale propria per |C| 
@ egualmente curva fondamentale propria del sistema |mC| multiplo 
di |C| secondo un qualsiasi intero m, sistema rappresentativo del 
sistema delle sezioni di F con tutte le V,,,. 

Il procedimento di trasformazione fatto subire alla superticie F’ si 
traduce sul piano rappresentativo nel modo seguente: 

1) si moltiplichi il sistema |C| per un conveniente intero m e si 
staechino da esso le curve fondamentali proprie di |C| ed |mC|: perché 
questo sia possibile, preso m assai grande, occorre provare che le dette 
curve sono in numero finito; 

2) una curva X fondamentale propria per |C| pud costituire una 
o pid curve fondamentali proprie per il sistema innanzi costruito 


*) ,,Ueber die singuliren Werthsysteme einer algebraischen Function .. “ 
Mathem. Annalen t. IX e ,,Rationale Ausfiihrung der Operationen . ..‘‘, ibid. 
t. XXIII. Cfr. anche Bertini ,,Sopra aleuni teoremi fondamentali delle curve piane 
algebriche“, Rendic. Istituto lombardo 1888. 
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\C’| = |mC— X—..-.-|; 
in tal caso ciascuna di queste curve fondamentali proprie deve essere 
staccata da un multiplo conveniente del sistema |C’|: . 
occorre provare che ripetendo convenientemente queste operazioni si 
arriva ad un sistema privo di curve fondamentali proprie. 

In definitiva tutto cid che basta provare per la giustificazione del 
procedimento sopra indicato @ contenuto nella affermazione seguente: 
si pud prendere un multiplo cosi elevato del sistema |C|, che, estratte 
da esso una o pid volte le curve fondamentali proprie di |C| o le sue 
parti irriducibili, si ottenga un sistema residuo per cui tali curve o 
parti irriducibili non sono pit fondamentali. 

Questa affermazione si giustifica per assurdo con un semplice 
calcolo numerico. 

Si neghi l’affermazione precedente. Allora da un sistema |mC| 
multiplo di |C|, si possono sempre estrarre curve fondamentali (proprie) 
pel sistema, finch la dimensione del sistema stesso lo permette. 
Ammettiamo dunque tale ipotesi. 

Indicato con s Yordine delle curve piane C, e con hy, h,,...he 
le molteplicité dei punti base di |Cj, si ha che le dimensione del 
sistema |mC| mplo di |C| vale (almeno) 


ms(ms+3) 5, mh (mh, +1) 





2 . 2 
ossia 
st? — Dh? 38s — Dh, 
2 t t 
m? ———— + m ee 


dove 
3? a Dh;?. 

Al crescere di m il valore dell’ espressione precedente dipende essenzial- 

mente dal 1° termine, il quale diviene (da un certo punto in poi) 

maggiore di 38— Dh, 

m —-——_ + sm. 

Allora, uella ipotesi sopra enunciita, si deve poter estrarre dal 
sistema |mC| d’ordine sm, sm curve fondamentali proprie; il sistema 
residuo, per m assai alto, viene ad avere una dimensione quanto si 
vuole elevata, mentre, lordine di ciascuna curva fondamentale di |C | 
essendo > 1, lordine di tale sistema residuo sarebbe nullo (0 negativo). 

Tale assurdo prova cid che sopra @ stato enunciato. E rimane 
quindi stabilito che: 

Ogni superficie razionale pud essere trasformata razionalmente in 
un’ altra priva di punti multipli propri. 

6. Sia F una superficie razionale priva di punti multipli propri, 
e indichiamone con % |’ordine: possiamo supporre che F' sia (0 sia 
stata proiettata da punti esterni) in S,. 
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Supposto che le sezioni piane di F abbiano il genere x > 1, 
consideriano le co*—' superficie @,_3 d’ordine » — 3 aggiunte ad F: 
queste superficie possono essere determinate razionalmente data F, 
poiché la determinazione di una di esse, passante per x — | punti 
generici dati, @ algebrica e univoca (data F’): il problema concreto 
di assegnare le equazioni delle m,-3, cou operazioni di eliminazione, 
a partire dall’ equazione di F, @ analogo a quello che il sig' Noether 
ha risoluto per le curve algebriche piane*); questo problema a noi, 
non importa qui di trattare. 

Accade, in generale (x > 3), che le superficie g,_3 segano su F 
(fuori della curva multipla) un sistema lineare di curve irriducibili, 
semplice, cioe tale che le curve di esso passanti per un punto generico 
di F' non passano in conseguenza per altri punti variabili col primo; 
in tal caso questo sistema @ anche privo di curve fondamentali 
proprie**), 

Allora se riferiamo proiettivamente gli elementi (curve) del sistema 
(o cid che @ la stesso le g,_3) agli iperpiani Sy, di un Sz, si 
ottiene razionalmente una superficie F’ trasformata di F, ancora priva 
di punti multipli propri. 

Noi proietteremo (eventualmente) la F’ in S,, e applicheremo 
ad F’ (se @ possibile) una trasformazione analoga a quella operata su 
F, costruendo una nuova superficie F’” ece. 

Otteniamo razionalmente una serie di superficie, |’una trasformata 
della precedente col procedimento indicato, 


si tratta di decidere se il procedimento avra termine dopo un numero 
finito di operazioni, e a quale ultima superficie ci condurra. 

Per esaminare la questione, supponiamo rappresentata la superficie 
razionale F’ sopra un piano, e sia |C| il sistema delle immagini delle 
sezioni piane di F (immagini aventi un certo ordine m): vediamo di 
costruire sul piano i successivi sistemi C’| |C”| ... rappresentativi 
(delle sezioni piane) risp. di F’ F”... 

Tale costruzione si effettua subito, giacche un teorema noto***) 
ci avverte che |C’| non @ altro che il sistema delle curve d’ordine 
m — 3 aggiunte alle C, spogliato eventualmente di parti fisse, ossia 

*) ,,Rationale Ausfiihrung .. .“ 1. c. 
**) Castelnuovo ,,Sulle superficie di genere o‘, Memorie della Societa 
Italiana delle Scienze, ser. III, t. X, 1896. 

***) Enriques ,,Ricerche di Geometria sulle superficie algebriche — II, 3 —“, 
Memorie dell’ Accademia di Torino, 1893 — e ,,[ntroduzione alla Geometria sopra 
le superficie algebriche — 31 —‘‘, Memorie della Societa Italiana delle Scienze 1896, 

Cfr. anche Humbert, Math. Annalen Bd, 45, 1895. 
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il sistema aggiunto a |C|: analogamente |C’’| @ il sistema aggiunto 
a |C"| eee. 

Gli ordini delle curve di tali sistemi decrescono dall’ uno all’ altro 
di 3 (almeno), quindi il procedimento di aggiunzione si esaurisce. 

L’ ultimo sistema aggiunto |C”| (co! almeno) si compone di curve 
razionali o ellittiche, o di gruppi di curve razionali o ellittiche d’un 
fascio. 


Per conseguenza la serie delle superficie 
ee er 


necessariamente si arresta, Perd essa pud aver termine o quando ha 
termine la serie dei successivi sistemi aggiunti a |C|, se questi sistemi 
sono tutti irriducibili e semplici, o prima. Nel primo caso l’ultima 
superficie F’* della serie @ una superficie e sezioni razionali o ellittiche. 
Per esaminare il secondo caso bisogna domandarci quand’ @ che il 
procedimento di aggiunzione applicato nel piano, a partire dal sistema 
C| irriducibile, semplice e privo di curve fondamentali proprie, pud 
condurre ad un sistema lineare riducibile, o non semplice. La risposta 
a tale questione @ la seguente *): 

Nel procedimento di aggiunzione applicato a |C| il primo sistema 
non pid irriducibile, semplice, che pud incontrarsi é: 

a) un fascio di curve razionali o un sistema costituito con gruppi 
di curve di un tal fascio, se il penultimo sistema aggiunto é costituito 
di curve iperellittiche; 

b) oppure una rete di curve ellittiche (trasformabile in una rete 
di cubiche con 7 punti base); 

c) oppure un sistema lineare oo* di cure di genere due, trasfor- 
mabile nel sistema delle sestiche con 8 punti base doppi. 

Se ne ricava che se la serie delle superficie 


Pe oe ses 


non termina con una superficie a sezioni razionali o ellittiche, essa 
termina con una superficie a sezioni iperellittiche, oppure con una 
superficie la cui successiva trasformata (secondo il procedimento indicato) 
é un piano doppio con quartica limite rappresentato sul piano semplice 
dalla rete di curve ellittiche, 0 un cono quadrico doppio con sestica 
limite rappresentato sul piano semplice dal sistema oo* delle curve di 
ganere due. 

Possiamo dire che negli ultimi due casi il piano o risp. il cono 
doppio chiudono la serie delle superficie F F’ F”..., e sono super- 
ficie (doppie) trasformate di F’, ottenute razionalmente. 


*) Cfr. laggiunta del sig™ Castelnuovo alla mia memoria ,,Sui piani 
doppi di genere uno“, Memorie della Societa Italiana delle Scienze, 1896. 
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Anzi nel riassumere i resultati stabiliti, possiamo considerare i 
piani doppi con quartica limite come superficie a sezioni ellittiche 
(d’ordine 2), e perd possiamo enunciare che: 

Le superficie razionali prive di punti multipli propri si distinguono 
in 4 famiglie secondoché il procedimento d’aggiunzione a partire dalle 
loro sezioni piane (0 iperpiane) conduce a rappresentare la superficie, 
senza aggiunta di irrazionali numerici: 

1) sopra una superficie a sezioni razionali, 

2) 0 sopra wna superficie a sezioni ellittiche (d’ordine n> 2) che, 
per n > 2, é priva di punti doppi, 

3) 0 sopra una superficie a sezioni iperellittiche possedente un fascio 
razionale di coniche, : 

4) o sopra un cono quadrico doppio con sestica di diramazione. 

1 4 tipi di superficie qui enumerati possono dunque riguardarsi 
come tipi a cui si possono sempre ricondurre le superficie razionali 
con una trasformazione effettuata senza aggiunta di irrazionalita. 

Procediamo ad esaminare partitamente le irrazionalita da cui dipende 
la rappresentazione piana delle superficie delle 4 famiglie enumerate. 


Le irrazionalita da cui pud farsi dipendere la rappresentazione piana 
delle superficie razionali delle 4 famiglie. 


7. 1* famiglia. Tipo di questa famiglia sono le superficie a sezioni 
razionali; dunque (in S,) il piano, la quadrica, le rigate razionali 
dordine > 2, e la superficie romana di Steiner*) (del 4° ordine con 
un punto triplo ecc). 

Per rappresentare una quadrica sul piano basta la proiezione da 
un suo punto, e la determinazione di un punto della quadrica esige 
estrazione d'un radicale quadratico. 

Una rigata razionale d’ordine > 2 si pud rappresentare sul piano, 
riferendo proiettivamente gli elementi (generatrici) del suo fascio di 
rette alle rette d’un fascio nel piano, e proiettando da un qualsiasi 
asse ciascuna generatrice sulla retta corrispondente del detto piano. 
La prima operazione esige in sostanza la rappresentazione punto per 
punto d’una sezione piana della rigata sopra una retta, ossia la 
rappresentazione sulla retta d’una curva razionale; essa si effettua 
dunque razionalmente o estraendo un radicale quadratico**). 

Infine la superficie di Steiner si rappresenta sul piano razionalmente 
con proiezione dal punto triplo. 


*) Cfr. Picard ,,Sur les surfaces dont toutes les sections planes sont uni- 
cursales‘*, Crelle’s Journal Bd. C, 1886. 
**) Noether, 1. c. Mathem. Annalen Bad. III. 
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In conclusione, dunque: 
Le superficie razionali della 1* famiglia si possono rappresentare 
sul piano estraendo (al piv) un radicale quadratico, 


8. 2° famiglia. Tipo di questa famiglia sono le superficie razionali 
a sezioni ellittiche: possiamo (razionalmente) renderle normali in uno 
spazio assai elevato; esse divengono allora superficie (non rigate) d’un 
certo ordine » in S,, dove 9>mn>2. Tali superficie sono state 
studiate dal sig' Del Pezzo*). 

Dobbiamo analizzarle partitamente a seconda del loro ordine n. 

a) m = 2, ,,piano doppio con quartica di diramazione“. 

La sua rappresentazione sul piano semplice @ stata data dal 
Clebsch™). L’equazione da cui tale rappresentazione dipende é 
quella che serve a separare le tangenti doppie della quartica, vale a 
dire @ Vequazione per la bisezione dell’ argomento delle funzioni 
abeliane di genere 3. 

b) m = 38, ,,superficie cubica*. 

Essa si rappresenta sul piano doppio con quartica limite per 
proiezione da un suo punto: la determinazione di un suo punto importa 
la risoluzione di un’ equazione del 3° grado, ossia l’estrazione d’un 
radicale quadratico e d’un radicale cubico. 

Dopo cid la rappresentazione della superficie sul piano semplice 
pud effettuarsi mediante la risoluzione dell’ equazione delle tangenti 
doppie alla quartica limite del piano doppio, semplificata perd in 
questo caso perché della nominata equazione @ data una radice 
(@ data la tangente doppia della quartica sezione del piano tangente 
alla superficie cubica nel centro di proiezione scelto)***), 

c) m= 4, ,,superficie del 4° ordine F normale in S,, che, per 
proiezione da un punto esterno, da una superficie del 4° ordine di S, 
dotata di conica doppia“. 

La superficie viene rappresentata sul piano doppio con quartica 
limite per proiezione da un punto della conica doppia: la determinazione 
di un tal punto esige (al pid) lestrazione d’un radicale quadratico; 
dopo cid la questione di rappresentare la superficie sul piano semplice 
@ ricondotta al caso a), dove perd la relativa equazione appare sempli- 
ficata essendo data una coppia di tangenti doppie alla quartica limite; 
@ noto, anzi che la nominata equazione si riduce ad un’ equazione di 


*) ,,Sulle superficie dello n° ordine immerse nello spazio ad m dimensioni“, 
Circolo Matematico di Palermo, t.I. Cfr. anche il mio lavoro nei Mathem. Annalen 
Bd, 46. 

**) | Ueber den Zusammenhang..., Mathem, Annalen Bd. III. 

***) Tl consueto modo di Schlafli per rappresentare la superficie cubica sul 
piano conduce a risolvere Uequazione delle 27 rette della superficie, equazione 
studiata dai sigi Klein e Burkhardt, e da loro risoluta, 
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5° grado e all’ estrazione di 4 radicali quadratici: infatti tale circostanza 
@ rappresentata geometricamente dal fatto che la costruzione di due 
rette sghembe sopra una superficie cubica F’, di cui é data una retta 1, 
dipende dalla separazione dei 5 piani tritangenti alla F’, passanti 
per r ecc. 

d) » = 5 ,,superficie F’,; del 5° ordine normale in S,“. 

Questa superficie F’, si pud rappresentare sul piano razionalmente. 
Basta procedere nel seguente modo, 

Si proietti la F da punti esterni in S,: la superficie proiezione, 
del 5° ordine, possiede una curva doppia del 5° ordine dotata di punto 
triplo (triplo per la superficie)*). A questo punto triplo corrisponde 
su F, una terna di punti che viene cosi determinata razionalmente: 
si seghi ora F, con un S, passante per i 3 punti della terna nominata, 
costruiremo in tal modo razionalmente su /, una coppia di punti. 
Proiettiamo F’, dalla coppia di punti in S,: la superficie proiezione é 
una superficie cubica su cui @ data (razionalmente) una coppia di rette 
sghembe; ora questa superficie cubica (e quindi F;) si rappresenta 
sul piano razionalmente, col noto procedimento del sigt Schliafli, 
usando della congruenza lineare di rette che ha come direttrici le rette 
della coppia nominata. 

e) n = 6, ,,superficie F, del 6° ordine in S,“. 

Per rappresentarla sul piano basta fissarne un punto O, proiettarla 
dal piano tangente in esso sopra una quadrica, e quindi proiettare la 
quadrica da un suo punto che pud essere fissato razionalmente come 
immagine di un punto infinitamente vicino ad O sulla superficie 
obiettiva. 

Vediamo da che si pud far dipendere la determinazione di un 
punto della superficie F, di S,. 

Basta evidentemente determinare su F, una retta. 

Ora (e cid che si afferma qui vien subito verificato esaminando 
la rappresentazione piana di F, col sistema delle cubiche per 3 punti 
base, non in linea retta) sopra F, vi sono 6 rette le quali si distri- 
buisconc in due terne; quelle di una terna sono incidenti a quelle 
dell altra e sghembe fra loro. Dunque Vequazione del 6° grado da 
cui dipende la separazione delle 6 rette su F’, si spezza in due equa- 
zioni del 3° grado (corrispondenti alle due terne) separabili coll’ estrazione 
d’un radicale quadratico. 

Mediante la risoluzione di equazioni siffatte si pud quindi rap- 
presentare la F, sul piano. 

f) n= 7, ,,superficie F, del 7° ordine in S,“. 








*) Cfr. Clebsch, Cremona e soprattutto Caporali ,,Sulle superficie del 
5° ordine dotota di una curva doppia del 5° ordine“‘, Annali di Matematica, s° II, t. 7. 
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La F, (come risulta dalla sua rappresentazione piana) contiene 3 
rette; due sghembe fra loro e l’altra incidente ad esse: da quest’ ultima 
retta (che @ costruibile razionalmente) la F vien proiettata in una 
superficie di Veronese di S,, e quindi da punti esterni sulla superficie 
di Steiner in S,; dunque (v'a)), la F, si pud rappresentare sul piano 
razionalmente. 

g) n=8, ,,superficie F, dell’ 8° ordine in S,“. 

Vi sono due tipi di superficie F,: la superficie rappresentabile 
sul piano col sistema delle cubiche con un punto base, e quella rap- 
presentabile col sistema delle quartiche con due punti base doppi: 
ambedue possono rappresentarsi sul piano razionalmente. 

Invero la F, di 1* specie possiede una retta da cui viene proiettata 
in una rigata del 5° ordine di S,, la quale si rappresenta sul piano razional- 
mente. Invece la F, di 2° specie possiede una rete di quartiche dotata 
di' un punto base semplice, e da questo punto viene proiettata nella 
Ff, di 8, che, come abbiam visto, si rappresenta sul piano razionalmente. 

h) n= 9, ,,superficie F, del 9° ordine in S,“. 

La rappresentazione piana della F’, pud farsi dipendere dalla 
determinazione di un suo punto, dal quale le F, vien proiettata su 
una F, di S,. 

Vediamo come si pud determinare un punto della J’, risolvendo 
soltanto un’ equazione di 4° e una di 3° grado, mentre a priori 
apparirebbe soltanto la possibilita di far dipendere la determinazione 
di un punto di F, dalla risoluzione di un’ equazione di 9° grado. 

Notiamo per questo che la relazione tra una cubica e la sua 
hessiana nel piano (rappresentativo di J), si rispecchia in una relazione 
per la quale ad ogni sezione iperpiana di J’, corrisponde un’ altra sezione 
iperpiana, razionalmente determinabile, che chiameremo la hessiana 
della prima. 

Ora fra le sezioni iperpiane di F,, che sono curve ellittiche, si 
distinguono quelle equianarmoniche: le sezione hessiana corrispondente 
ad una sezione equianarmonica di J’, si spezza in 3 cubiche secantisi 
due a due in wm punto. In un fascio di sezioni iperpiane di Fy ve 
ne sono 4 equianarmoniche: se ne pud determinare wna risolvendo 
una equazione dal 4° grado; dopo cid si potranno separare i 3 punti 
doppi della sua curva hessiana su J’, (spezzata in 3 cubiche) risolvendo 
un’ equazione del 3° grado: dunque colla risoluzione delle menzionate 
equazioni di 4° e 3° grado (che importano I’estrazione di radicali 
quadratici e cubici) si pud determinare un punto di Fy e quindi 
rappresentare la F, sul piano. 

Riassumendo i resultati ottenuti avremo il seguente enunciato: 

Le superficie razionali della 2° famiglio si possono rappresentare 
senza introdurre wrrazionalita 
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1) sopra il piano semplice, 

2) o sopra il piano doppio con quartica di diramazione, 

3) o sopra la superficie cubica di S,, 

4) o sopra la superficie del 4° ordine con conica doppia di 8, (0 
cid, che @ lo stesso, sulla superficie normale del 4° ordine in S, di 
cui questa @ proiezione), 

5) o sopra la superficie del 6° ordine a sezioni ellittiche di S,, 

6) o sopra la superficie del 9° ordine a sezioni ellittiche di S,. 

La rappresentazione piana di queste superficie razionali della 2* 
famiglia si pud sempre ottenere estraendo radicali quadratici e cubici e 
risolvendo un’ equazione per la bisezione delle funzioni abeliane di genere 3. 

Osservazione. Sia data una superficie F e sopra di esse una rete 
di curve ellittiche. Allora (seguendo il sigt Castelnuovo)*) si pud 
rappresentare la F' sopra una involuzione del piano, nel modo seguente. 

Si prenda su F un punto O e si considerino le curve (ellittiche) 
C della rete passanti per O: esse formano un fascio razionale. Indi- 
cando con » lordine delle nominate curve C, resta determinata su 
ciascuna C una serie completa g": la serie segata sulla C dai piani 
(o iperpiani) del suo spazio, resa completa. Il punto O contato n — 1 
volte dai luogo ad wn gruppo della g" che ha un punto residuo O’ 
Variando la C nel fascio, O' descrive su F' una curva razionale K 
coordinata ad O. 

Prendiano ora un punto O' sulla K; la curva razionale K’ ad 
esso coordinata su /’, descriver&é una serie razionale co!. Possiamo 
far corrispondere le curve della serie alle rette d'un fascio nel piano, 
riferendo queste rette ai punti della K: cid si effettua razionalmente, 
perch la K (pel modo di costruzione) @ gid rappresentata sopra il 
fascio delle curve C per O, e quindi sui fascio delle tangenti (ad 
esse e) ad F' in O. Dopo cid possiamo riferire punto per punto 
eiascuna XK’ alla corrispondente retta del fascio nel piano; anche cid 
3i effettua (in modo analogo) razionalmente. Ne risulta una rappresen- 
tazione della F' sopra una involuzione dal piano, rappresentazione 
costruita razionalmente appena é dato il punto O di F. 

Deduciamo: 

Una superficie razionale della 2* famiglia pud essere rappresentata 
sopra una involuzione piana coll’ introdusione delle sole irrazionalita 
occorrenti a fissarne un punto; ossia coll’ estraszione di radicali qaadratici 
e cubict (al pid). 

Vale a dire: 

Un’ equazione della 2° famiglia puo essere risoluta con funzioni 
razionali non invertibili mediante la sola estrazione di radicali quadratici 


* ) Sulle superficie algebriche che contengono una rete di curve iperellittiche', 
Rendic. Accad. dei Lincei, 1894, 
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e cubici: le irrazionalita superiori, di cui si @ discorso, compariscono solo 
quando si voglia una risoluzione di essa con funzioni razionali invertibili. 


9. 3° famiglia. Tipo di questa famiglia sono le superficie, a 
sezioni iperellittiche, contenenti un fascio lineare di coniche, 

La rappresentazione piana di tali superficie @ stata data dal 
sig’ Noether*) il quale ha dimostrato lesistenza di una curva uni- 
secante le coniche del fascio sopra la superficie, curva da cui dipende 
(razionalmente) la menzionata rappresentazione. 

Per vedere da quali irrazionalita si possa far dipendere la costruzione 
della unisecante e quindi la rappresentazione della superficie bastera 
estendere cid che Clebsch**) ha fatto per la superficie del 4° ordine 
con retta doppia, Procediamo dunque nel modo seguente. Cominciamo 
dal riferire proiettivamente gli elementi (coniche) del fascio sulla super- 
ficie, alle rette di un fascio nel piano: tale riferimento di un ente 
razionale ad un fascio di raggi, esige (al pid) l’estrazione di un radicale 
quadratico. Dopo cid proiettiamo (da un punto del suo piano) ciascuna 
conica sulla corrispondente retta: con questa costruzione (effettuabile 
razionalmente) si rappresenta la data superficie sopra un piano doppio 
con curva di diramazione C,,, d’un certo ordine 2”, dotata di un 
punto (2n—2)plo O. 

Una curva, sopra la superficie, unisecante le coniche del fascio, da 
nel piano una curva d'un certo ordine m, avente il punto O come 
(m—1)plo, e tangente, ovunque la incontra, alla C2,. 

Per = 2n — 2 possiamo risolvere il problema della determi- 
nazione di una Ff, siffatta, colla estrazione di radicali quadratici e 
la risoluziune di un’ equazione per la bisezione delle funzioni iperellittiche 
inerenti a C:,. Supponiamo qui, dapprima, che C,, sia irriducibile; 
denotiamo con p il genere di essa curva. Si prendano su Q;, n—1 
punti generici che possono determinarsi (con altrettante estrazioni di 
radicali quadratici) sopra m — 1 rette uscenti da O. Allora (come é 
noto) vi sono 2?” curve C:,-2, d’ordine 2m — 2, aggiunte a C,, che 
toccano Cz, negli m — 1 punti assegnati ed altrove in p punti: la 
separazione di queste C:,-2 dipende appunto dalla risoluzione di un’ 
equazione per la bisezione degli argomenti delle funzioni abeliane 
(iperellittiche) inerenti a C;,***). 

*) 1. c. Mathem. Annalen Bd. LII. 

**) ,,Ueber die Abbildung algebraischer Flichen ...‘, Mathem. Annalen 
Bd. 1; ,,Ueber den Zusammenhang .. .‘‘, ibid, Bd. III. 

***) Cfr. Clebsch e Gordan ,,Theorie der Abel’schen Functionen, 8S. 265“. 
L’equazione, come é@ noto, si riduce ad una equazione di grado 2p+ 2 e all’ 
estrazione di radicali quadratici. Questo fatto fondamentale risale a Riemann. 
Cfr. a questo proposito vari lavori nei Mathematische Annalen, di Weber (Bd. 13), 
Noether (Bde, 14, 16), e, per p= 2, di Burkhardt (Bd, 35). 
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Lievi modificazioni occorrono pel caso che C:, sia riducibile. 
In tal caso lo spezzamento di C,, pud supporsi consistere soltanto 
nello staccarsi da essa di un certo numero h di rette distinte per O, 
in guisa che la residua curva C;,_, sia irriducibile ad abbia O come 
punto (2n—h —2)plo: invero nella curva di diramazione d’un piano 
doppio si pud sempre contare una volta sola (al pid) le componenti 
multiple, e d’altra parte se da C,, si staccasse una curva unisecante 
le rette per O (fuori di O) tale curva fornirebbe gid sopra la data 
superficie una unisecante delle coniche del fascio ivi considerato. 

Denoteremo ora con p il genere di Ce,_,. Cid posto si prenda 
su ciascuna delle h rette per O facenti parte di C:,, una delle due 
intersezioni con C,,,; si hanno cosi h punti di Cy,_,: ulteriormente 
si fissino (come innanzi) su C2,_,, ~ — 1 — h punti, e si considerino 
le curve Con-,-2 d’ordine 2n — h — 2 aggiunte a Cy»_, che passano 
per questi » — 1—h punti e toccano ivi la C:,_,, e che passano 
inoltre (semplicemente) per gli h punti prima nominati: queste C,,,_,~»2 
segano su C:,, una serie g?; fra esse vi sono 2?” C;, 4-2 che 
toccano (fuori dei punti fissati) la Cy,, in p punti; tali curve toccano, 
ovunque la incontrano, la C:, di diramazione del piano doppio. La 
loro determinazione dipende dalla risoluzione di un’ equazione per la 
bisezione degli argomenti delle funzioni iperellittiche inerenti a C2,_,. 

Come abbiamo innanzi accennato, una curva unisecante le rette 
per O (fuori di O) e tangente alla C,, di diramazione dal piano doppio 
ovunque la incontra, rappresenta due curve unisecanti le coniche del 
fascio sopra la data superficie F', curve staccabili coll’ estrazione di 
un radicale quadratico. Data una di queste curve unisecanti si pud 
rappresentare la superficie F’ sul piano, proiettando ogni conica di F 
sopra una retta del suo piano dal punto della nominata unisecante 
posto sopra la conica. 

Concludiamo che: 

Le superficie razionali della 3* famiglia si possono rappresentare 
sul piano coll’ estrazione di radicali quadratici e la risoluzione di 
un’ equazione per la bisezione degli argomenti delle funzioni iperellittiche 
di genere (qualsiasi) p. 


10. 4* famiglia. Tipo di questa famiglia é@ il cono quadrico doppio 
con sestica di diramazione (genere 4). 

Questo cono quadrico doppio si riduce (per proiezione da un suo 
punto) al piano doppio con sestica di diramazione dotata di due punti 
tripli infinitamente vicini: la rappresentazione di questo piano doppio 
sul piano semplice @ dovuta al sig’ Noether*) che Ilha ottenuta 


*) , Ueber die ein-zweideutigen Ebenentransformationen“, Sitzungsberichte der 
physik, medicin, Soc. zu Erlangen, 1878, 14. Januar. 
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mediante la determinazione delle cubiche aggiunte alla sestica, che la 
toccano ovunque la incontrano, cubiche spezzate nella retta dei due 
punti tripli e in una conica per essi. Veramente il sigt Noether (I. ¢. 
p. 85) nota soltanto come data wna tal conica tritangente alla detta 
sestica il piano doppio dato si riconduce al piano doppio con quartica 
limite; ma se in luogo di una sola, vengono date pid, @ > 1, convenienti 
coniche tritangenti, il piano doppio si pud ricondurre (razionalmente) 
ad una superficie a sezioni ellittiche d’ordine g + 1, e quindi (p. e. per 
@ = 4) rappresentarsi razionalmente sul piano semplice. Dunque la 
rappresentazione sul piano semplice del cono quadrico doppio con 
sestica di diramazione di genere 4, si pud ottenere determinando i 
piani tritangenti alla nominata sestica. Percid il problema della rap- 
presentazione piana delle superficie della 4* famiglia si pud ridurre alla 
risoluzione dell’ equazione per la bisezione degli argomenti delle funzioni 
abeliane di genere 4 inerenti alla sestica, equazione da cui dipende 
la separazione dei 25(2* — 1) piani tritangenti alla sestica stessa*), 

11. Riassumendo: 

La rappresentazione piana delle superficie razionali si pud far 
dipendere, oltreché da operazioni razionali e dall’ estrazione di radicali 
quadratici e cubici, dalla risoluzione di una delle equazioni per la 
bisezione degli argomenti 

delle funzioni abeliane di genere 3 o 4, 

o delle funzioni iperellittiche di genere p (= 1,2,...). 


Applicazioni alle varieté con un sistema lineare di superficie razionali. 


12. 1 resultati ottenuti innanzi permettono una applicazione im- 
mediata alle varieta algebriche V (di tre dimensioni) che posseggono 
un fascio di superficie razionali, cioe un sistema di superficie razionali 
siffatto che per ogni punto della varieté passi wna superficie del sistema. 

Ci limiteremo al caso pid notevole in cui il fascio (considerato 
come un ente co! di cui le superficie sono gli elementi) sia razionale. 
Possiamo allora riferire proiettivamente gli elementi (superficie) del 
fascio su V agli iperpiani (S,) passanti per un piano fisso di S, (0 
agli iperpiani d’un fascio in uno spazio pid elevato) e rappresentare 
ciascuna superficie su una superficie del corrispondente iperpiano; purché 
questa operazione si compia razionalmente si otterré una trasformazione 
birazionale facente passare dalla data varietaé ad una varietaé avente 
come sezioni iperpiane di un fascio le superficie costruite: questa tras- 
formazione risulterebbe invece irrazionale, se nell’ eseguire l’operazione 
precedente comparissero delle irrazionalita numeriche, giacché, al 


*) Cfr. Clebsch e Gordan, ,,Theorie der Abel’schen Functionen“ 8. 264; 
Weber, Math. Ann. 13, Noether ibid. 28, 38; Schottky, Crelle’s Journal 103. 
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variare della superficie nel dato fascio su V, queste irrazionalitaé 
verrebbero a dipendere da un parametro. 

Cid posto esaminiamo partitamente i 4 casi che si ottengono 
corrispondentemente alle 4 famiglie cui le superficie del fascio su V 
possono appartenere. 

13. a) Se le dette superficie appartengono alla 1* famiglia, si 
pud anzitutto trasformare V in una varieta W di S, le cui sezioni 
iperpiane d’un fascio sieno a sezioni razionali: ciascuna di queste 
superficie F si pud rappresentare razionalmente sul piano appena se 
ne sia determinato un punto, Si otterra dunque la rappresentazione 
di W sopra S,, rappresentando le dette superficie F' risp. sopra i piani 
per una retta in S,, purché si costruisca su W una curva uni- 
secante le F. 

Ora una tale curva esiste sempre: infatti si seghi W con un 
iperpiano generico; questo iperpiano sega le F' secondo curve razionali 
formanti un fascio razionale sulla superficie m sezione di W coll’ iper- 
piano; come il sigt Noether*) ha dimostrato esiste sempre una curva 
unisecante quelle del fascio su m, questa curva sega in un punto le F. 
Risulta cosi provato che: 

Le varieta (di tre dimension) contenenti wn fascio razionale di 
superficie razionali della 1* famiglia si possono rappresentare punto 
per punto su S,, rappresentando le nominate superficie sui piani per 
una retta in S,. 

14. b) Si abbia una varieta V con un faseio razionale di super- 
ficie razionali della 2° famiglia: si pud supporre che la varieta sia 
in S,, e le superficie del fascio sieno le sezioni iperpiane per un piano 
fisso, e sieno superficie F’ a sezioni ellittiche di un certo ordine n <9 
(incluso il caso m= 2 in cui la V si riduce ad un S, doppio con 
superficie limite d’un certo ordine 2m dotata di retta (2m — 4) pla). 
Per n=5 o per n= 7,8 la V si pud rappresentare su S, rappresen- 
tando punto per punto le F sopra i piani d’un fascio. 

Per n = 4 si pud rappresentare ciascuna F' sopra un piano doppio 
con quartica limite, razionalmente, appena si sia determinato un punto 
della conica doppia di F: ora le coniche doppie delle superficie F 
formano una superficie su cui si pud costruire una unisecante di quelle 
coniche**) (se le dette coniche sono spezzate la affermazione vale 
ancora); dunque per » = 4 si pud sempre rappresentare la varieta 
V sullo S, doppio con superficie di diramazione d’un certo ordine 2m 
dotata di retta (2m — 4) pla. 

Concludiamo che: 


*) 1. c, Mathem. Annalen Bd. III. 
**) Noether l.c. 
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Una varieta V con un fascio di superficie razionali F della 2* 
famiglia si pud rappresentare 

1) sopra le S, in modo che le F vengano rappresentate sui piani 
dun fascio; 

2) o sopra lo S, doppio con superficie di diramazione d’un certo 
ordine 2m dotata di retta (2m —- 4) pla, rappresentando le F sui piani 
doppi per questa retta (dotati di quartica limite); 

3) 0 sopra una varieta di un certo ordine m in S,, dotata di 
piano (m — 3) plo, rappresentando le F sulle superficie cubiche sezioni 
della varieta cogli iperpiani pel detto piano; 

4) o sopra una varieta di S, possedente un fascio di superficie 
sezioni del 6° ordine a curve sezioni ellittiche, immagini delle F; 

5) o sopra una varieta di S, possedente un fascio di superficie 
sezioni del 9° ordine a curve sezioni ellittiche, immagini delle F. 

Se vi @ su V una curva unisecante le F’, la V nei casi 4), 5) si 
pud rappresentare nel modo 1) sullo S, semplice, e nel caso 3) si 
pud rappresentare nel modo 2) sopra uno S, doppio con superficie di 
diramazione d’un certo ordine 2m dotata di retta (2m — 4) pla. 

Infatti le superficie razionali a sezioui ellittiche degli ordini 6 e 9 
si possono rappresentare sopra un piano razionalmente dato un loro 
punto; mentre, dato un punto di una superficie cubica, questa vien 
proiettata da esso sul piano doppio con quartica limite. 

E dubbio se tali riduzioni possono ottenersi in generale, Certo 
é soltanto che i casi 2) e 3) dell’ enunciato non possono sempre ridursi 
al caso 1). Per convincersene basta considerare il fascio generale di 
superficie cubiche di S,, e riconoscere (come é facile) che non é possi- 
bile trasformarlo in un fascio di piani mediante una trasformazione 
cremoniana. 

15. c) Una varieta V con un fascio di superficie razionali della 
3° famiglia si pud rappresentare sopra una varieta contenente una con- 
gruenza (d’indice 1) di coniche (cio un sistema oo’ di coniche tale che 
per un punto ne passi una): la congruenza sara razionale se é razionale 
il fascio delle superficie considerate, 

La dimostrazione dell’ enunciato @ immediata posto che gia sappiamo 
potersi trasformare ogni superficie della 3* famiglia, razionalmente, in 
una superficie con un fascio di coniche; basta uotare che una serie di 
fasci di coniche appartenenti alle superficie d’un fascio da appunto 
luogo ad una congruenza (d’indice 1). 

Come corollario si ha subito: 

Una varieta V con un fascio razionale di superficie razionali 
della 3* famiglia si pud rappresentare sopra lo S, doppio con superficie 
di diramazione d'un certo ordine 2n dotata di punto (2n — 2) plo. 

Omettiamo la ovvia dimostrazione. 

Q* 
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Digressione. Notiamo piuttosto un’ altra forma (alquanto pid 
comprensiva) che si pud dare facilmente ai resultati precedenti: 


Una varieta V che contenga una congruenza (d’indice 1) di curve 
razionali, si pud trasformare in una varieta con una congruenza. di 
coniche. 

Questo teorema appare come una diretta estensione del teorema 
del sigt Noether relativo alle superficie con un fascio di curve 
razionali (1. c.), e si pud dimostrare collo stesso procedimento, gene- 
ralizzato. E da notarsi che le coniche della congruenza su V possono 
essere riferite alle rette d’un cono di S, (0, in particolare d’una stella 
di S,) se esiste su V una superficie che le seghi in un punto: una 
tale superficie esiste sempre se le dette curve sono d’ordine dispari 
(cfr. Noether 1. c.); ma nel caso opposto non esiste sempre, neppure 
se la congruenza @ razionale: infatti si hanno esempi in proposito 
relativi alle congruenze di coniche di S,, di cui il sig’ Montesano 
ha assegnato i tipi irriducibili per trasformazioni birazionali*). 

Un corollario della precedente osservazione ci permette di affer- 
mare che: 

Una congruenza (d’indice 1) di curve razionali d'ordine dispari 
in S, si pud sempre trasformare birazionalmente in una stella di rette. 

16. qd) Si abbia una varieta V con un fascio razionale di super- 
ficie razionali F' della 4* famiglia: la V si pud trasformare in una 
varieta doppia W riferendo le F ai coni quadrici doppi con sestica 
limite, d’un fascio: siccome questo fascio @ razionale si pud costruire 
una curva unisecante i detti coni quadrici (cfr. n° 13); si pud quindi 
proiettare ciascun cono quadrico doppio dal punto della curva unisecante 
che gli appartiene, sopra un piano doppio con sestica limite dotata 
di due punti tripli infinitamente vicini. Cosi si perviene al resultato: 

Una varieta V con un fascio razionale di superficie razionali della 
4° famiglia si pud rappresentare sopra lo S, doppio dotato di super- 
ficie di diramazione d’un certo ordine 2n con due punti (2n — 3) pli 
infinitamente vicini (congiunti da una retta (2 — 6) pla). 

17. Si abbia una varieta V (algebrica, di tre dimensioni) conte- 
nente una rete di superficie razionali J’; cioe un sistema oo? di esse, 
tale che per due punti generici di V ne passi wna (sistema necessaria- 
mente razionale, essendo sottintesa la irriducibilita delle F'**)). Le F 
passanti per un punto generico di V formano un fascio razionale: il 
punto base del fascio tien luogo di una curva unisecante le F. Per 


*) Montesano ,,Su i varii tipi di congruenze lineari di coniche dello 
spazio“, Rendic. dell’ Accad, di Napoli 1895. 


**) Enriques ,,Una questione sulla linearita ecc.‘*, Rendic dell’ Accad. dei 
Lincei 1893, 


> te aca 
EC OBS 














Irrazionalita nella risoluzione di f(«yz) = 0. 91 


conseguenza ricordando i resultati ottenuti per le varieta con un fascio 
di superficie razionali, possedenti una unisecante, si avra: 

Una varieta V con una rete di superficie razionali pud sempre 
essere rappresentata 

1) sopra lo S, semplice, 

2) o sopra lo S, doppio con superficie di diramazione d’un certo 
ordine 2n con retta (2n — 4) pla, 

3) 0 sopra lo S, doppio con superficie di diramazione d’un certo 
ordine 2n dotata di punto (2n — 2) plo, 

4) o sopra lo S, doppio con superficie di diramazione d’un certo 
ordine 2n dotata di due punti (2n — 3) pli (congiunti da una retta 
(2m — 6) pla). . 

Nel caso 2) si pud rappresentare la V sopra una involuzione di S, 
(cfr. n° 8) ossia risolvere con funzioni razionali non invertibili di tre 
parametri, l’equazione della V. 

Un resultato analogo si ottiene anche nei casi 3) e 4), col proce- 
dimento che andiamo ad indicare, sotto le condizioni che dal proce- 
dimento stesso appariranno necessarie. 

Ragioniamo come se le superficie razionali F’ della rete su V sieno 
tutte prive di punti multipli propri: non é@ questa una restrizione che 
introduciamo, perche, se tale ipotesi non fosse verificata, sarebbe 
facile di mostrare come si possa trasformare V in modo che contempo- 
raneamente tutte le F della rete perdano i loro punti multipli propri. 

Cid posto, col procedimento di aggiunzione esposto si pud (nei 
casi 3), 4) che stiamo considerando) costruire razionalmente sopra 
ciascuna F’ un fascio (ultimo aggiunto) di curve C, fascio di curve 
razionali (3)), o fascio di curve ellittiche aggiunto al sistema oo’ di 
curve di genere due (4)). 

Poniamoci nel caso 3) e supponiamo che le intersezioni delle 
superficie F (due a due) non si compongano delle curve razionali C, 
sopra nominate. Allora le curve C su V sono oo: le C per un 
punto O di V formano una serie oo! razionale, essendovi una C sopra 
ogni F pel punto O, visto che le F per O formano un fascio razionale: 
tracciamo sopra una F’ una qualsiasi curva razionale K; le co? CU che 
si appoggiano a K in un punto formano una serie razionale <<? e 
(essendo la K arbitraria) invadono tutta la varieta V: 

possiamo far corrispondere agli elementi C della detta serie razio- 
nale oo’, le rette d’nna stella in S,;, e rappresentare ciascuna C’ sulla 
corrispondente retta, cid che si effettua razionalmente avendosi sopra 
ogni C wn punto*), il punto in cui essa C si appoggia alla K. Cosi 
si viene a far corrispondere ad ogni punto di S, un punto di V3. 


*) Noether l.c. 
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Poniamoci invece nel caso 4) e supponiamo che le intersezioni delle F 
due a due, non si compongano delle curve ellittiche C. Queste C sono 
dunque oo’, e le oo! C passanti per un punto O di V formano una 
serie razionale. Sopra ogni C per O si pud costruire razionalmente 
un punto A residuo di O contato m — 1 volte rispetto alle serie g” 
determinata su C dagli iperpiani dello spazio cui essa appartiene: 
variando C per O il punto A descrive una curva razionale K,. 

Ad ogni punto A di K, corrisponde analogamente una curva 
razionale K, e l’insieme di queste curve costituisce una superficie » 
su V, che si pud riferire, razionalmente, ad una involuzione sopra un 
piano. 

E facile costruire una serie oo! razionale di superficie m su V; 
basta far variare il punto O sopra una curva razionale su V (p. e. 
appartenente ad una F’): allora se si fan corrispondere gli elementi 
@ della serie ai piani d'un fascio in S,, e si rappresenta ciascuna 
sopra una involuzione appartenente al piano omologo (operazione che 


si compie razionalmente), si sara in definitiva rappresentato V sopra 
una involuzione di S,. 


Concludiamo: 


Se una varieta V contiene una rete di superficie razionali di cui 
le mutue intersezioni variabili non si compongono di curve razionali 
o ellittiche, la V pud essere rappresentata sopra una involuzione di S,, 
in modo che ad ogni punto di S, corrisponda un punto di V. 

18. Il precedente teorema da luogo ad un corollario relativo alle 
varieta V possedenti un sistema lineare oo di superficie razionali F, 
le cui intersezioni, due a due, sieno irriducibili. [In questo caso se le 
intersezioni di due Ff’ sono razionali o ellittiche si ha sopra ciascuna F 
una rete di curve razionali o ellittiche (segata dalle altre F’) onde 
ciascuna F pud essere riferita, razionalmente, ad una superficie razio- 
nale della 1* o 2* famiglia e quindi ad una involuzione piana. 

Abbiamo dunque: 

Una varieta contenente un sistema lineare co* di superficie razionali 
ad intersezioni variabili irriducibili pud essere rappresentata sopra una 
involuzione di Sj. 

19. Tutti gli enunciati precedenti possono essere tradotti sotto 
forma algebrica, come nell’ introduzione. 

Per averne l’espressione pid semplice, giova supporre la V in S,, 
e supporre che le superficie razionali formanti il fascio, o la rete, o 
il sistema lineare co*, su V, sieno sezioni iperpiane di essa. Allora si 
pud prendere risp. come fascio, rete, sistema oo* degli iperpiani secanti, 
il fascio 
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“1, = ar, +b, 


o la stella 
“y= ax, + ba, +0 

dove a, b, ¢ sono parametri. E inutile ripetere qui gli enunciati che 
si trovano nell’ introduzione. Ci limitiamo a notare che, relativamente 
all’ ultimo caso, si pud sopprimere in esso la condizione di irriducibilita 
delle mutue intersezioni delle oo* superficie razionali (segate su V dagli 
iperpiani d’una stella), giacché tali intersezioni possono esser riducibili 
soltanto se la V @ un cono (razionale). Pertanto siamo condotti ad 
enunciare il resultato: 

Si abbia una equazione 

F(X,» yy Lz, %) = 9, 
e si supponga che tutte le equazioni 

f(@, yy Hy, AX, + bx, + cx,) = 0 

(dove a, b, ¢ sono parametri fissi) sieno risolubili ponendo 2, x, x, 
funzioni razionali di due parametri; allora la equazione 

f (XL), Lz, #y, Ly) =O 
si pud risolvere ponendo x, % XL, X, funzioni razionali di tre parametri 
(fatta astrazione dalla condizione di invertibilita). 

Come caso particolare desumeremo la possibilita di risolvere con 
funzioni razionali di 3 parametri: Vequazione generale del 3° grado 
in 4 variabili (resultato cui il sigt Noether @ giunto direttamente nel 
modo pit semplice); l’equazione 

ay? = fy (4, Xp L5) 
dove f @ un polinomio generale del 4° grado; |’equazione 

ay? = f(#, €_ Hs) 
dove f @ un polinomio di 6° grado che posto —( rappresenta una 
superficie del 6° ordine con due rette triple infinitamente vicine ecc. 
Ma le risoluzioni ottenute di tali equazioni sono tutte risoluzioni con 
funzioni razionali (di 3 parametri) non invertibili. Se, in altro modo, 
si possano risolvere le predette equazioni con funzioni razionali inver- 
tibili (di 3 parametri), @ una questione che rimane tuttora imsoluta. 








Die Plicker’schen Zahlen der Abweichungscurve*). 
Von 
W. Bouwman in Schiedam (Holland). 


1. Die Form einer Curve C* in der Nahe eines Punktes A wird 
durch den Kriimmungskreis bestimmt. Die Untersuchung dieser Form 
erhalt eine Ausdehnung durch die Betrachtung der vier- und fiinf- 
punktig bertihrenden Kegelschnitte und der Abweichungsaxen**). 
Ebenso schliesst sich an die Entwundene der Curve C* der Ort der 
Mittelpunkte dieser fiinfpunktig beriihrenden Kegelschnitte, die wir 
Abweichungskegelschnitte nennen, an. In den folgenden Zeilen werden 
wir die Pliicker’schen Zahlen dieser ,, Abweichungscurve“ zu bestimmen 
versuchen, zuerst auf geometrischem Wege. Nachher werden die 
erhaltenen Formeln auf analytischem Wege sich als véllig richtig 
bewahren. 

Fiir die geometrischen Betrachtungen setzen wir die Aufgabe also 

in projective Form: 

Die Pliicker’schen Zahlen des Ortes A der Pole einer Geraden | 
in Bezug auf die Abweichungskegelschnitte der gegebenen Curve C” 
zu bestimmen. 

Der Ort A wird die Abweichungscurve, wenn die Gerade / ins 
Unendliche riickt. 

Zuerst bemerken wir, dass die Curven C* und A dasselbe “Ge- 
schlecht haben, weil sie sich eindeutig entsprechen. Denn in jedem 

; Punkte der Curve C* ist ein Abweichungskegelschnitt bestimmt und 
somit ein Pol der Geraden 7 und umgekehrt. 

2. Wie die Normalen einer Curve die Entwundene einhiillen, 
ebenso ist A die Enveloppe der Geraden, welche die Punkte der 
Curve C* mit den zugehérigen Polen verbinden. Dies zu beweisen ist 


*) W. Bouwman, Dissert. Groningen 1896. 
**) Salmon: Analytische Geometrie der héheren ebenen Curven, § 386. 
Zweite Auflage. 
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leicht. Sei a (Fig. 1) die Tangente der Curve in A, und ziehen wir 
durch den Durchschnittspunkt der geraden Linien a und / eine un- 
endlich wenig von a abweichende Gerade a,, welche mit der Curve C” 


unter andern die zwei in 

der Nahe von A liegen- 

den Punkte 1 und 4 ge- 

mein hat. Zwei Durch- 
schnittspunkte 2 und 3 

von a und C* sind 

in A zusammengefallen. 

Die vier Punkte 1, 2,3, 4 

diirfen als vier auf einan- 

der folgende Punkte der 

Curve C* betrachtet wer- 

den; die Abweichungs- 
kegelschnitte (01234) 

und (12345) haben die- 
selben gemein. Wenn —=“ {\ . 
nun P’ der vierte har- | ‘ 


2 








monische Punkt ist zu 
P in Bezug auf die 
Punkte 1 und 4, so ist x 


die Gerade AP’ oder 
U’ die Polargerade von 
P in Bezug auf die Kegelschnitte (01234) und (12345). Weil P 
auf J liegt, liegen die zwei Pole der Geraden / auf 1’, m. a. W. die 
Tangente der Curve A geht durch den zugehérigen Punkt A der 
Curve C*. 

Wir dirfen somit auch sagen, dass A die Enveloppe ist der Polar- 
geraden der Punkte P von / in Bezug auf die betreffenden Abweichungs- 
kegelschnitte. Diese Geraden sind auch die reciproken Polargeraden 
von / in Bezug auf die Schaaren, welche durch zwei auf einander 
folgende als Biischel zweiter Classe betrachtete Kegelschnitte bestimmt 
werden. Es leuchtet ein, dass der Dualismus nicht ein vdlliger ist. 


9 


3. Fassen wir jetzt die Singularititen der Curve A und zwar die 
Spitzen und Inflexionen ins Auge. Diese kénnen nicht anders ent- 
stehen als: 

I) aus den Punkten der Curve C*, in denen sechspunktige Be- 
rihrung mit einem Abweichungskegelschnitt stattfindet, also aus den 
sextactischen Punkten*); 





Fig. 1. 


*) Halphen, Recherche etc. Journal de Math. pures et appliquees, Série III, 
Tome II, p. 257. 
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II) aus den singularen Punkten von C*, wo die Abweichungs- 
kegelschnitte zerfallen ; 

III) aus den Durchschnittspunkten von / und C*. 

In einem gewéhnlichen Doppelpunkte der Curve C* z, B. verhalt 
jeder Ast sich als ob der andere nicht da wire. 


A. Nicht auf / liegende Punkte von C”. 


4. Sextactischer Punkt S. Der Kegelschnitt (12345) hat auch 
den Punkt 6 mit C" gemein, der Kegelschnitt (23456) geht auch 
durch den Punkt 1. Die Kegelschnitte (12345, 6) und (1, 23456) 
fallen zusammen. Die zwei Pole von / fallen deshalb auch unbedingt 
zusammen: es entsteht eine Spitze der Curve A. 

Die drei Kegelschnitte (12345, 6), (1, 23456) und (34567) haben 
die vier Punkte 3,4,5,6 gemein, folglich liegen die drei Pole der 
Geraden / auf der Riickkehrtangente von A. 

Diese Spitze zeigt also keine héhere Singularitit. 

5. Inflexion B. (Fig. 2). Auf der Inflexionstangente b liegen 
drei auf einander folgende Punkte 3,4,5 der Curve C*. Die drei 








Fig. 2 
Kegelschnitte (12345), (23456) und (34567) zerfallen respective in 
b und die Gerade 12, 

b und die Gerade 26, 

b und die Gerade 67. 
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Dies sind jedesmal zwei unendlich wenig verschiedene Geraden, deren 
Durchschnittspunkt auf / liegt und dem Punkte B unendlich nahe ist. Diese 
drei Durchschnittspunkte sind die drei Pole von/, so dass A eine mit B 
zusammenfallende Inflexion erhalt, welche b als Inflexionstangente hat. 

6. Spiize K. Wir fassen vollkommen umgekehrt wie bei der 
Inflexion den Abweichungskegelschnitt als einen Biischel zweiter Classe 
auf, der fiinf auf einander folgende Tangenten mit der Curve C* gemein 
hat. Es gehen durch K drei auf einander folgende Tangenten 3’, 4’, 5’ 
der Curve C*. Die drei Biischel (1°2°3'4'5’), (2'3'4'5'6), (3°4'5'6'7’) 
zerfallen respective in 

den Biischel erster Classe K und den Biischel erster Classe 1’2’, 


den Biischel erster Classe K und den Biischel erster Classe 2’6', 

den Biischel erster Classe K und den Biischel erster Classe 6’7’. 
Die drei Polargeraden der drei be- ‘ 
treffenden auf den Geraden / liegen- 4 
den Punkte in Bezug auf diese drei \\ 
degenerirten Biischel sind die drei 
Geraden, welche K verbinden mit 
den drei Durchschnittspunkten 1’ 2’, 
2'6’, 67. Diese drei Verbindungs- 
geraden weichen unendlich wenig von 
der Riickkehrtangente k der Classe C* 
ab. Folglich erhilt A eine Spitze, die 
mit K zusammenfallt und & als Tan- 
gente hat. 


B. Punkte auf der Geraden /. 

7. Sei A (Fig. 3) ein gewéhn- 
licher Durchschnittspunkt von J und 
C". Wir ziehen in A die Tangente a. 
Zwei Durchschnittspunkte 3, 4 von a 
und C* sind in A zusammengefallen. 
Durch den folgenden Punkt 5 der 
Curve C* ziehen wir die Gerade a’ 
so, dass die in der Nahe von A 
liegenden Durchschnittspunkte 5 und2 
von @ und C* harmonisch getrennt 
sind von den Durchschnittspunkten 
M’' wid M vona' mit Lunda. Dies sale 
ist leicht auszuftihren mit Hilfe der Geraden A2. Es ist dann ein- 
leuchtend, dass die Pole der zwei Kegelschnitte (12345) und (23456) 
in M unbedingt zusammenfallen. Also ist M eine Spitze von A. 
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Die vier Kegelschnitte (01234), (12345), (23456), (34567) 
haben die Punkte 3,4 gemein, d. h. eine Tangente und den Uontact- 
punkt. Folglich liegen die vier betreffenden Pole auf der Tangente a 
dem Punkte M unendlich nahe. Deshalb schneidet die Riickkehr- 
tangente a die Curve A in M in vier auf einander folgenden Punkten, 
von denen zwei unbedingt zusammenfallen. Folglich ist M eine 
Knotenspitze und somit einer Spitze, einer Inflexion, einem Doppel- 
punkt und einer Doppeltangente aquivalent (Fig. 5). 

Die nachstehende Beweisfiihrung gewabrt denselben Erfolg. Die 
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Fig. 4 


vier Geraden, welche die vier Punkte M(M,, M,, M,, M,) mit den 
vier Punkten 2, 3,4, 5 (Fig. 4) verbinden, wo die vier betreffenden 
Kegelschnitte die Curve C” beriihren, sind vier auf einander folgende 
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Tangenten der Curve A. Man darf sie als durch M gehend betrachten, 
weil die Abweichungen davon héherer Ordoung sind. Deshalb hat M 
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vier auf einander folgende Tangenten mit A gemein, von denen zwei, 
die Verbindungsgeraden des Punktes M mit 3 und 4, unbedingt zusam- 
menfallen. Also zeigt M die Kennzeichen einer Knotenspitze. 

8. Sextactischer Punkt S auf 1. Der Kegelschnitt (12345) geht 
auch durch den Punkt 6, und der Kegelschnitt (23456) geht auch 
durch den Punkt 1. Die drei Kegelschnitte (12345, 6), (1, 23456), 
(34567) haben die vier Punkte 3, 4, 5,6 gemein. Folglich fallen die 
drei auf einander folgenden Pole 2,, 2,, 2, unbedingt zusammen. 











a 


Fig. 6a. 


Der Zusammenfall der Punkte 2, und 2, deutet auf eine Spitze, 
der Zusammenfall von 2, und 2, auf eine zweite Spitze, der Zusam- 
menfall von 2, und 2, auf einen Knoten. 

Die fiinf Kegelschnitte (12345, 6), (1,23456), (34567), (45678), 
(56789) haben die zwei Punkte 
5, 6 gemein, d. h. die Tangente s 
und den Contactpunkt S. Hieraus Pg 


ergiebt sich, dass die Tangente s_ ————>>>—_-__=—_—— 

in J fiinf Durchschnittspunkte mit = 

A gemein hat. og, 
Die fiinf Geraden, welche die . 


fiinf Punkte mit den Beriihrungs- ies tate 


punkten der fiinf betreffenden Kegelschnitte verbinden, sind fiinf auf- 
einander folgende Tangenten, die 2 mit der Curve A gemein hat. 
Zwei von diesen fallen unbedingt zusammen. Also gilt 2 ‘fiir eine 
lnflexion und fiir wenigstens eine Doppeltangente. 
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Die Anzah) der Spitzen und Inflexionen in 2 ist auch durch 
folgende Auseinandersetzung zu bestimmen. Vorausgesetzt | geht 
zuerst nicht durch den sextactischen Punkt und jetzt bewegen wir J, 
bis dies der Fall sei. Der Punkt 2 aus 8 ist jetzt entstanden aus 
einer gewohnlichen Spitze und einer Knotenspitze, enthalt also zwei 
Spitzen und eine Inflexion. (Fig. 6a und 6b, s. Seite 29). 

9. Gewéhnlicher Contactpunkt von 1 und C". Von Secante werde 
l zur Tangente. Aus jedem der zwei zusammenfallenden Durchschnitts- 
punkte von 7 und C* entstand vorher eine Knotenspitze. Sobald / 
Tangente ist, ist der Durchschnittspunkt von 7 mit der in R an C" 
gezogenen Tangente unbestimmt. Die ganze Gerade / vertritt diesen 
Durchschnittspunkt; die Polargerade in Bezug auf den Abweichungs- 
kegelschnitt wird gleichfalls unbestimmt und entartet in den Strahlen- 
biischel erster Classe R. Dieser Biischel trennt sich von A und die 
Classe wird um eins verringert. 

Ordnung und Geschlecht bleiben unverindert. Mit Hilfe der 
Pliicker’schen Formeln schliessen wir, dass die Zahl der Spitzen um 
eins wiachst und die Zahl der Inflexionen um zwei abnimmt. Aus 
zwei Knotenspitzen erhalten wir also einen Punkt, der drei Spitzen 
und keine Inflexion enthilt. 

Die nachstehende Auseinandersetzung ergiebt denselben Erfolg. 
Vier auf einander folgende Kegelschnitte haben zwei Punkte oder die 
Tangente 7 und den Contactpunkt R gemein. Die vier betreffenden 
Pole fallen in R unbedingt zusammen. Durch den Zusammenfall von 


SO 


Fig. 7a. Fig. 7b. 


R, und R,, R, und R,, R, und R, enthalt dieser Punkt drei Spitzen; 
durch den Zusamenfall von R, und R,, R, und R,, R, und R, ent- 
halt derselbe drei Knoten. 

Fiinf auf einander folgende Kegelschnitte beriihren die Gerade l. 
Die fiinf Pole sind fiinf auf einander folgende auf / liegende Punkte. 
R hai die fiinf Geraden, welche diese fiinf Pole mit den betreffenden 
Beriihrungspunkten verbinden, als auf einander folgende Tangenten mit 
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A gemein. Weil R diesen fiinf Punkten unendlich nahe liegt, fallen 
nicht zwei dieser Tangenten unbedingt zusammen. Also enthalt R 
keine Inflexion. Eine geometrische Darstellung geben Fig. 7a und 7b 
(s. Seite 30). 

10. Die Gerade 7 sei Tangente in einem sextactischen Punkte Q 
von C*. 

Wir setzen voraus, dass 7 Tangente in einem andern Punkte von 
C™ sei, und bewegen / jetzt, bis Q der Contactpunkt ist. Der in § 9 
betrachtete Punkt fallt dann mit einer einfachen Spitze zusammen. 
Der entstandene Punkt enthilt also vier Spitzen und keine Inflexion. 

Der Beweisfiihrung in § 9 analog diirfen wir auch sagen: Sechs 
Kegelschnitte haben die Tangente / gemein. Folglich liegen auf der 
Tangente 7 sechs auf einander folgende Punkte von A, von denen fiinf 
unbedingt zusammenfallen. Deshalb gilt Q fiir vier Spitzen und sechs 


\ 


_— ie, oat ia“ 





Fig. 8. 


Knoten. @% hat sechs auf einander folgende Tangenten mit A gemein, 
von denen keine zwei giinzlich zusammenfallen. Folglich enthalt Q 
keine Inflexion. (Fig. 8). 

11. Inflexion B auf 1, mit b als Inflexionstangente. 

Die Gerade J hat hier bloss einen Durchschnittspunkt mit C*. In 
diesem Punkte degenerirt der Abweichungskegelschnitt in zwei unend- 
lich wenig verschiedene Geraden 6 und 0,, die sich in dem genannten 
Durchschnittspunkte schneiden. Der Pol von 7 wird unbestimmt und 
degenerirt in c, die vierte harmonische Gerade zu / in Bezug auf b 
und 6,. Man darf ¢ als mit b zusammenfallende betrachten. Folglich 
trennt sich die Gerade 6 von A. 

Wenn wir alle Punkte des in die Gerade 6 degenerirten Poles 
nach einander mit dem betreffenden Punkt B der Curve C* verbinden, 
finden wir stets die Gerade b. Wenn wir aber B von b mit B ver- 
binden, wird die Verbindungsgerade unbestimmt und degenerirt in den 
Biischel erster Classe B. Dieser Biischel trennt sich folglich von A. 
Wenn wir deshalb die Gerade / aus einer anderen Lage bewegen, 
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bis sie durch B geht, so werden Ordnung und Classe beide um eins 
reducirt. 

Mit Hilfe der Pliicker’schen Formeln finden wir leicht, dass die 
Zahl der Inflexionen wie die der Spitzen eins weniger wird. 

Bei der genannten Bewegung von / fillt eine Knotenspitze von A 
mit einer Inflexion zusammen, und es entsteht ein Punkt, der bloss 
fiir eine Inflexion gilt, m. a. W. eine einfache Inflexion, Weil die 
Knotenspitze und nicht die Inflexion aus B die Lage indert, erhellt, 
dass auch wenn / durch B geht, die Inflexion mit B zusammenfillt 
und b als Tangente hat, 

12. Wir setzen nun voraus, dass die Gerade | aus einer willkiir- 
lichen Lage zur Inflexionstangente im Punkte 7’ wird. Jeder der Ab- 
weichungskegelschnitte in den drei auf einander folgenden Durch- 
schnittspunkten von C* und / degenerirt in / und eine unendlich wenig 
von J verschiedene Gerade. Die drei Pole werden unbestimmt und 
degeneriren alle drei in die Gerade 1, die sich folglich dreimal von 
A trennt. 

Als Verbindungsgeraden der drei Pole mit den betreffenden Be- 
riihrungspunkten erhalten wir dreimal die Gerade / und drei Biischel 
erster Classe. Der Biischel erster Classe 7 trennt sich somit dreimal 
von A. 

Bei der genannten Bewegung von / werden Ordnung und Classe 
also um drei herabgesetzt; folglich wird auch die Zahl der Spitzen 
und die der Inflexionen drei weniger. Drei Knotenspitzen und eine 
einfache Inflexion fallen zusammen; es bleibt bloss eine gewdhnliche 
Inflexion iibrig, die in 7 liegt und / als Tangente hat. 

13. Spitee K auf l. Die Gerade k sei Riickkehrtangente. Die 
Gerade / schneidet C" in K in zwei zusammenfallenden Punkten. Die 
zwei denselben entsprechenden Kegelschnitte degeneriren beide in die 
doppelt gezihlte Riickkehrtangente. Man muss bei diesen Kegel- 
schnitten K betrachten als den Durchschnittspunkt dieser zwei nicht 
gianzlich zusammenfallenden Geraden. Die zwei Pole von / degeneriren 
beide in die Gerade k, die sich folglich zweimal von A trennt. 

Wenn wir nach einander alle Punkte des degenerirten Poles k 
mit dem Berthrungspunkt K verbinden, erhalten wir die Gerade k 
und den Biischel erster Classe K. Dieser Biischel trenut sich deshalb 
zweimal von A. 

Also werden Ordnung und Classe von A um zwei herabgesetzt, 
wenn eine Spitze auf / liegt und daraus ergiebt sich mit Hilfe der 
Pliicker’schen Formeln, dass die Zahl der Spitzen wie die der Inflexionen 
um zwei weniger wird. 

Wenn wir die Gerade / also aus einer anderen Lage bewegen, bis 
sie durch K geht, so fallen zwei Knotenspitzen mit einer gewéhnlichen 
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Spitze zusammen, und eine einfache Spitze entsteht in K mit k als 
Riickkehrtangente. 

14. Sei 2 zum Schluss Riéickkehrtangente in L. Mit den drei 
Durchschnittspunkten in Z correspondiren drei degenerirte Kegelschnitte. 
Der in / degenerirte Pol trennt sich dreimal von A. 

Die drei betreffenden Verbindungsgeraden werden gleichfalls un- 
bestimmt, und der Biischel erster Classe Z trennt sich dreimal von A. 

Ordnung und Classe werden um drei reducirt. Die Zahl der Spitzen 
und die der Inflexionen wird um drei weniger; anstatt einer einfachen 
Spitze und drei Knotenspitzen erhalten wir bloss eine gewdhnliche 
Spitze in L, die 7 als Tangente hat. 

Hiermit sind alle Fille der Curven ohne héhere Singularititen 
erschépft. Die geometrische Behandlung dieser héheren Singularititen 
bietet leider zu grosse Schwierigkeiten. 

Wir wollen jetzt noch kurz darauf hinweisen, wie wir zu den 
erhaltenen Ergebnissen auch auf analytischem Wege gelangen kénnen, 
und wie die analytische Behandlungsweise leicht auf jede héhere Singu- 
laritét ausgedehnt wird. 

15. F. J. van den Berg*) giebt die folgenden Formeln 

i 3YoYs a 3 Ye (3Y2® — Ys Ys) 
 # = 8+ ay ayy YY “sy — Sana 
Hierin sind a’, y’ die Coordinaten des Abweichungsmittelpunktes, d. h. 
des Mittelpunktes des Abweichungskegelschnitts z, y die Coordinaten 
des Beriihrungspunktes, y,, y, u. s. w., die mit Hilfe der Gleichung 
von C” abgeleiteten Differentialquotienten von y nach @ u. s. w. 

Ks ist leicht die Tangentialcoordinaten u’, v’ der Geraden, welche 
diesen Mittelpunkt mit dem betreffenden Contactpunkt verbindet, zu 
bestimmen, Man findet 

¢ _ 3Ys* — Wis —_ Ys 

©) "=~ sy —nweton "~~ Gener on 

Wie bekannt ist, sind die Bedingungen fiir eine Spitze = entweder 
=? oder =2 und “¥ — co; fiir eine Inflexion sind dieselben A 
0 20 dx * du 
entweder =—3 oder = ~ ynd o, = 00 

Den ersten Bedingungen geniigen die Punkte, welche durch die 
Differentialgleichung 


(3) 9y2?¥s — 45y.Y34¥, + 40y,° = 0 
bestimmt werden, d. h, die sextactischen Punkte. 
*) F.J.v.d. Berg. Over Krommingskegelsneden van vlakke kromme l¥nen. 


Verslagen en Mededeelingen der Kon. Acad. van Wetensch., Afd. Natuurkunde, 
3% reeks, Dl IX. 


Mathematische Annalen. [L. 
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Letzteren Bedingungen geniigen die durch die Differentialgleichung 
y, = 0 bestimmten Inflexionen von C*. 3 

Hinsichtlich beider Arten von Singularitiéten bediirfen die singu- 
liren Punkte und die unendlich weit entfernten Punkte von C” einer 
Untersuchung. 

16, Wir setzen voraus, die Gleichung der Curve C” sei in einer 
solchen Form gegeben, dass die zu untersucherden Punkte mit Be- 
ziehung zu den Coordinatenaxen keine besondere Lage haben, und wir 
brauchen daher auf y, = 0 und y, = oo nicht zu achten. 

Fir die Untersuchung wollen wir die Coordinaten der Curve in 
der Nahe des betrachteten Punktes mit Hilfe eines Parameters ¢ dar- 
stellen. 

Nehmen wir zuerst einen nicht unendlich weit liegenden linearen 
Ast. Sei (&, 4,) der feste Punkt auf C”, (x, y) der sich bewegende 
Punkt in der Nahe von (&,, 4,). Wir haben 


(4) «-—t, y—m—at+pe+pO+dtpeh+.... . 
Hieraus ergiebt sich 
y= a+ 26+ 3yt+-.. 


u. s. w., und mit Hilfe der Formeln (1) 


x seat 


, T, ’ . 
x —~h= 9, Y—-1—F 


(5) T, = By + 8y*t + (— 10Be + 467d)? +---, (8) 
T; = apy — 26° + (Say? + 166? y)t+---, 4 
N, = 5y? — 4pd + (— 20Be + 2870) +---. 
Wenn zwischen a, B, y u. s. w. keine Beziehung besteht, zeigt die 
Abweichungscurve D nichts besonderes. 
17. Die Differentialgleichung eines sextactischen Punktes wird 


Bis — 3Byd + 27° = 0 
und unter dieser Bedingung kann man die Formeln (5) unter die 
folgende Form bringen 


<a ee OO il 
6 1 by?— 48d = y? — 480 N; ’ 
) oe i a hile i 
Y — Ih — 5y? —4pd ~ byt — 488 N; 


Dies ist eine Spitze. 
Substituiren wir den Werth von 2 und y’ in die Gleichung 
X— hs Ym 
By aby — 26° 
der Tangente, so finden wir, dass diese Tangente die Curve D in drei 
auf einander folgenden Punkten schneidet. Aus einem sextactischen 
Punkte erhalten wir folglich eine einfache Spitze. 





(8) 
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18. Der betrachtete Ast zeigt eine Inflexion, wenn B= 0- Die 
Formeln (6) werden 


g — Sytt + 46792? + (80ye + 808) +--- 
= te a 





x oa 





q by? + 2Bydt+--- ’ 
(7) F Say*t + 46ay dt? + (B0aye+80ad*-+ 4079) +--- 
Jah rn tr ae - 


Dies ist eine Inflexion, die mit der Inflexion von C" zusammenfiallt 
und dieselbe Tangente hat. 
Kine Spitze von C* wird vorgestellt durch 


7 gE, —_ &, 
Pe gee +i +77 + +> 
Hieraus geht wieder eine Spitze hervor. 


19. Einen unendlich weit entfernten linearen Ast kann man dar- 
stellen durch 


1 
eed i 


yor t+b+rtt of + et+---, 

Hieraus findet man 
9 __1 (~ 109*E 4307 d e200") t+ (—40y" n--60y 4 E+ 80y e*— 100822) t+ 
, 8 +8 ydt-+(16y e420 0%) t+... 
adi a(— 10y? § + 80yde — 200%)t# +... 
yy P+ Bydt + (M6 ye 200%) +--+ 
Dies ist eine Spitze. 

Aus der Gleichung der Riickkehrtangente 

(—Sy%E-+ 15y de—108%)t4+--- _ 
y? + 8ydt+--- iv, 

erhellt, dass diese Tangente die Curve D in vier auf einander folgen- 
den Punkten schneidet. 

Aus den Formeln (2) finden wir 








y¥—6— 








tf Crtbaveytt+-. 

(9) B B By+4fdt+---’ 
J hime ~ 3. =... 23a 
B B By +4pdt+-: - 


Zwei auf einander folgende Tangenten fallen ginzlich zusammen. 
Aus der Gleichung des Contactpunktes geht hervor, dass dieser Punkt 
vier auf einander folgende Tangenten mit der Curve D gemein hat. 
Der entstandene Punkt ist also eine Knotenspitze. 
20. Der betrachtete unendlich weit entfernte Punkt ist ein sex- 
tactischer Punkt unter der Bedingung 


8* 





’ 
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—yE+ 3yde — 208 —0. 
Unter dieser Bedingung werden die erhaltenen Formeln (8) reducirt in 


(10) y ¥ +8ydt+---’ 
ad = 61 oA, + 
YB 7 FE ByEF 
Die Gleichung der Tangente wird 
- 
y+ 8ydt+--- 


Die Formeln (9) bleiben unverindert. Der Contactpunkt hat fiinf 
auf einander folgende Tangenten mit der Curve D gemein. Aus diesen 
Formeln ergiebt sich, dass der entstandene Punkt zwei Spitzen, zwei 
Knoten, einer Inflexion und einer Doppeltangente aquivalent ist. 

Der betrachtete unendlich weit entfernte Punkt ist eine Inflexion 
wenn y = 0 
1 8884-460 et-+(8005-+ 180 ¢%) t+ (958 n+ 34086) t°+--- 

t 200*-+- 100d et+--- , 

, 1 8ad*+46 ad et+-(80ad +180 a &*) t?-+4+-(95 « d 44-340 a & £—10 0°) t5+---- 
o~P=;- 2082+ 1000 et+- wi : 
Dies ist wieder eine Inflexion an derselben Stelle und mit derselben 
Tangente. 

21. Einen Ast, welcher die unendlich weit entfernte Gerade in 
einem Punkte beriihrt, kann man darstellen durch 


1 
BR? 


e+ e+ otpert.... 


Hieraus geht ein vierfacher Punkt hervor, der drei Spitzen und drei 
Knoten iaquivalent ist. 

Dieser Contactpunkt ist sextactischer Punkt unter der Bedingung 
é=Q. Es entsteht ein fiinffacher Punkt, der fiir vier Spitzen und 
sechs Knoten gilt. 

Kine unendlich weit entfernte Spitze kann man darstellen durch 


1 
t= Fr 


, 


x 








“= 


y 


y=atytottel +... 


Die unendlich weit entfernte Gerade ist Inflexionstangente: 


1 
t= a) 
y=ateti+e+ett--. 


ptt 
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Diese Gerade ist Riickkehrtangente: 


1 
? 


y=pti+otet+--s. 


Auch in diesen Fallen werden sich die auf geometrischem Wege 
erhaltenen Ergebnisse als richtig erweisen. 

22. Fassen wir jetzt das Resultat zusammen: 

Jede Inflexion von C* veranlasst eine Inflexion der Curve D, an 
demselben Ort und mit derselben Tangente. 

Aus jeder Spitze von C” geht eine Spitze von D hervor an dem- 
selben Ort und mit derselben Tangente. 

Jeder nicht auf /,, liegende sextactische Punkt von C* verursacht 
eine Spitze von D. 

Jeder gewohnliche Durchschnittspunkt von 1, und C, veranlasst 
eine Knotenspitze. 

Aus einem sextactischen Durchschnittspunkt entsteht ein dreifacher 
Punkt, der zwei Spitzen, zwei Kuoten, eine Inflexion und eine Doppel- 
tangente enthiilt. 

Aus einem gewdhnlichen Contactpunkt von C” und lJ, geht ein 
einfacher Punkt hervor, der fiir drei Spitzen und drei Knoten gilt. 
Er fallt mit dem Contactpunkt zusammen und hat l,, als Tangente. 

Aus einem sextactischen Contactpunkt entsteht ein fiinffacher 
Punkt, der vier Spitzen und sechs Knoten fquivalent ist. 

23. Aus unseren Betrachtungen werden die nachstehenden Formeln 
leicht abgeleitet 


G=gy, 
A K = 2(m+3n+10g—10) — (B—e4+2x+3 6 + 3x), 
(11) (B= 2(m+g —1) — (68+20+4+2x+36 + 3x), 
s N = 2(m+42n+6y—6) — (B+ 2k438'+3x), 
: M = 2(m+2n+3g9—3) — (6-+0+2x+3f8' +3). 
h Durch n, m, g, k, b stellen wir respective Ordnung, Classe, Geschlecht, 


Zahl der Spitzen, Zahl der Inflexionen der Curve C* dar. Durch 
N, M, G, K, B bezeichnen wir die betreffenden Zahlen bei der Ab- 
weichungscurve. 

Es liegen 6 Inflexionen und x Spitzen auf l,, fiir welche /,, uicht 
Tangente ist; /, ist Tangente von C* in #' Inflexionen, x Spitzen 
und @ anderen Punkten. 

24. Es ist einleuchtend, dass wir auch im Falle héherer Singu- 
laritaéten die Curve in der Nihe eines jeden zu untersuchenden Punktes 
mit Hilfe eines Parameters darstellen kénnen. Man substituirt den 
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hieraus abgeleiteten Werth von y,, y, u. s. w. in die Formeln (1) und (2), 
und sieht, wieviel auf einander folgende Punkte, respective Tangenten, 4 
unbedingt zusammenfallen. Die Zahl der enthaltenen Spitzen, respective . 
Inflexionen ist jedesmal eins weniger. 

Aus der Zahl der Spitzen und Inflexionen und dem Geschlecht 
von D kénnen die anderen Pliicker’schen Zahlen abgeleitet werden. 

Endlich weise ich noch darauf hin, dass der von Herrn Halphen*) 
zur Bestimmung der Zah] der Punkte, welche einer Differentialglei- 
chung geniigen, benutzte Weg unserem Zwecke viéllig entspricht, so 
lange die unendlich weit entfernten Aeste nichts Besonderes darbieten. 

Wir sehen aus den Formeln (1) leicht, dass die unendlich weit 
entfernten Punkte der Abweichungscurve der Differentialgleichung 

Sys” — 3y2y, = 0 
geniigen miissen; aus den Formeln (2) finden wir, dass die Punkte der 
Curve C”, welche die durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehenden 
Tangenten veranlassen, durch die Gleichung 
(By. — Ys) & + yy, = 0 

bestimmt werden. 

Der ersten dieser zwei Gleichungen geniigen 8m — 8n + 6k 
Punkte, der zweiten Gleichung geniigen 5m — 4n + 3k Punkte. 

So lange also die unendlich weit entfernten Gerade in Bezug, 
auf OC" keine besondere Lage hat, ist die Ordnung von D 

N = 8m — 8n-+ 6k 
und die Classe von D 
M = 5m — 4n + 3k. 

Mit Hilfe der Pliicker’schen Formeln ergiebt sich, dass dieses 

Resultat mit den Formeln (11) in Einklang ist. 





*) Halphen 1. c. 








Anwendungen der Theorie des Zusammenhanges in Reihen 
auf die Theorie der Substitutionengruppen. 


Von 


P. Hoyer in Burg b./Magdeburg. 


§ 1. 
Basisreihen (Hinleitung). 


Wahlt man, was stets méglich ist, unter den Substitutionen einer 
Gruppe G die Substitutionen S, ...S, so aus, dass zwischen denselben 
keine Gleichung von der Form S, = S} (« 28) besteht, dagegen jede 
Substitution der Gruppe als Potenz einer dieser Substitutionen dar- 
stellbar ist, so bilden die ausgewahlten Substitutionen eine Basis der 
Gruppe. Werden die Substitutionen einer Gruppenbasis in ihre Circular- 
substitutionen zerlegt und wird aus den Buchstabencomplexen dieser 
eine Reihe*) gebildet, so erhilt man eine zur Gruppenbasis gehdérige 
Reihe. Sind S,...S, und S,'...8/ zwei Basen derselben Gruppe, 
und ist 1 >k, so reichen die Potenzen von weniger als / der Sub- 
stitutionen S,’...S; zur Darstellung der Substitutionen S, ... S, aus, 
es giebt also unter den Substitutionen S,’... 8, wenigstens eine S,, 
die, weil als Potenz einer der Substitutionen S, ...S,, auch als Potenz 


einer Substitution S,((82«) darstellbar ist. Es kann also nicht | > & 


sein. Ebenso folgt, dass auch & nicht >/ sein kann, es muss also 
k =1 sein. Ebensowenig kénnen zwei der Substitutionen S, .. . S;, 


etwa S,,S3(@2B) als Potenzen einer der Substitutionen §,'... S; 
darstellbar sein, denn sonst kénnten S,, Ss durch diese Substitution 
ersetzt werden und es giibe also eine Basis der Gruppe von weniger 
als k Substitutionen. Man kann daher 

S,=—S,'", S,=—S8,*...8,=—S,** 
setzen, und es sind folglich die Buchstabencomplexe der zu S,. . . Sy 


*) Ergiebt diese Zerlegung dieselbe Circularsubstitution m mal, so wird 
deren Buchstabencomplex auch m mal als Reihenglied aufgenommen, 
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gehdrigen Reihe enthalten unter denjenigen der zu S,’...S, gehérigen 
Reihe. Da auch das Umgekehrte gelten muss, so miissen die Buch- 
stabencomplexe beider Reihen mit einander iibereinstimmen, und beide 
Reihen kénnen folglich, wenn man von der Aufeinanderfolge der 
Buchstaben in den Complexen abstrahirt, als identisch betrachtet 
werden. Diese Reihe, die also die Bnechstabencomplexe der durch 
Zerlegen der Substitutionen einer Gruppenbasis erhaltenen Circular- 
substitationen zu Gliedern hat, soll die ,,Basisreihe“ der Gruppe 
heissen. 

Beim Aufstellen einer Substitutionengruppe bestimmt man die 
Substitutionen durch Angabe ihrer Circularsubstitutionen und diese 
durch Angabe ihrer Buchstabencomplexe. Es ist indessen meines 
Wissens bisher kein Versuch gemacht worden, allgemeine Kigenschaften 
der Reihe dieser Complexe zu entwickeln. Dies liegt wohl weniger 
an der Unwichtigkeit des Gegenstandes — in der That wiirde die 
allgemeine Bestimmung dieser Reihen einen wesentlichen Theil des 
Problems der Bestimmung aller Gruppen bilden als vielmehr an 
der Schwierigkeit des Gegenstandes und an dem Umstande, dass eine 
Theorie zur Auffindung solcher Eigenschaften gefehlt hat, eine Theorie, 
die also die wissenschaftliche Betrachtung einer Reihe von Buchstaben- 
complexen, d. h. die durch die Art und Weise der Zusammenfassung 
der Buchstaben zu Complexen bedingten Verhiltnisse zum Gegenstande 
hat. In der Abhandlung*) ,,Ueber den Zusammenhang in Reihen etc.“ 
habe ich den Versuch zu einer solchen Theorie gemacht, und werde 
dieselbe in einer demnichst erscheinenden Programmabhandlung**) 
etwas weiter ausfiihren. Bei der Anwendung derselben zur Unter- 
suchung der Substitutionengruppen empfiehlt es sich indessen, nicht 
die durch Zerlegung der Substitutionen der Gruppe unmittelbar sich 
ergebende Reihe, sondern die oben eingefiihrte Basisreihe zum Gegen- 
stande der Untersuchung zu machen, weil diese wesentlich einfacher 
ist und die Gruppenbasis zur Charakteristik der Gruppe vdllig aus- 
reicht. Diese Untersuchung kann nun nach zwei Richtungen gefiihrt 
werden. Entweder es kann die besondere Art des Zusammenhanges 
in der Reihe untersucht werden — dahin wiirde z. B. der leicht zu 
beweisende Satz gehéren, dass jede Basisreihe wenigstens ein voll- 
stiindiges System linear unabhingiger Cyklen besitzt, von denen jeder 
héchstens drei Buchstabenpaare enthalt —- oder es kann allein die 
numerische Seite des Zusammenhanges, d. h. also der Grad des 
Zusammenhanges zum Gegenstande der Untersuchung gemacht werden. 
Kinen kleinen Versuch in dieser Richtung bietet die vorliegende Ab- 

*) Math. Annalen Bd. 40. 

**) Programm des Victoriagymnasiums in Burg, Ostern 1897. 
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handlung dar, in der ich einige auf den Grad g des Zusammenhanges 
der Basisreihe beztigliche Sitze entwickeln werde. Durch die Zahl g 
wird also, ausser den bisherigen numerischen Elementen — Ordnung 
und Grad einer Gruppe — ein neues numerisches Element zur Bestim- 
mung einer Gruppe eingefiihrt. Erwigt man nun, dass fiir die Beur- 
theilung der Beschaffenheit einer Reihe ihr Grad des Zusammenhanges 
offenbar von wesentlicher Bedeutung is, .so diirfte die Kinfiihrung 
gerade dieses Elements nicht ganz ohne Interesse sein. Vor der Ent- 
wickelung der allgemeinen Siitze indessen méchte es sich empfehlen, 
einige Beispiele der Bestimmung von Gruppen fiir gegebene Werthe 
von g anzuftihren, und ich wihle hierzu die Bestimmung der transitiven 
Gruppen fiir die Werthe g =0 bis 6. Da ich indessen die zu ent- 
wickelnden Sitze hierbei theilweise gebrauche, erlaube ich mir die- 
selben bereits hier anzufiibren: 

1. Ist der Grad des Zusammenhanges der Basisreihe gleich Null, 
so wird die Gruppe von den Potenzen einer einzigen Substitution gebildet 
(m. a. W. Basisreihen vom Grade des Zusammenhanges Null, deren 
Glieder Buchstaben gemeinsam haben, sind unmdglich). 

ll. Ist der Grad des Zusammenhanges der Basisreihe grisser als 
Null, so enthdlt die Gruppenbasis drei oder mehr Substitutionen. 

Ill. Ist der Grad des Zusammenhanges einer transitiven Gruppe 
grosser als Null, so ist derselbe mit einer einzigen Ausnahme mindestens 
gleich dem Grade der Gruppe. Eine Ausnahme bildet nur die Gruppe 


(1, ((@ @p) (5%), (@y Wy) (yay), (a, 24) (a, ®)) , 

deren Basisreithe vom Grade des Zusammenhanges drei ist. 

Daraus folgt nun sofort, dass eine transitive Gruppe, fiir die 
g = 0 ist, von den Potenzeu einer einzigen Circularsubstitution gebildet 
wird. Fiir g = 1 und g = 2 existiren keine transitiven Gruppen, denn 
die Gruppe (1, (a, »)) hat als Basisreihe A, = 2,2,, gehdrt also zu 
g=0. Fir g =3 existiren zwei transitive Gruppen. Die eine ist die 
symmetrische Gruppe von drei Elementen, deren Basisreihe 

A, = 2, %_%3, A,y= 4%, Ay = %,k3, Ay = XH; 
ist, die andere die in III angefiihrte Gruppe, deren Basisreihe 
A, =2,%,, A, = 4,23, Ay—=2%,%,, Ay = 2, 4,, A, = %,2,, Ay = x, 2, 
ist. Ausser dieser Gruppe giebt es transitive Gruppen vom Grade 4, 
fiir die g > 0 ist, nur die folgenden: Erstens die Gruppe 
(1, (yyy), (Ly Hy) (Wy %y), (Ly Hy) (L_Hy), (Ly HyHy%y), (Hy Hy) (Wy 24), 
(1%), (» x,)) 

und die ihr abnlichen, deren Basisreihe aus der vorigen durch Hinzu- 
fiigen eines Gliedes A, = x, 2,«,%, hervorgeht, fiir die also g = 6 ist, 
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ferner die alternirende Gruppe, deren Basisreihe aus der der Vierer- 
gruppe durch Hinzufiigen der vier Glieder 2,2,%,, %,%_%,, %%,%q, 
%_%, x, hervorgebt, fiir die also g—=11 ist, und endlich die symmetrische 
Gruppe, deren Basisreihe aus der vorigen durch dreimaliges Hinzufiigen 
des Complexes aller vier Buchstaben (entsprechend den Substitutionen 
(a, Lo Xz X,), (%,LyX_%z), (2, 2324 )) hervorgeht, fiir die also g = 20 
ist. Die beiden letzten Gruppen kommen fiir die gegenwirtige Bestim- 
mung nicht in Betracht, es fragt sich also nur noch, ob unter den 
transitiven Gruppen vom Grade » = 5 und 6 solche, fiir die g = 5 
oder 6 ist, enthalten sind. Unter den transitiven Gruppen vom Grade 
m=5 haben zunichst die Potenzen einer Circularsubstitution als 
Basisreihe ein einziges Glied, das den Complex aller fiinf Buchstaben 
bildet, sie gehdren also zu g=0. Die Basisreihe der transitiven 
Gruppen zehnter Ordnung geht aus der vorigen durch Hinzufiigen der 
10 Combinationen der Buchstaben ,, 7,, %,, %,, %, zu zweien hervor, 
sie gehéren also zu g = 10. So kénnte man fortfahren. Wir wollen 
indessen die Untersuchung der iibrigen Gruppen durch ein Verfahren 
erledigen , das auch fiir » = 6 anwendbar ist. Sind O,, O,...O, resp. 
die Ordnungen der Substitutionen S, ...S, der Basisreihe einer 
Gruppe von der Ordnung O und dem Grade n, so ist 
k 
> (O12 0-1. 
a=1 

Ist weiter e, der Excess von S, (m vermindert um die Anzahl der 
Circularsubstitutionen von S, mit Einschluss der identischen), so ist 
fiir eme transitive Basisreihe 


a 
g= > ee - (n—1)*). 
a=1 


Haben nun S, ...S, keine anderen Ordnungen, als 2, 3, 4, 5, so ist 
€a > Oa — 1, folglich g >O— m. Daraus ergiebt sich sofort fiir die 
noch iibrigen transitiven Gruppen 5. Grades, deren Ordnung ein grésseres 
Vielfaches von 5, als 10 ist, dass auch fiir sie g > 6 sein muss. Es 
bleiben also noch die Gruppen vom Grade n=6 zu untersuchen. Unter 
diesen haben die transitiven Gruppen 6. Ordnung, die nicht als Potenzen 
einer einzigen Circularsubstitution darstellbar sind, als Basisreihe zwei 
Glieder von je drei Buchstaben z. B. 2,2,7, und 2,%,%, und gewisse 
neun der 15 Combinationen der 6 Buchstaben x, 2,%,%,%,%, zu zweien, 
sie gehéren also zu g = 8. Ist die Ordnung grésser als 6 und versetzt 
jede der Substitutionen S, ...S, der Gruppenbasis alle 6 Buchstaben, 


*) Vergl. die zu Anf. cit. Abhandl. B § 1 (Math. Ann. Bd. 40). 
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so ist @g > Og — 1, wenn nicht S, eine Circularsubstitution 6. Ord- 
nung ist, in welchem Falle e, = 0. — 1 =—5 ist. Wiiren alle Sub- 
stitutionen S, ... S; Circularsubstitutionen 6. Ordnung, so wiire g > 10 
wegen k> 3, Entgegengesetzten Falles muss wenigstens ein e, >O,.—1, 
folglich g > O —n, also jedenfalls g >6 sein. Versetzt eine der 
Substitutionen S,..., nicht alle 6 Buchstaben, so kann unter ihnen 
eine Substitution S, von der 6, Ordnung sein, die nur 5 Buchstaben 


.. Wir kénnen also in 





versetzt. Dann ist fiir diese e.g = 3 >a 


diesem Falle nur g > o— — (n—1) setzen. Da aber jetzt O > 36 
sein muss, so folgt wieder, dass g >6 ist. Ist keine der Substitutionen 
S,...Sz, die nicht alle 6 Buchstaben versetzen, von der Ordnung 6, 
aber eine von einer der Ordnungen 5, 4,3, so ist jedenfalls O > 12 
und g > 0—n, also wieder g > 6. Sind dieselben nur von der Ord- 
nung 2, aber wenigstens eine ein Product zweier Transpositionen, so 
ist fiir diese eg > O. — 1 folglich g > O — n, und aus O > 12 folgt 
wieder g > 6. Ist jede der Substitutionen S, ...S,, die nicht alle 
6 Buchstaben versetzt, eine Transposition, die Anzahl dieser aber 
grosser als Kins, so ist O > 12, g>O—n,g>6. Ist unter den 
Substitutionen S,...S, nur eine Substitution vorhanden, die nicht 
alle 6 Buchstaben versetzt, und ist diese eine Transposition, so ist fiir 
die iibrigen Substitutionen, wenn dieselben nicht simmtlich Circular- 
substitutionen 6. Ordrung sind, wenigstens ein e¢, > 0. — 1, folglich 
g > O— vn, und da wir nur noch den Fall O > 12 betrachten, so ist 
g > 6. Sind die iibrigen Substitutionen nawlich Circularsubstitutionen 
6. Ordnung, und ist deren Anzahl >3, so muss g > 10 sein; der 
Fall endlich, dass die Anzahl dieser Circularsubstitutionen gleich 2, 
k = 3 und die dritte Substitution eine Transposition sei, ist unméglich, 
denn das Product zweier Circularsubstitutionen 6. Ordnung kann keine 
Transposition ergeben. 

Damit ist die Aufgabe gelést, alle transitiven Gruppen zu ermitteln, 
fiir die g gleich einer der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5,6 ist. Sehen wir von 
den Gruppen g=0Q, deren jede von den Potenzen einer einzigen 
Substitution gebildet wird, ab, und verstehen wir unter einem Gruppen- 
typus die Gesammtheit aller Gruppen, die sich nur durch die Bezeich- 
nung der Elemente unterscheiden, so ergiebt sich aus der vorstehenden 
Untersuchung, dass nur drei Typen transitiver Gruppen existiren, fiir 
die g gleich einer der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 ist, niamlich: 

1. Der Typus der Gruppe 


(1, (yyy), (Xp) (yy), (ay Hy) (%yXy), (Hy Wy H,Xy), (1%) (yy), 
(%, %5), (ay @,)) . 
Er ist véllig bestimmt dadurch, dass die Gruppe transitiv und g=6 ist. 
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2. Der Typus der Gruppe 


(1 » (Xp) (Wy %y), (LyX) (%_%y), (4 Ly) (ey &5)) . 


Er ist voéllig bestimmt dadurch, dass die Gruppe transitiv und 


2's 


oa ; ist. 

3. Der Typus der symmetrischen Gruppe von drei Elementen. 
Er ist véllig bestimmt dadurch, dass die Gruppe transitiv und 
me = ; ist*). 

Dabei bezeichnet n stets den Grad der Gruppe. 

Diese Beispiele mégen geniigen, die Verwendung der neu ein- 
gefiihrten numerischen Elemente zur Bestimmung der Gruppen zu 
illustriren. 


§ 2. 
Transitivitét der Basisreihe. 


Kann der Buchstabe a einer Gruppe, die als Basis die Substitu- 
tionen S,...S, hat, durch den Buchstaben 6 ersetzt werden, so giebt 


es ein Product st . ba sh » wo S,...8,, irgend welche der Sub- 


stitutionen S,...S, bezeichnen, das a durch 6 ersetzt. Es existirt 
daher eine die Buchstaben a und b enthaltende Reihenkette von Gliedern 
der Basisreihe, und die Buchstaben a und b gehéren folglich einer 
der transitiven Gruppen der Basisreihe an. Ist umgekehrt dies der 
Fall, so existirt auch ein den Buchstaben a durch b ersetzendes Product 


sh ic si von Substitutionen der Basisreihe, und die Buchstaben a 


und b gehéren also einem der Systeme der Transitivitat der Gruppe 
an. Es stimmen also die Systeme der Transitivitit einer Gruppe 
iiberein mit den vollstindigen Systemen verschiedener Buchstaben der 
transitiven Gruppen ihrer Basisreihe. 


§ 3. 
Die Gruppen g = 0. 


Sind S, , S, zwei Substitutionen einer Gruppenbasis, so ist S, S, = S,*, 
wo S, ebenfalls der Gruppenbasis angehért. Da weder S, als Potenz 
von S,, noch S, als Potenz von S, darstellbar ist, so muss S, sowohl 
von S,, als auch von S, verschieden sein. Da S, von der Identitit 


*) Dag=n-+a, a> 0 ist, so folgt aus 
a. 
m+1 m+1 4’ 


dass a= 0, n=3 und g = 53 sein muss. 
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verschieden ist, so wird es einen Buchstaben a geben, den S, durch 
einen von a verschiedenen Buchstaben 6 ersetzt. Ersetzt dann S, den 
Buchstaben b durch ¢, so ersetzt S,-* den Buchstaben c durch a. Es 
giebt daher einen Cyklus ab + be + ca der Basisreihe, in dem keine 
zwei der Paare ab, bc, ca demselben Reihengliede angehéren. Dieser 
Cyklus kénnte folglich nur dann gleich Null sein, wenn jedes dieser 
Paare gleich Null wiire. Es ist aber jedenfalls das erste Paar von 
Null verschieden, folglich auch der Cyklus selbst. Knthilt daher eine 
Gruppenbasis zwei oder mehr Substitutionen, so ist der Grad g des 
Zusammenhanges der Basisreihe grésser als Null. Derselbe kann also 
nur dann gleich Null sein, wenn die Gruppe von den Potenzen einer 
einzigen Substitution gebildet wird. Ist umgekehrt diese Bedingung 
erfiillt , so enthailt die Gruppenbasis nur eine einzige Substitution, und 
die Basisreihe wird folglich von den Buchstabencomplexen der Circular- 
substitutionen einer Substitution gebildet, ihr Grad des Zusammen- 
hanges ist daher gleich Null. Es ergiebt sich also, dass die Gruppen 
g=0 mit der Gesammitheit derjenigen Gruppen iibereinstimmen, von 
denen jede von den Potenzen einer einzigen Substitution gebildet wird, 
und dass jede Gruppe g > 0 wenigstens drei Substitutionen 

S,..- Se (kK>3) 
enthdlt, zwischen denen keine Gleichung von der Form 

Se = Ss; (@ 2 B) 
besteht. 


§ 4. 
Die transitiven Gruppen g > 0. 


Enthalt die Basisreihe einer transitiven Gruppe g > 0 zwei Sub- 
stitutionen S,, Ss, die fiir sich ein transitives Product S,.S, bilden, 
und ist S, eine dritte Substitution der Basisreihe, fiir die 8,88; =] 
ist, so ist der Grad des Zusammenhanges der zu S,, S;, S? gehorigen 
Reihe >n — 1, wenn wie gewodhnlich » den Grad der Gruppe be- 
zeichnet. Denn der Excess E*) dieses Products ist gleich 2n—2-+ 2k, 
wo k>0O, und der Grad des Zusammenhanges gleich E — (n— 1). 
Es kénnen aber die Buchstabencomplexe von Ss} aus denen von Sz, 
durch Spaltungen entstanden gedacht werden, wofern sie nicht mit 
ihnen iibereinstimmen, und diese Spaltungen sind solche, die keine 
Vermehrung der transitiven Gruppen der zu S,, Ss, S, gehdrigen Reihe 
zur Folge haben, da S_.S, transitiv ist. Somit ist der Grad des 
Zusammenhanges der zu Sz, S;, Sy gehdrigen Reihe nicht kleiner, 
als derjenige der zu S,, Sz, S? gehérigen Reihe, und das Gleiche gilt 


*) S$. d. z. Anf. cit, Abh. B. § 1. 
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daher auch vom Grade des Zusammenhanges der Basisreihe. Dieser ist 
also >n—1. Enthiilt die Basisreihe keine zwei Substitutionen, die 
ein transitives Product bilden, so sei J die kleinste Anzahl solcher 
Substitutionen und TT = S,S,... 8, ein aus denselben gebildetes Pro- 
duct. Dann existirt in der Basisreihe eine Substitution S, fiir die TS onl 
ist, und diese muss nothwendig verschieden von jeder der Substitutionen 
S,...S, sein. Denn wire S, == S,, so wiren die Buchstabencomplexe 
der Circularsubstitutionen von S, enthalten unter denen der transitiven 
Gruppen der zu S,, S,...S,-, gehérigen Reihe, und Gleiches miisste 
wegen s? S,... 8,1 = 8’ auch von den Buchstabencomplexen der 
Circularsubstitutionen von S; gelten*), d. h. 8, ...S, wire intransitiv; 
wire aber S, = &,, 1 < k <1, so wiren die Buchstabencomplexe der 
Circularsubstitutionen von S, enthalten unter denen der transitiven 
Gruppen der zu S,... 8, gehdrigen Reihe, und Gleiches miisste wegen 
S,* «= S,... Ss? auch von den Buchstabencomplexen der Circular- 
substitutionen von S, gelten, es miisste also ebenfalls S,... 8, in- 
transitiv sein. Auf das Product S,...S,S2 kann man nun dieselbe 
Schlussweise anwenden, wie auf das Product SaSpS;, und da die zu 
S,,-..8,, Se gehérige Reihe in der Basisreihe enthalten ist, folgt 
wieder, dass der Grad des Zusammenhanges dieser > » — 1 sein muss. 


§ 5. 
Die transitiven Gruppen g = » — 1. 


Wir ermitteln jetzt noch die transitiven Gruppen g = n — 1. 

Verstehen wir unter 7 die Zahl 2, falls die Gruppenbasis eine 
Circularsubstitution mit allen » Buchstaben enthalten sollte, andern- 
falls die kleinste Anzahl von Substitutionen der Gruppenbasis, die fiir 
sich ein transitives Product bilden, und unter TT =S,S,...8, ein 
transitives Product von Substitutionen der Gruppenbasis, so existirt 
zuf. § 4 eine von den Substitutionen S, . . . 8, verschiedene Substitution 
S, der Gruppenbasis, fiir die TIS? — 1 ist. Zufolge § 4 miisste ferner 
der Grad des Zusammenhangs der Basisreihe > m — 1 sein, wenn die 
Buchstabencomplexe der Circularsubstitutionen von s? aus denen der 
Circularsubstitutionen von S, durch Spaltung entstanden wiiren, oder 
wenn die Gruppenbasis ausser den Substitutionen S, .. .8,S, noch 
andere Substitutionen enthielte. Keiner dieser beiden Fille kann daher 
fiir die transitiven Gruppen g =” — 1 zutreffen, die Gruppenbasis 


*) Zwei Buchstaben, die verschiedenen transitiven Gruppen eines Products 
angehiren , kinnen bei der Darstellung desselben durch die kleinste Anzahl von 
Circularsubstitutionen nicht in einer Circularsubstitution vereinigt sein. 
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muss 1-+ 1 Substitutionen enthalten, von denen S,4; durch Siu 
ersetzt werden kann, sodass wir die Gruppenbasis aus / + 1 Substi- 
tutionen S...S,;4; bestehend voraussetzen diirfen, fiir die S,...S;Sj41—1 
ist. Daraus folgt Sy-? = Spy... . 8; 8:48, ... Se. Wire daher 
Srpi. + - Si4i8,... Spa intransitiv, so wire auch S,...8,S,4. in- 
transitiv, es miissen also je / Substitutionen der Gruppenbasis ein 
transitives Product bilden. Sind ferner S,, Sy zwei beliebige Substi- 
tutionen der Gruppenbasis und ist S, eine dritte Substitution der 
Gruppenbasis fiir die S, S,8) = 1 ist, so folgt aus Sy’ = 8, 8,, dass 
der Buchstabencomplex jeder Civenleneubatitution von S, einer der 
transitiven Gruppen von S;S, angehért. Es kénnen daher S,, Ss, S, 
nicht in J Substitutionen der Gruppenbasis enthalten sein, weil sonst 
durch Fortlassen von S, sich ein transitives Product von weniger als 
1 Substitutionen ergeben wiirde. Es muss also 1 =—2 sein und die 
Gruppenbasis von 3 Substitutionen gebildet werden, von denen je 
zwei ein transitives Product bilden. 

Ks seien ferner Sg, Sz zwei Substitutionen der Gruppenbasis und 
(A,) eine Circularsubstitution von S,, die mit einer Circularsubstitution 
(A,) von S zwei (oder mehr) Buchstaben gemeinsam habe. Nun 
kénnen wir jedenfalls voraussetzen, dass wenigstens eine dieser Circular- 
substitutionen, etwa (A,), einen Buchstaben enthalt, der nicht in der 
anderen enthalten ist. Denn andernfalls wiirden entweder S, und Sz, ein 
intransitives Product bilden, oder jede dieser Substitutionen wire eine 
Circularsubstitution mit allen » Buchstaben, der Grad des Zusammen- 
hangs der zu ihnen gehérigen Reihe also bereits gleich m — 1 und 
der der Basisreihe folglich grésser als » — 1. Es sei daher a, ein in 
(A,), aber nicht in (A,) enthaltener Buchstabe, dem ein auch in (A,) 
enthaltener Buchstabe a, folgt, und a,, sei ein zweiter in (A,) und 
(A,) enthaltener Buchstabe, also (A,) = (- + - dy, @_--- Gm), (m > 2), 
(A,) = (ay), + + + Ga; ++ + @m), wobei auch a,’ mit a@,,, dy, mit a, iden- 
tisch sein kann. Dem Vorigen zufolge kénnen wir nun die dritte 
Substitution S, der Gruppenbasis so wihlen, dass S, S,;S, = 1 ist. 
Dann ersetzt S, den Buchstaben a, durch a,, Sg den Buchstaben a, 
durch a,’ und S, den Buchstaben a,’ durch a,. Durch das Product 
S'S, wird ferner a, durch a,, ersetzt. Es kénnte daher dies Product 
nicht gleich einer Potenz von S; sein, weil a) und a,, nicht derselben 
Circularsubstitution von Sz angehéren, ebensowenig kénnte dies Product 
gleich einer Potenz von S, sein (weil sonst Sz als Potenz von S, dar- 
stellbar mg es miisste folglich S'S, gleich einer Potenz von S,, 
oder Sy'S,S; = 1 sein, wo 8? den Buchstaben aj, durch a, ersetzen 
miisste. Somit gehérten a,’ wl a,, derselben Circularsubstitution von 
S, an. Setzten wir nun Ss = (a,@m) S83, indem wir 
(A,) = (Gy Gm) (Gm. . @y) (@;'. . . Om) 
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setzen; so wire folglich auch S,8, ein transitives Product. Setzten 
wir ferner S,—=(@;@m)Sa, indem wir (A,)= (a, dm) (... @y@,) (Aq + - + Gm) 
setzten, und S,S,S,=(a, am) Sa(@, am) S¢Sy= (4, am) (4, am) Se Sz Sy, 
wo S,’ die durch (a,a,) Transformirte von Sz bedeutet, so wire auch 
S,’S,S,=1 und also S2°S;'S) ein transitives identisches Product. 
Der Grad des Zusammenhanges der zu den Substitutionen S,, 83, S, 
gehérigen Reihe wire ferner gleich »n — 3, da diese Reihe aus der zu 
den Substitutionen S,, S,, 8, gehérigen durch zwei, die Anzahl] der 
transitiven Gruppen der Reihe nicht vermehrende Spaltungen entsteht. 
Dies ist aber unméglich, denn der Grad des Zusammenhanges der zu 
den Substitutionen eines identischen transitiven Products mit » Buch- 
staben gehérigen Reihe ist mindestens gleich » — 1. Zwei Circular- 
substitutionen zweier Substitutionen der Gruppenbasis kénnen also 
héchstens einen Buchstaben gemeinsam haben. 

Daraus folgt, dass keine der Substitutionen S,, S;, S, der Gruppen- 
basis eine Circularsubstitution dritter oder héherer Ordnung enthalten 
kann. Bezeichnet nimlich m den kleinsten von Null verschiedenen 
Exponenten, fiir den Sz’ = 87", d. h. gleich einer Potenz von S3, wird, 
so muss m > 1 sein. Es kann aber nicht m > 2 sein, denn sonst 
wire sowohl m— 1, als auch m--2> 0, und aus Sz’ Sp = §, 
Sr-*Ss = S} wiirde S, = S’-” folgen. Es muss also m= 2 sein. 
Enthielte nun S, eine Circularsubstitution (A), deren Ordnung ungerade 
und > 1 wire, so miissten simmtliche Buchstaben von (A) in einer 
Circularsubstitution von Ss enthalten sein, weil S? = s;" ist, Ent- 
hielte S, eine Circularsubstitution (A), deren Ordnung gerade und 
> 2 wiire, so miisste aus demselben Grunde dies von der Halfte der 
Buchstaben von (A) gelten, in jedem Fall also hiitte eine Circular- 
substitution von S, mit einer Circularsubstitution von S; mehr als 
einen Buchstaben gemeinsam. Die Circularsubstitutionen von S,, S;, Sy 
kénnen also nur solche erster und zweiter Ordnung sein, und die 
Anzahl der letzteren muss daher gleich dem Excess E der Basisreihe, 


folglich E< = sein. Daraus ergiebt sich fiir den Grad des Zusammen- 
hanges der Basisreihe g <* — (m—1), und da g =n — 1 sein soll, 


so muss ” — <> —(n—1), mithin n<4 sein. Wie aus § 1 
hervorgeht, giebt es aber unter den transitiven Gruppen, deren Grad 
n < 4 ist, nur einen einzigen Typus, fiir den der Grad des Zusammen- 
hanges der Basisreihe g = n — 1 ist, es ist derjenige der Gruppe 
(1, (XX) (%3%,), (%, 3) (Lyx), (4, 2,) (x23). Fiir alle iibrigen transi- 
tiven Gruppen, die nicht als Potenzen einer einzigen Circularsubstitution 
darstellbar sind, ist also g >n— 1. 


Burg b./Magdeburg, 2, October 1896. 
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Ueber eine charakteristische Eigenschaft der Differential- 
gleichungen der Variationsrechnung. 


Von 


ArtHur Hirsox in Zirich. 


§ 1. 

Die Differentialgleichungen, auf welche die Bestimmung der 
Maxima und Minima der einfachen Integrale fiihrt, besitzen, wie aus 
den Untersuchungen von Jacobi*) bekannt ist, die merkwiirdige 
Eigenschaft, sich auf ein System von Differentialgleichungen erster 
Ordnung transformiren zu lassen, dessen Integration aquivalent ist mit 
der Auflésung einer nicht limearen partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung; man erhalt die Integralgleichungen des Problems der 
Variationsrechnung, indem man ein vollstaindiges Integral der damit 
zusammenhingenden partiellen Differentialgleichung nach seinen Inte- 
grationscoustanten differentiirt und diese Differentialquotienten neuen 
willkiirlichen Constanten gleichsetzt. 

Diese interessante Besonderheit der genannten Differentialglei- 
chungen diirfte die Frage yerechtfertigt erscheinen lassen, deren Er- 
ledigung den Gegenstand der folgenden Ausfiihrungen bildet: 

Durch welche Eigenschaften ist eine Differentialgleichung 


F(a, Y, y', y"; oe .)=0 

als Gleichung emer Aufgabe der Variationsrechnung charakterisirt ? 

Die bekannten Deductionen der Variationsrechnung, die wir zu- 
nachst wiedergeben wollen, werden sogleich eine besondere Eigen- 
schaft der in Rede stehenden Differentialgleichungen hervortreten lassen, 
welche sich weiterhin im wesentlichen als charakteristisch erweisen 
wird. — Es sei f(z, y,y',y",---,y™) eime gegebene Function des 
Arguments x, einer unbekannten Function y von x und deren Derivirten 

*) ,De aequationum differentialium isoperimetricarum transformationibus 
earumque reductione ad aequationem differentialem partialem primi ordinis non 
linearem“, gesammelte Werke, Bd. V, und Vorlesungen iiber Dynamik, 19. Vorl, 


Th. 4 
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y',y',-.+,y™; und es handle sich darum, y als Function von «x derart 
zu bestimmen, dass das Integral 


J=ffewny cces y™) dx 


ein Maximum oder Minimum wird, wobei x, und 2, unverinderliche 
Gréssen sind, fiir welche die Functionen y, y’, y”,..., y@-” vor- 
geschriebene Werthe annebmen sollen. Nach den Principien der 
Variationsrechnung ist fiir den Eintritt eines Extremums nothwendig, 
dass die gesuchte Function 1) die erste Variation des Integrals J: 


sa for wf > gon dz , 


zu Null macht, und dass sie 2) der zweiten Variation 


vs— f 2f-dz— -f Sg : ig — ST Wl w® - da 
: y 


ein unverinderliches Vorzeichen giebt; — dabei bedeutet w eine im 
iibrigen willkiirliche Function von z, die mit ihren (m —- 1) ersten 
Derivirten an den Grenzen des Integrals verschwindet. 

Bedienen wir uns zur Abkiirzung der Schreibweise: 


O(s,9,9',--.) Vie, 9. 9,-->)> 
um auszudriicken, dass die Differenz der Functionen ® und ¥ bei un- 
bestimmtem y sich durch einen exacten Differentialquotienten 


aX (@,y,y',-- +) 
dz 


darstellen lisst, so erhalt man durch wiederholte partielle Umformung: 


~_~ ~~ ew 


= Dh u®) OO u- F(a, FH s+, 9%"), 


wobei /; fiir 5 gesetzt ist, und F’ den Differentialausdruck 
y 


n 
= a 
Q) F@,yy,---.9%) =VN= D> (— 4h 
k=0 
reprasentirt, welcher von der Ordnung 2m oder einer geringeren, aber, 
wie man weiss, jedenfalls _— Ordnung ist. — Mit Riicksicht 
auf a Verschwinden von uw, u’,..., w"—" an den Grenzen folgt dann: 
*) Vergi. Frobenius, ,,Ueber adjungirte lineare Differentialausdriicke“, 
Crelle’s Journal, Bd. 85, p. 206. 





he 
or- 
ler 


is; 


im 
en 


An- 


er, 
cht 
nn: 


ke“, 





Differentialgleichungen der Variationsrechnung. 


bJ— fdf-de— fu-F- az, 


woraus man weiter schliesst, dass die gesuchte Function y, um dJ 
zu Null zu machen, der Differentialgleichung 


(2) Fi(z,y,y',..-, ¥@”) 0 
geniigen muss, — 
Da die Operationen d und é vertauschbar sind, so ergiebt sich aus 


dfreou-F 
durch Anwendung des 0- Processes: 
O?*froou- dF, 


so dass man die zweite Variation des Integrals in die Gestalt setzen 
kann: 


osm | Of -da— fu. dF. de. 


Die weitere Transformation dieses Ausdrucks zum Zweck der Er- 
mittelung seines Vorzeichens griindet nun Jacobi*) auf den merk- 
wiirdigen Umstand, dass der in den Ableitungen von wu lineare homogene 


Differentialausdruck : 
IF = >) hu 


sich selbst adjungirt ist. — Der zu dem linearen Differentialausdruck 
(3) Pu) = > ra(e) uw 
k=0 

adjungirte ist bekanntlich: 

; . at 
4 P'(u) = = §? =. ‘ 
(4) w) = Di UF Zp im) -), 
und als solcher véllig durch die Eigenschaft charakterisirt**), dass 
(5) v-P(u) ou- P(e). 
Dem Satze von Jacobi zufolge gilt also: 
(6) v-OVFou-d,F, 


wie sich folgendermassen erweisen liisst: 
Nach Definition ist 
o,f ou- F, 


8,(d,f) Oo u- OF, 


also 


*) ,Zur Theorie der Variationsrechuung und der Differentialgleichungen‘*, 
ges, Werke, Bd. IV. 
**) Cf. Frobenius, l.c. p, 188. 


4* 
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desgleichen 


4 


0.(0.f) Ov-6,F, 


0, (9. ) = 0.(9.f), 
u-0,F cov- 0,F. q. @. d.*) 


Inwiefern umgekehrt durch die hiermit gekennzeichnete Eigenschaft 
des Ausdrucks F' seine formale Structur bedingt wird, geht aus dem 
folgenden Satze hervor, dessen Beweis uns in erster Linie beschiiftigen 
wird: 

I. Wenn die Function F(x, y, y',..., y®”) von der geraden 
Ordnung 2n die Eigenschaft hat, dass der aus ihr abgeleitete lineare 
Differentialausdruck 6 F = a F, - w*) zu sich selbst adjungirt ist, 

k=0 
so lésst sich durch Quadraturen eine Function f(x, y, y',.--, y™) 
ermitteln, derart dass F mit Hiilfe von f in der Form dargestellt 


werden kann: 
P an Vif) = > eam k a* of ° 
N= ( " da* (vr) 


k=0 


mithin, da 


Die Differentialgleichung F = 0 ist mithin der Aufgabe der Variations- 
rechnung dquivalent, das Integral 
J = fre, YY... y™) dx 

zu einem Extremum zu machen. 

Kine unmittelbare Consequenz dieses Satzes ist der folgende: 

II. Wenn die Aufgabe, das Extremum des Integrals 

foe. Y y; +e y™)) dz 

zu suchen, auf eine Differentialgleichung fiihrt, die insofern degenerirt, 
als ihre Ordnung 2n < 2m ist, so lisst sich durch Quadraturen eine 
Function f(x,y, y',...,y™) der Ordnung n ermitteln, derart dass die 
entsprechende Aufgabe fiir das Integral 


x, 
. 


FEY Ys +++, y™) dx 
dieselbe Differentialgleichung liefert. 
Es hat iibrigens keine Schwierigkeit, diesen Satz auf directem 
Wege zu beweisen. 


*) Cf. Frobenius, | c. p. 205. 
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Wihrend die bisher zu Grunde gelegte Function F nothwendig 
von gerader Ordnung ist, hat ein Ausdruck F von ungerader Ordnung, 
dem man eine analoge Kigenschaft auferlegt, einen wesentlich anderen 
Charakter. Es besteht nimlich, wie ergiinzungsweise deducirt werden 
soll, der Satz: 

1II. Wenn die Function F(x,y,y',..., y®"*») von ungerader 
Ordnung die Eigenschaft hat, dass der aus thr abgeleitete lineare Diffe- 
rentialausdruck OF = 2 F,-u® seinem adjungirten entgegengesetet 
gleich ist, so ist F nothwendig eine in y und dessen Ableitungen lineare 
Function. 

Es liegt nahe, die angedeutete Fragestellung auf vielfache 
Integrale und partielle Differentialgleichungen zu iibertragen. Sind 
Ly, U_,+++,X%, nm unabhingige Argumente, y eine unbekannte Function 


derselben, und wird 
greet bey 





Yo, %9...%, = a 
Frame Oat Omy.. . darn 


gesetzt, so muss eine Function y, welche das n-fache Integral 
J ff (@,%q -- ny Yy soy Yrrremtgy © + +) AL, AL... Ady 
mn) 


zu einem Extremum macht, die partielle Differentialgleichung erfiillen : 


(1) F=V(fy= >) (— yen 4 St) = 0, 


Vp Vet Hy > 
day? day eiandk darn (ay, v 


deren linke Seite durch die Relation bedingt wird: 
(8) of = z <_< Uy, 9 066%, MWe: Vif), 


wenn diese Schreibweise jetzt dahin verstanden wird, dass die Differenz 
beider Seiten sich durch ein Aggregat von » exacten, nach den einzelnen 
Argumenten #,, 2, ..., Z, genommenen Differentialquotienten darstellen 
lisst. Ganz wie oben ergiebt sich aus (8) die Beziehung 
(6) v-O.F wu-d,F, 
und da die Gleichung (5) auch fiir die Adjunction partieller linearer 
Differentialausdriicke charakteristisch*) ist, so ist daraus zu schliessen : 
dem im (7) gegebenen Ausdruck F = V(f) kommt die Eigenschaft zu, 
dass der aus thm abgeleitete lineare Differentialausdruck OF zw sich 
selbst adjungirt ist. 

So wahrscheinlich es nun ist, dass auch in diesem allgemeineren 
Falle der Riickschluss von der genannten Kigenschaft auf die in (7) 
gegebene Structur der Function F gestattet ist, so scheinen doch dem 





*) Cf. Frobenius, l.c. p. 207. 
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Nachweise der Richtigkeit dieser Vermuthung gréssere Schwierigkeiten 
entgegenzustehen. — Wir werden uns daher auf die Untersuchung 
partieller Differentialausdriicke von der zweiten Ordnung mit zwei, 
resp. drei Argumenten beschrinken, wobei sich in der That der Satz 
ergeben wird: 

IV. Wenn ein solcher Ausdruck F die Eigenschaft hat, dass sein 6 F 
sich selbst adjungirt ist, so lisst sich durch Quadraturen eine Function f 
ermitteln, welche selbst von der zweiten Ordnung ist, vermdge deren F 
in der Form V(f) dargestelit werden kann. Die Differentialgleichung 
F == 0 ist also dem Probleme der Variationsrechnung 


bf f-da,--- da — 0 n= 2,38 
(n) 


dquivalent. 
§ 2. 


Wir beginnen mit der Aufstellung und Discussion der Bedingungen 
dafiir, dass der lineare Differentialausdruck von der geraden Ordnung 2n: 


(3) P(u) = >) pr(a) w® 
k=0 
seinem adjungirten Ausdruck: 
2n k 
(4) Pu) = Si (— F§ Sw) 


k=0 


gleich wird. Entwickelt man P’(w) nach den Ableitungen von uw und 
vergleicht mit P(w), so ergeben sich die Relationen: 


a 
9) S(t en—b,_ pW —p,y, (40,1, 2,...,2n) 


k=0 
oder ausgeschrieben: 


(9) (2n), p® — (2m — 1),_, pb) 4 (2n — 2), p74... 


2n—1 2n—-2 
+ (— 1)? Dana = Pana. 
Unterscheidet man zwischen den ungeraden und den geraden Werthen 
des Index 4, so erhilt man mit Benutzung des Kronecker’schen Zeichens 
Ou.» = 0, wenn wv, 6,,1,= 


die beiden Systeme von Bedingungsgleichungen: 
24-1 


(9) a (— If (2n — a eS _ (l+ 9.22 y= 0; 
k=0 ba (A=1, 2,..., ) 


nm & ~ a oe 
@") #{> (— If (2n — Dis .sthes "|—o, (A= 1, 2,..., m) 


k=0 
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Ohne dass es fiir unsern Zweck gerade erforderlich ist, soll doch 
der Nachweis erbracht werden, dass das System der Relationen (9”) 
bereits eine Consequenz der ihrerseits offenbar von einander unab- 
hingigen Relationen (9) ist, indem der zu differentiirende Klammer- 
ausdruck in (9”) auf Grund von (9') von selbst verschwindet. — Aus 
(9) folgt durch (2v --- 24)-malige Differentiation: 


24-1 


(10) DF (—IPOn— By, Phe -O(146, ,, ,)=0; (4=1,2,..,,0) 


und es lisst sich zeigen, dass die der v-ten Gleichung in (9) corre- 
spondirende Gleichung: 


2v—1 
(— 1)* (2n—h),,_, pert) = 0 


k=0 


eine lineare Combination der Gleichungen (10) darstellt. Zu dem 
Zweck ist zu beweisen, dass simmtliche Determinanten (v +1)- ten Grades 
der Matrix 


((2” —_ k)s k (1 4. 0,,1) ) 


J (2m — Baa ie (1+ Oxo21)| (A= 1,2,---,%) 

; (&k =0,1,2,..., (2 —1)) 
(2n — Wied T+ &, -~. 
(2m — k)oy—x 
identisch verschwinden. Multiplicirt man Horizontal- und Vertical- 


reihen derselben mit geeigneten nicht verschwindenden Factoren, so 
ist gleiches von den Determinanten der Matrix 


(2— Ie (L+4%1) 








(2A — Ue (1+ dyera)| = 1,2... 2) 
r. 








on (k= 0,1,2,...,(2v — 1) 
(2v — 1), (1 + Ok,2,-4) 
\(2v), / 
zu zeigen. Dieses System componiren wir nun mit dem folgenden: 
(— Uy )* 
— um 
(12) “a (k=0,1,2,...,@»—1)), 


(— ‘th 
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in welchem tw, ...U, unbestimmte Gréssen sind, und erhalten das 
Schema: 

(1 — %) — % 
(1 — ux)° — u,? 
(1 — m)> — m5 


(13) +. en O, 1,9,...,9) 


(1 = u,)??— — m2-! 


(1—m)" —u?" 








Fasst man die Determinante des letzteren als Function von u, auf, 
so ist dieselbe in u, rational und ganz und offenbar héchstens vom 
Grade (2v — 1), verschwindet dabei aber fiir die 2v Werthe 


m= tH, te y Us, esp he, 


u=l—u, l—w, l—w,,...,.1—w, 


da fiir diese je zwei Colonnen der Determinante gleich oder entgegen- 
gesetzt gleich werden, und ist demnach identisch gleich Null. Be- 
zeichnet man also die einander entsprechenden Determinanten (v-+-1)-ten 
Grades der componirten Systeme (11) und (12) mit D, und Uj, so gilt 
nach dem erweiterten Multiplicationssatze der Determinanten: 


(14) > Di- 1 =0.. 


Sehen wir jetzt die unbestimmten Grossen u,), u,,..., Uy als unendlich 
klein an, so zeigt eine einfache Ueberlegung, dass die Identitat (14) 
das Verschwinden der einzelnen Determinanten D, zur Folge hat, — 
vorausgesetzt, dass nicht alle Subdeterminanten v-ten Grades aus den 


v ersten Colonnen des Systems (11) verschwinden. Dass in der That 
eine dieser Determinanten, namlich 


2 Ae ee a fame ) 
oo) We—h-OFAed | 0, 1,...,—1) 
vou Null verschieden ist, wird sich spiiter beiliufig ergeben. 


Die Relationen (9) stellen also fiir sich die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafiir dar, dass P’(u) = P(u) ist. 


8 3. 


Wir gehen nunmehr daran, den in Aussicht gestellten Satz I fiir 
den Fall »=—1 zu beweisen. Soll die Function F(z, y, y’, y”) so 
beschaffen sein, dass der lineare Differentialausdruck 


OF = Fyu+ F,u' + Fu" 
sich selbst adjungirt ist, so muss nach (9’) die Beziehung bestehen: 
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(16) —+— F,= 0, 


welche zunachst zeigt, dass F', y” selbst nicht mehr enthalten kann, 
dass mithin F die Form haben muss: 


F=M(z,y,y').y" + N(@,y, 9). 
Integrirt man die Function M in bezug auf y’, — diese Grésse 
als frei veranderlich betrachtet, — und setzt 


fue, y,y) dy’ = Piw,y,y), 
dP oP... oP 
de Mew + ay tie 
sodass sich F auf die Gestalt bringen lasst: 
d , , 
F=7P@yy)+e@,y,y), 
fiir welche (16) itibergeht in: 


so ist 


4 (2) ~ 29, 
oy! do (Ge = 
oder, da 
@ (d4P\_ a (aP\ , oP 
. ay’ Gz) = aa Gy) + ay 
in 
oP , 2Q 
y + % 


Folglich erhalt man durch Quadratur eine Function f(x, y, y’), welche 
den Gleichungen geniigt: 


of Of __ 
oy adidas P, oy aa Q; 
und mit deren Benutzung F die Structur annimmt: 
rat _s(f)— V(f). q. e. d. 


Wir nehmen den Satz I. jetzt fiir die Ordnungszahlen 2, 4, 6, ...,(2n —2) 
als richtig an, und werden im Folgenden zeigen, dass er unter dieser 
Voraussetzung auch fiir die Ordnung 2” besteht, —- womit er allgemein 
bewiesen ist. 


§ 4. 


Wenn der aus der Function F(x, y, y’,..., y®") abgeleitete 
lineare Differentialausdruck 


2n 
6F = a F, . uw 


k=0 
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sich selbst adjungirt sein soll, so miissen nach (9’) die Relationen er- 
fiillt sein: 


24-1 


(17) P (— 1) (2m — k)aas-2 (1 + 93,22-1) 


=) 


gi —k 


dz—-* Fs, = 0, 


(a—=1, 2,..., #) 
deren erste: 


(17’) n# Fry — Fai =0, 


zeigt, dass F;, y®” nicht enthilt, dass also F in bezug auf die 
héchste Derivirte von y linear ist: 


(18) F= M(a,y,y’,..., y@—) - y@ + Na, y,y',..-, y®). 


Mit W soll im Folgenden generell eine Function der ein jedesmal 
beigegebenen Argumente bezeichnet werden, auf deren niahere Be- 
stimmung es nicht ankommt. Setzt man den Ausdruck (18) von F in 
(17’) ein, so folgt: 


aM 


n dz —e Men—1 “ y?”) a Non—1 = 0, 


oder: 


M ’ 
(nm — 1) — y®) + Wa, y,y’,.-.,y@*-)) = 0, 


woraus hervorgeht, dass 
- = 
ay@s-) = 
also M von y®"~- frei ist. 

Wir nehmen jetzt als bewiesen an, dass die Function M die 
Argumente y@*-), y@™-2,.. ., y@-"+) nicht enthalten kann, und 
werden daraufhin zeigen, dass M auch von y®"—”) frei ist, wenn 
v<m. — Auf Grund dieser Voraussetzung nimlich erhalten die v 
ersten Relationen des Systems (17) die Form: 


@24-1—* 
Cr allt Sn #(2m—k)ai1a(14 04,211) Sayan 
+(—1) (2m — v)ga—1—y (1+-0), 24-1) Myo n—y- y'?*t%—-1—") 
+ W (x, y, y’; ee ey tit = 0, 


(Aw 1,2,..., 9) 
und ihre (2v — 24)-malige Differentiation ergiebt: 


(19) Mp, eghote—h { (2”)ea-1 + (— 1)"(2n v)2a- 1 r(1 + Oy, 24—1) } 


@- 1—k 


v—1 
+ > (— IF Qn - - k)ga-1—% (1 + Ob, 22- 1) Feri k News 
k=1 


+ Wia,y,y,..-, y@rt?) =0. (A=1,2,...,%) 





ae 


ee by OPN Fo, Ss =A 
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Wir bilden die Determinante A des Systems der Coefficienten der 
a Gleichungen (19): 
5 (20) A= |{(2mpeaa + (— 1) (2m — varie (I + 8 y,22-1)} + 
++ (2m — Kean (1 + Op,22-1) - - -|- 
fot.8... 0—% 
Gaia ) 
Wenn sich nun zeigen lisst, dass A von Null verschieden ist, so 


e a vy—i1—k N, _ 


liefert die Elimination der (vy — 1) Gréssen aus den v 


 dgtt—l-k- 
Gleichungen (19) eine Relation von der Form: 
Men» yore) + W(x, Y; y’, eoey y@rt—-2) sail 0, 
" aus der hervorgeht, dass auch 
n (21) M,,.-, = 0, 
also M von y?*"—”) frei ist. 
Wir untersuchen jetzt die Méglichkeit der Gleichung A = 0. 
Dieselbe geht zunachst durch Multiplication der Zeilen und Colonnen 
mit nicht verschwindenden Factoren iiber in: 


|{(2m)» vt + (— 1)” (24 — 1), v! (1 + 8y92-4)} += 
sos (2A — Lje- RY (1 + Op e215) - + -| = 9, 
k—=1,2,..., (v—1) 
Coie. s ) 
oder, wenn man die Determinante entsprechend den Aggregaten der 
ersten Coloune in zwei Determinanten zerlegt, in: 





ie 
1d 
. ff (22) (2m)y v! [2A — Daa (H— VE (1 + 422-4)! 
v —|(24—1, &! (1 + dk,2a-1)| = 0. 
(k, Am 1,2, ..., v) 

Es empfiehlt sich, diese Gleichung aus dem arithmetischen in das 
—k functionale Gebiet umzusetzen. Zu dem Zweck fiihren wir v Functionen 
(23) fa(a) = (1 + #241 + gt (A == 1,2,..., 9) 
ein, und bemerken, dass 

fi (0) = (24 — 1), - bY (1 + Oy 22-1) 
ist. Mit Benutzung derselben setzt sich die Gleichung A —O in die 
Forderung um, dass z = () der Gleichung 
(24) (2n),- v! |fal®9(a)| — [fA (x)| = 0 (kK, 4am 1,2,..., 0) 


geniigt. — Das Mittel zur Berechnung der hier auftretenden Deter- 
ue minanten liefert uns folgende Bemerkung: die v Functionen f(x) er- 
fiillen eine homogene lineare Differentialgleichung v-ter Ordnung: 


~ 
nes edhe ake ee 
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iy y’ y” ber y”) 4 
ls of em 

lfe fe fr” +++ f,)—% 

| e ° 


Ite fe te = fe 
welche entwickelt lauten mége: 
(25) y + p, (2) yP—? + p(x) y?—) +--+ + pale) y’ + pr (e) y = 0. 


Darin stellt sich speciell der Coefficient von y:p,(x) vermittelst der 
Integrale auf folgende Weise dar: 


Pr (x) = (— 1)" |A™(a)| = |A*-%(2)|, (k, A=1,2,...,0) 
so dass wir die Gleichung A = 0 jetzt einfach schreiben kénnen: 
(26) By (0) = (— 1) (2m), - v! 

§ 5. 


Es handelt sich nunmehr um die Aufstellung der linearen Diffe- 
rentialgleichung (25), welcher die v Functionen 


(23) fa(z) = (1 + w+ gt 
Geniige leisten. Setzen wir zunachst x =z — = entens 


f(a) =($ +4)" '—G—2)"" = gale) 


wird, so sind die Ausdriicke q,(z) offenbar ungerade Functionen von 
z, also von der Form: 

Pa(2) = 2 > (2"), 
wobei %(w) eine gewisse ganze rationale Function vom Grade (4 — 1) 
in u darstellt. Die lineare homogene Differentialgleichung v- ter Ordnung, 
welche diese v Functionen %,(u) erfiillen, ist demnach einfach: 


(27) “_ = 0; 

und diese ist jetzt durch die Relation u = 2? auf z zu transformiren. — 
Der Ditferentialquotient “4 stellt sich durch die Ableitungen von y 
nach ¢ in der Form dar: 


, a’ 1 ae, 
(28) 7 => — 1} Ax ge Ark) oe 


worin die Gréssen Aj, gewisse numerische Werthe vertreten, die, wie 
man unmittelbar sieht, den Recursionsformeln geniigen: 


eS. 
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kaomOQ,1,...,4 
(29) Arie = Are t+ (4+ % — 1) Ari, A=1, 2, 3, ) 


wobei 
Ay=—1, Aau=—0 


zu setzen ist. — Man erhilt aus (29) der Reihe nach fir k—1,2,3: 
Ay, =A,; Age =3- (A+ 1),3 Ajg = 3-5- (A+ 2), 
und verificirt leicht durch Schluss von k auf (k + 1), dass 


' ok . re. 2 
Ayp=1-3-5---(2kK—1)-(AFR-— oe eras 
ist. Demnach geht die Gleichung (27) durch die Substitution « — z* 

iiber in folgende: 


9-1 
(—1* @+k—1)! _, ay 
(99) ee Fa Coa ae. 
k=0 


y 


in welche weiter 1 = ~ einzutragen ist. Man erhiilt dadurch die Diffe- 


rentialgleichung der Functionen y = ga(z): 


, — 1) ' ay 
(31) 2& ai e ds =< oo G, 
worin 
(» +k — Es . 
-> of . kh! rT k) 
k=0 


ist. Zerlegt man aber hier (vy —k) in (vy +k) — 2k, so wird 


a a 
— ete’ _ >» aT _ (v+A)! 


a 





ot »} gk! v4.2)? 
a kek — —1)! 24. as 
also (31): 
ay 
> (-1 ~ vy 2 ED pas —f =0. 
ae -v! dz 


Substituirt man darin endlich z= (« + 5) , 8o ergiebt sich die Diffe- 


rentialgleichung der Functionen f(x): 


(82) 2 1p °F)! @e 414 £74 20, 
oder: 


32’ ») _ #7 +1) yr) 1)» (2%)! 
O) e~ gr +--+ ee 
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Die Determinante der v Functionen f,(x) ist bekanntlich 


% ot = k= 0, 1,..., (9 —1) 
a(x) dx : 
Ifi(a)|— ce" — eaz41)* , bake... 4 ). 


wo ¢ eine nicht verschwindende Constante bedeutet. Setzen wir darin 
x = 0, so sehen wir, dass der Ausdruck 
k=0,1,...,(¥—1) 
OR Ey BEE > uence, Bose a ) 
und mit ihm die Determinante (15) von Null verschieden ist, wie oben 
in Aussicht gestellt war. 
Ferner entnehmen wir aus (32’): 


pr (a) = (— 1 SX _* 





v! (@9¢+1)”’ 
wodurch die Gleichung (26) iibergeht in folgende: 
(33) (2n), = (2),. 


Da dieselbe aber fiir » < m nicht bestehen kann, so ist A +0, und 
damit fiir vy << » Gleichung (21) bewiesen. Dagegen gilt sie nicht 
mehr fiir vy =m, weil in diesem Falle (33) erfiillt, also A = 0 ist. — 
Wir haben so das Resultat gewonnen: 
Wenn die Function F(x, y,y',..., y®")) so beschaffen ist, dass 
OF zu sich selbst adjungirt ist, so hat F die Form: 


(34) P= M(z,y,y',--.,y)-y° + Niaz, y,y',---, ye"). 


§ 6. 
Setzen wir jetzt 


J me, Y; y’, hie a: y™) dy” — P(x, Yy; y', 7 *9 y™), 


so ist 
oF = M, 
ay” 
also 
a" P 
gan Me + Wee, yy’. 2, YP), 
mithin 


a” , , 
F = = Plays y's. ¥™) + OG 9,95.) yO). 
Bezeichnen wir ferner: 
J Pe, YY +++, y™) dy mit (— 1)" o(r,y,y,...,y™), 


so dass 





+ SE 
t Mg era 





en 
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so kann man offenbar F auf die Gestalt bringen: 
(35) F(z, Y; y; oy YP”) = O(a, y, y;, weep YO) + V (a, y, Y', 0% yer-)), 


worin 


(36) o=—V(y)= =3 Ss “(3 7) 
zu setzen ist. — Nun soll 

0F —=d0+ 0 
sich selbst adjungirt sein, und da der adjungirte Ausdruck eines 
Aggregats gleich der Summe der adjungirten Ausdriicke der einzelnen 
Summanden ist, und da weiter 0® der Structur von ® in (36) zufolge 
sich selbst adjungirt ist, so ergiebt sich, dass auch OY seinem ad- 
jungirten Ausdruck gleich sein muss. Die Relation (17’): 


n - Won — Ve. = Q, 


der ¥Y alsdann Geniige leistet, zeigt aber, da Y y®*) nicht enthilt, 
dass Yo,-; = 0, also Y auch von y®*-» frei ist. Demnach trifft auf 
Y(z,y,y,---, y®"—*)) die Voraussetzung zu, die wir am Schluss des 
§ 3 gemacht haben, und ¥ lisst sich auf die Gestalt bringen: 


27 y 
(37) ¥ = Viv) =3 iy & (2), 


worin ~ von den Argumenten 2, y, y',..., y"-» abhingt. Setzen wir 
jetzt 

P(X, Y's +I) FYVGHY,-- 9°) =fGHY,--09™), 
so geht Gleichung (35) mit Riicksicht auf (36) und (37) iiber in: 


(38) ravn=dwS (6), 


k=0 
womit der Satz I bewiesen ist. 

Die Function / (a, y, y’,..., y) ist durch F nicht eindeutig bestimmt. 
Wenn eine Function g(x, y, y',.-., y™) ebenfalls eine Darstellung 
F = V(g) von F liefert, so geniigt die Differenz 

f—g=h(@,y,y,.- 09) 
der Differentialgleichung: 


V(h) = >- 17 4 (5) 0. 


welche bekanntlich die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir 
ausdriickt, dass h einem exacten Differentialquotienten gleich ist. Man 
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erhalt also alle Functionen g, welche zur Darstellung (38) von F 


dienen, durch die Relation: ; 
gM f- 


§ 7. 
Wenn eine Differentialgleichung (2”)-ter Ordnung, die nach der 
héchsten Ableitung aufgelést sei: 


(39) y@*) + O(a, y, y',..., y2*-) = 0, 
einem Problem der Variationsrechnung angehért, so muss, wie aus der 
Bemerkung am Schluss des § 5 ersichtlich, eine Multiplicatorfunction 
M (a, y, y,---,-y™) von der Art existiren, dass das Product 
Pam M- (y®*) +) 

die Eigenschaft hat, d/ seinem adjungirten Ausdruck gleich werden 
zu lassen. 

Im Falle n—1 der Differentialgleichung y” + ®(z, y, y’) = 0, den 
wir zunichst behandeln, muss M(z,y,y’) der Gleichung geniigen: 


aM o ” 
7 —% (M-.y’+M.o) =0, 
oder: si ‘es 
aM , om, é a® ‘ 
(40) = + éy ee O57 — ay MH 9; 


und da diese Gleichung stets Integrale M besitzt und zugleich in unserm 
Kalle die einzige Bedingung darstelli, so schliessen wir, dass principiell 
jede Differentialgleichung zweiter Ordnung einem Problem der Variations- 
rechnung dquivalent ist*), -- jedoch im allgemeinen nur a posteriori; 
d. h. um dies Problem zu formuliren, bedarf es im allgemeinen der 
Kenntniss der Integrale der vorgelegten Differentialgleichung selbst. 
Denn setzt man in (40) 
log M= N, 

so erhalt man fiir N die lineare, nicht homogene, partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung: 

oN , oN,, oN 60 

oa + ay ¥ — 9% ay — ay —% 
deren Lésung auf die Integration des Systems gewdhnlicher Differen- 
tialgleichungen hinauskommt: 


da:dy:dy’:dN=1:y':—@: = 


oy? 
oder : 
(a) y” + O(a, y,y)=9, 
aN _ 0% (@,y,y’). 
(b) dx ~ oy , , 


Um also aus (b) N zu bestimmen, muss man im allgemeinen (a) 


“*) Diese Bemerkung findet sich bereits bei Darboux, ,,Théorie générale 
des surfaces“, Ill. partie, p. 53 ff, 


Ce owns saad 


a 


en ee 
a ede Ds 


Us Pa i Sar Se aR 


? 


er Ee 


oe 


ats 








be 


(a 
al: 


Ts 


(1 
(4 
di 
o; 


adi 


(4 


de 





Shits TR a 


a 5 nl Oe ele Se 
5 eo are | 7 


HEU 


Tee 
oer 


Recete 


TAS 


wn 


ee Set. ee 





POS TT RTL 








Differentialgleichungen der Variationsrechnung. 65 
bereits integrirt haben. Nur in einem Falle ist die Ermittelung von N 
a priori, d. h. ohne vorherige Integration der Differentialgleichung 
(a) méglich, namlich, wenn ein exacter Differentialquotient ist, wenn 
also ®, = . der Bedingung geniigt: 

__ 89, d (0%, 
V(,)=5.' — ds Go) on @, 


Ist dieselbe erfiillt, so ldsst sich die vorgelegte Differentialgleichwng (a) 
a priort auf eine Aufgabe der Variationsrechnung reduciren. 
Im Falle n > 1 fiihrt die Bestimmung von M durch die Relation 
(17’) auf die Gleichung: 
aM oo 
(41) "Ga ~ Maa — % 


dieselbe zeigt, dass, wenn die Bestimmung von M miglich sein soll, 





2,1 = a y em exacter Differentialquotient sein, mithin der Be- 
dingung gentigen muss: 
(42) V (re) = S)(- 19 5 (SA) —0 
Wenn letatere befriedigt wird, so bestimme man M aus (41); ist dann 
der lineare Differentialausdruck 

dF = 6{M.(y" + %)} 


zu sich selbst adjungirt, so ist die Differentialgleichung (39) einem 
Problem der Variationsrechnung dquivalent. 


§ 8. 
Der Beweis des Satzes III liisst sich mit wenigen Strichen erbringen. 
Ist F(x, y,y’,..., y@"*) eine Function von ungerader Ordnung, mit 
der Eigenschaft, dass der aus ihr abgeleitete Differentialausdruck 
2n+1 
dF = >) Fr.u 
k=0 


seinem adjungirten entgegengesetzt gleich ist, so wird dieser Umstand 
zufolge (5) durch die Relation ausgedriickt: 


(43) u.0,F+v0.0,F 00, 
woraus speciell fiir «= v hervorgeht: 
(44) v.0F wo 0. 


Wendet man auf (43) den 0,-Process, auf (44) den 0,-Process an, 
so folgt: 
5 


Mathematische Annalen. IL, 
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(43') u.d27F+v.0,(0.F) 0, 
(44°) v.0,(0,F) wo 0, | 
mithin ist auch S . 
u.0/7F oo. a ( 
Dies ist aber bei der Willkiir von w nicht anders méglich, als wenn F 
Qn+1 4 
| ( 
2F— 2 ple) aylA) —— yy 
0, F=Q Fu v®) =(0. 
Ersetzt man darin v durch (w+ v), so ergiebt sich weiter: 
2a+1 
Fu .v® =0, 
i,k=0 
also ( 
‘ 2n+1 


> Fav =0 (i=0,1,...(2n+1)) 
k=0 
und schliesslich 
oF _. es 
Fin = irggh=0-  (sk=O,1,...@m-+1)). 
Daraus geht hervor, dass F’ von den Argumenten y, y’, y’,... y@™*) 
in linearer Weise abbingt. q. e. d. 
Satz und Beweis lassen sich unmittelbar auf partielle Differential- 
ausdriicke F’ iibertragen. 





ENR Oe SE ENE 


§ 9. 

Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung eines partiellen Differential- 
ausdrucks F(z, y, 2, p, q, 7, 8, #) der zweiten Ordnung mit zwei 
Argumenten x, y, in welchem z die von den letzteren abhiingige Func- 
tion, p, q, r, S, ¢ ihre ersten und zweiten Differentialquotienten in 
der Euler’schen Bezeichnung bedeuten. Die Annahme, dass dF zu 
sich selbst adjungirt ist, driickt sich durch die Gleichung aus: 

— ’ ou » OU 7 eu 7 Cu 7 ou 

OPS P+ Ee 5g + Peay t+ Ps aes + Pe aady + Pt ys 
1 ) ad a, ad? 
= F, _ te (F, .u) —_ dy (F,.) 4 da? (F,. w) 4. da dy (F,.u) 
a 
+ dy? (F;.u), 


welche sich in die zwei Relationen zerlegt: 


a 





aF., dF 
’ 2a t+ ay 2FD: 
(45) aF, _4F, 
det? gyn AF 
By oF ae. 
— dabei ist F, = oa? Fay = jay & * gesetzt. — 
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Was die Abhingigkeit der Function F von r, s, ¢ anbetrifft, so 
liefert die Discussion der Bedingungen (45) folgende Differential- 
gleichungen: 

(46) F,r,=0, Fy=0, F,=—0, Fy=0, 2F,4+ F,—0, 


deren Integration fiir F' die Darstellung giebt: 
(47) F=M(rt—s’)+ R.r4+28.s+T7t+N, 
worin M, N, R, S, T Functionen von z, y, z, p, q sind. 
Setzt man den Ausdruck von F aus (47) in (45) ein, so findet 
man fiir letztere die Relationen: 
(q) Mz+ Mp + S, —T,=9, 
(6) M, + M.qg— Rg + 5,=9, 
(7) R, + Rip + S, + S.q— Np =0, 
(0) S. + Sip + T,+ T.qg — N,=0. 
Sei nun @ eine Function von z, y, 2, p, q, so erhalt man fiir das 
Symbol V(q.s) folgenden Ausdruck: 


(48) 


d d ad? 

(49) Vp. 8) = 9.8 — gy (Pp-8) — gy (Pr-8) + aeay (Y) 
= 9p (ri—s’?) + Bir +28’ s+ TT t+ N, 
wobei R’, S’, 7’, N’ Functionen von 2, y, 2, p, q sind, auf deren 
nihere Bestimmung es nicht ankommt. Bestimmt man also die Func- 
tion m so, dass 
——. 
Pog = Op oq M, 

so lisst sich dieselbe nach (47) und (49) zur Darstellung von F in der 
Form benutzen: 
(50) F=V(qg.s)\+ Rr+28.s+T.t+N. 


Sei ferner y ebenfalls eine Function von 2, y, 2, p,q, so findet 
man : 


(51) VW) = — Ypr — 24p¢8 — Waqt + N’; 
bestimmt man demnach wy durch die Gleichung: 
a 
Ypp = a R, 
so kann man zufolge (50) und (51) F in die Gestalt setzen: 
(52) F = V(op.s) + Viv) + 28.s+ T.t+N. 


Da nun die Ausdriicke 6 V(m.s) und 6V(w) ihrer Natur nach sich 
selbst adjungirt sind, so gilt das gleiche auch von dem Ausdruck 
d{28.s+T7.t+N}. 
Die Bedingungen, denen S, 7, N demgemiiss unterworfen sind, 
erhalt man aus (48), wenn man daselbst M—0, R = 0 setzt: 
5* 
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(cz) S&,—T, =0, 

(B) S, =0, 

(y) 8, + S.q —_ N, — 0, 

(8) S.+ Sip + T,+ T.q — N, =9; 

aus (f) geht hervor, dass S nur von wz, y, 2, q abhingt. Ist nun z 
eine Function derselben Argumente, so wird 


Vix-p) = — 24,.8+T7’.t+N’; 
bestimmt man also x aus 


(53) 


 — 
iol 
so kann man F auf die Form bringen: 

P= V(o.s) + V(v) + Vin-p) + T.t+N, 
oder, wenn man x.p mit ay vereinigt, wodurch der Charakter von wy 
nicht geiindert wird: 


(54) F=V(y.s) + Vv) +Tt+N, 
wo T und N jetzt den Bedingungen geniigen: 
(ce) T,=—0, 


(9) Ty, + T.q — N, =0. 
T hangt zufolge (@) nur von z, y, z, q ab. Ist y wieder eine Func- 
tion derselben Argumente, so gilt: 
V(x) = — dagt + N’; 
indem man mithin y aus 
Ran  $ 
0¢ 
bestimmt, 7’.¢ in (54) durch V(y) ersetzt und y zu w zuschligt, kann 
man J’ = ( annehmen, so dass fiir N die Bedingungen bleiben: 
N,=0, N,=0. 
Construirt man also eine Function 7(a, y, 2) aus 
0 
a, 
so ist N = V(z); und indem man yx wieder in w hineinzieht, erhiilt 
man folgendes Resultat: 

Wenn die Function F(a, y, 2, p, q, 7, 8, ¢) so beschaffen ist, dass 6 F 
sich selbst adjungirt ist, so kann F durch Quadraturen auf die Form 
gebracht werden: 

F = Vif), 
worin 
f(@, Y,#,P,q,8) = P(X, Y, 2, p,q).8 + U(x, y, 2, p,q), 


und die Functionen » und w keinen Beschriinkungen unterworfen sind. 
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§ 10. 
Es liege ein partieller Differentialausdruck zweiter Ordnung 
FP{%,, hy) 6+ Kms Y5 YrrYor ++ Yns Yar» Yi2>+++ Yun} 
vor; in demselben hedeuten x,, x, ...2%, die m Argumente, y die von 
ihnen abhangige Function, ferner ist gesetzt: 


7) o 
‘i= ba? Yik "tata . 


Soll dF sich selbst adjungirt sein, so gilt: 


F F= -w +e w +2 iin tik 


i=1 


eam > a (ar be oF) 
~ @Yy ” dx; (59, u) + dx, —s fos w). 
i=l : 


Hieraus gehen die Relationen hervor: 


(56) > ie, (ay,.) (1+ du) = 25 (k= 1,2,...m) 


i=1 


- 2 sca (is, 25 le Hae 3 dx, (Fy,)) 


von denen indes (56’) eine unmittelbare Consequenz von (56) ist. Fasst 
man in dem entwickelten Ausdruck von (56) die Terme ftr sich zu- 
sammen, welche die dritten Ableitungen von y enthalten, so ergiebt sich: 


n 











» fe (1+ Ox) (1+ Ops) Yuri = 9, (k= 1, 2,...m) 


i=1 w,y=1 
also: 


a oF 
(57) 7 see detilae., Wa (1954) (18x) 





4+ (1-+4;5) (1+ ey) = 0 


a.m, 

fiir 
ti<koucv—l,2,...n. 

Man iiberzeugt sich leicht, dass diesem System von Differentialglei- 

chungen die Determinante 


| Yix | (t,o l1,2,...m) 
sowie ihre simmtlichen Subdeterminanten jeder Ordnung geniigen. — Im 
Falle » = 3, auf den wir uns nun beschrinken, lasst sich zugleich 
ohne Miihe zeigen, dass ein Aggregat dieser Gréssen das allgemeine 
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Integral der Gleichungen (57) darstellt. Bei m —3 erhilt demnach 
F die Form: 


Yr Yio Vis | 
(58) F=A/| Yo, Yoo Yes | 
Ys1  Ys2 Ys | 
+ By, (Y22 43s — 423) + Boo (Ys3 Ys — ysi) + Bys (Ys4 Yoo — yi) 
+ 2 Bos (Yo His — Ys1 Yrs) + 2 Bs; (YosYo1 — Y22¥s1) 
+ 2 Byo(Ys1 ¥s2 — Ys Y12) 
+ Os, H+ Coe Yoo + Cys Yg3 + 2 Cos Yo3 +2 Cy: Yi +2 Cy2412 + D, 
worin die Coefficienten A, B,,,...C,,,...D Functionen von 2,, 2, 
La Ys Vi» Yo, Yz sind, welche noch gewissen Bedingungen geniigen. 


Wir wollen jetzt zeigen, dass man diesen Ausdruck F durch Sub- 
traction geeignet construirter Gréssen V(f) nach und nach zerstéren 


kann. Nimmt man zunichst f = M.(y,. y5, — yas), wo M von den 
zweiten Ableitungen unabhingig ist, so erhalt man fiir V(f) einen 
Ausdruck von derselben Form wie F in (58): 


a Yi Ye Me 
V{M. (yo2Ys3 — yrs) } anuliaaes ay? Yo Yor Yos|t--: 
Ys: Ys2 Ys 
Folglich kann das Anfangsglied von J’ zerstért werden, und A darf 
== angenommen werden. — Weiter findet man: 


VARY} = — a (Ys Yo2— 912) + Bir (Yo0 453 —y25) 
+ 2 Boi (Yes Yor — Y22a1) + PCy + D’. 
VAS. Yt = S (Yu2%is— Yrs Yos) + Bis (Y20Yos — yrs) 
+ 2 Bas (Yos Yo — Yor Yar) + 2 Biz (Ys: Y32 — Yas Yr) 
+ 2Ci yi + D", 
VAL. sy} = — 2% (Yosdss—yat) + Bri Yor ¥en 13) 
+ 2Bi2(Ysi Ys2 — Ys%i2) + SCixyix + D”. 


Mit Benutzung dieser Ausdriicke lassen sich in (58) resp. die 
Coefficienten B,,, B,,, B,, auf Null reduciren. — Setzt man den so 
vereinfachten Ausdruck von F aus (58) in die Gleichungen (56) ein, 


so ergeben sich fiir die Coefficienten B,,, B,,, B,, folgende Be- 
dingungen: 
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0By _ 
(a) Feo, 


By _ 
(59) (B) OW — oe 
OBy , OBy , OBy _ 
(7) én + Om + Oy 
B,, und B,, sind somit von y, unabhingig. 
Es seien nun S’ und 7” Functionen von 2,, 2, 2%, Y, Yo, Ys. also 
ebenfalls frei von y,, so findet man: 


_ 
OYe 


V(S". yy. Yos) — 
+ oe yt" tate —w 


> We Yo) — Yo2 Y31) — SY Ys2 — Ya3 Yio) 


V(T".y; - Y33) = 2% a (ys, Y32 — Y¥33412) — == Fs: (Y2» Yg3—Yos) +: 


Mit Hiilfe dieser Ausdriicke kann man zuerst B,, und dann B,, in 
58) zu Null machen, und (59y) zeigt, dass der noch iibrig bleibende 
Coefficient B,, y, nicht mehr enthalt. Nun ist weiter, wenn auch 
T” von y, frei ist, 


vr oT” g 
V(r + Y33) — oye (Yo2 Ys at ys) + ies 


womit man auch B,, auf Null reduciren kann. — 
Ferner ist 


2N 
VN) = — Fmt 


wodurch (,, zu Null gemacht wird. Der Ausdruck von F in (58) ist 
damit auf folgenden reducirt: 


(60) F = 2Cyo yo + 20,3443 + CopYor + 2Cy3 Yo, + C33 433 + D- 
Durch Eiusetzen desselben in (56) erhalt man fiir die Coefficienten C 
die Relationen: . 

OCyy OC 
"”” & 

(py 20m Cm 20 

(61) Cy: O42 OY’ 
(y) OCre __ é Ce é Oey 7 OC; 

On OYe ? OU ~ OY’ 
(8) 20m 60m 0m _ 20m, 


Gy, O42’ = Ye Ys 
Zufolge («) und (8) kann man setzen: 





ON’ (Ye, Ys) C3 = - _ ON" (Ye, Ys) 


Cro — OY. ? Ous . 


und da 


5 N’ 
V(N’. y,)=— 25° 92 — 25 Mite 
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ist, so kénnen C,, und C,, zerstért werden, wodurch zugleich nach 
(B) und (y) C,,, C.,, C3, von y, frei werden. Da auf Grund von (56) 
das gleiche jetzt auch von D gilt, so tritt y, in F tiberhaupt nicht 
mehr auf, xz, fungirt als Constante, und wir befinden uns im Falle 
von zwei Argumenten, der im § 9 erledigt ist. Wir haben damit das 
Resultat erlaugt: 

Wenn der Ausdruck F in (58) so beschaffen ist, dass OF sich 


selbst adjungirt ist, so kann F durch Quadraiuren auf die Form 
gebracht werden: 


worm . 
f= M (Yoo Ys — 92s) + R.yy, + 28.4.5 + T.y,, + N 


ist, und die Coefficientn M, N, R, S, T willkiirliche Functionen von 
Ly Ly, Ly, Yy Yr» Yo» Ys darstellen. 


Ziirich, Mai 1896. 
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Ueber den Zusammenhang 
zwischen der Dedekind-Weber’schen Normalbasis und dem 
Hensel’schen absoluten Fundamentalsystem. 


Von 


Lupwie Baur in Darmstadt. 


I. 


Ist © eine algebraische Function der unabhingigen Veranderlichen 
«z, so hangt © mit 2 zusammen durch eine irreducibele Gleichung 
(1) a0" + a,0" 1 +---+a, = 0, 
worin die Coefficienten a), a,,..., @, ganze rationale Functionen von 
x ohne gemeinsamen Theiler sind. Die Gesammtheit aller rationalen 
Functionen von © und 2 bildet dann nach der Terminologie der Herren 
Dedekind und Weber*) einen bestimmten Kérper Q algebraischer 
Functionen von x vom Grade m und der Inbegriff aller derjenigen 
Functionen aus Q, welche gleichzeitig ganze Functionen von x bezw. 


von %= ~ sind, das System 9 bezw. das System 5. 
ist nun y eine durchaus beliebige Function des Systems 9, etwa 


Y=Ty $729 +--+ 7120", 
wo die 7; rationale Functionen von 2 sind, so versteht man unter 
dem Exponenten von y die kleinste ganze Zahl r, fiir welche 2. y 
in 0 enthalten ist. Um diesen Exponenten allgemein zu bestimmen 
stellen wir zunichst die Gleichung fiir y auf einem ganz bestimmten 
rationalen Wege her, dadurch namlich, dass wir noch die Ausdriicke 
bilden 


YO =ry + 19+ --++ 7220", 
yO"—1= Trt 4- 229 -f- ieee -+- 1nnO"!, 


*) 8S. Dedekind und Weber, Theorie der algebraischen Functionen einer 
Veranderlichen (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 92, § 1). 
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in denen alle 7,, rationale Functionen von x sind, und hieraus die 
Relation 
lrx—Say|=9 (¢,k=0,1,2,...,n), 
0%—=0, wenn i+k, 


On = 1 
herleiten, welche entwickelt zu einer Gleichung von der Form 
(2) Fly, c)=y" + f(z) y' +--+ + fale) =90 
fiihren muss, so zwar, dass die /,, f,,.-., fa sich als lauter ganze 


rationale Functionen von x herausstellen. Nehmen wir zunichst an, 
diese Gleichung sei irreducibel und r die kleinste ganze Zahl von der 
Beschaffenheit, dass die Grade von f,, f,,.-.,/, kleiner oder ebenso 
gross sind wie beziiglich r, 27, ..., mr, so geht die Gleichung (2) 
durch die Substitution 


(3) Em, jmy- Be 

iiber in die andere 

(4) Y+h@®-wO+::-+h@® =9%, 

wo jetzt ‘ 

(5) fi(%) = #7 f,(x) (¢=1,2,...,m) 
ganze rationale Functionen von % sind. Hiernach gehért zwar y, 
nicht mehr aber g dem Systeme 5 an — es miissten namlich sonst 


die Functionen = = ZY f(z) fir i— 1, 2,..., ebenfalls 
x 


lauter ganze rationale Functionen von % sein, was der Bedeutung von 
y widerspricht — wir haben mithin in r den verlangten Exponenten. 

Ist aber etwa die Gleichung (2) reducibel, so braucht man nur 
zu beriicksichtigen, dass dann wegen der Irreducibilitat von (1) die 
linke Seite von (2) die Potenz einer irreducibelen Function sein muss, 
und kommt dann durch eine einfache Ueberlegung zu dem Schlusse, 
dass die vorhin gegebene Bestimmung des Exponenten auch in diesem 
Falle, also tiberhaupt giiltig ist. 

Es mégen jetzt die ganzen Functionen @,, @,,..., @, mit beziigl. 
den Exponenten r,,7,,..., 7, eine Basis fiir » bilden. Da eine von 
diesen Basisfunctionen stets gleich 1 genommen werden kann*), so 
kénnen und wollen wir voraussetzen, dass @, = 1, also 7, = 0 ist. 
Im iibrigen sollen dieselben so geordnet sein, dass 


SS St 
ist. Jedenfalls gehéren nun die Functionen 


*) Siehe meine Note in den Math. Ann. Bd. 32, S. 153. 
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iat » Bh ae 
O=—@,-z2"=—1, 
@, = @,- Z", 


@, = @,- Z 
dem Systeme 5 an; sie sind ausserdem linear unabhiingig, brauchen 
aber trotzdem keine Basis fiir } zu bilden. Ich behaupte jedoch: 

Fails dieses Functionensystem @,, @,,..., @, eine Basis fiir 3 ist, 
so ist es eine Normalbasis fiir 0 und gleichzeitig w,, @,,..., On 
eine Normalbasis fiir », wobei nicht tibersehen werden darf, dass 
fiir @, der Werth 1 vorausgesetet wurde. 

Um dies einzusehen bezeichnen wir die aufzusuchende Normalbasis 
fiir » durch 4,, 4,,..., 4, und nehmen an, es sei bereits bewiesen, 
dass fiir 4,,..., 4, die Functionen @,,..., @, gesetzt werden diirfen. 
Dann muss fiir 4,,, unter denjenigen Functionen aus 9, die nicht 
einer Function der Schaar (@,,...,@,), d. h. wenn ¢,,...,¢, irgend 
welche Constanten bedeuten, nicht einer Function von der Form 
c,@, +-++-+ ¢,@, mod. ox congruent sind, eine von méglichst 
kleinem Exponenten aufgesucht werden. Bezeichnen wir nun eine 
beliebige Function in » durch 4, so kann man A in der Form 


(6) A = Uy, @, + Uy @, + ++ + + Un Wy 
darstellen, Wo u,, U),...-, %, ganze rationale Functionen von x sind, 
und es ist daher stets 


A = 6,0, + +++ + Cy, + Cyp1 41 +--+ + ¢,@, (mod. oz), 
wo auch die Gréssen ¢,41, . - ., ¢, Constanten sind, und daraus folgt, 
dass fiir 4,,,; zunachst alle diejenigen Functionen 4 zulassig sind, fir 
welche die Constanten 
(7) Coty - + ey Cn 
nicht alle verschwinden. 

Es sei jetzt 4 unter den Functionen, die die Bedingungen (6) 
und (7) erfiillen, eine vom kleinsten Exponenten g, so muss zuniichst 
4.Z@ dem Systeme 9 angehéren und daher 


1% >) Ha, eee 


gesetzt werden kénnen derart, dass die Gréssen @,, @,..., %n ganze 
rationale Functionen von Z% sind. Andererseits aber ist 


A. Z@ = > U2? . a; = > u;,xz"*-°, @; (¢==1,2,...,”) 


und diese beiden Darstellungen miissen wegen der linearen Unab- 
hingigkeit der Functionen @,, @,..., @q in ihren Coefficienten iiber- 
einstimmen, d. h. es muss 


Lupwie Baur. 


Uy xrn-e = %, 


u, 2°? =, 


Mets gi tte sti) 


Un a? an iin 

sein. Diese Relationen kénnten nun, wenn @ < 741, also auch 
< 1si2,++-)%, Ware, sicher nur dann erfillt sein, wenn die Gréssen 
Us4i, Uspo, ++.» Un Sammtlich verschwinden wiirden, was gegen die 
Forderung (7) verstésst. Also muss jener kleinste Exponent @ mindestens 
den Werth 7,,; haben und thatsiachlich hat er auch diesen Werth, 
denn die unter (6) enthaltene Function @,,; besitzt gerade den Expo- 
nenten 7,,,, wahrend fiir diese Function ¢,,;,;— 1 und demnach die 
Bedingung (7) ebenfalls erfillt ist. Es darf hiernach 4,,; = @.41 ge- 
nommen werden und da die eingangs gemachte Annahme fiir s = 1 
zutrifft, so ist unser Satz bewiesen, 


Il. 


Dieser Satz liefert uns nun ohne Schwierigkeit den Zusammenhang 
zwischen der Dedekind-Weber’schen Normalbasis und dem Hensel- 
schen absoluten Fundamentalsysteme. Es muss nur zuerst noch die 
Beziehung zwischen Exponent und Dimension einer ganzen Function 
genau festgestellt werden. Um von y oder auch von 9 zu der ent- 


sprechenden homogenen algebraischen Function zu gelangen, haben 
wir blos 


(8) > y= yx 


oder, was dasselbe ist, 


(9) i=, n= yx," 


a 
za setzen, dann geht jede der Gleichungen (2) und (4) tiber in 
(10) 4" + fy (%y, Lp) + fa (yy Xa) MP? + + fa (@,, %) = 0, 
wo die Functionen 
(11) u(y» Xp) = fa(a) . ag” = fi(Z) ai” (¢=1,2,..., m) 
binare Formen von x, und 2, beziiglich von den Dimensionen r,2r,...,nr 
sind. Weil in Folge dessen fiir ein beliebiges ¢ 
(12) (ta, , ta) = t” 4(&,, Xp) 
und weil ausserdem in der Gleichung (10) der Coefficient von y* 
gleich 1 ist, so wird y eine homogene ganze algebraische Function 








n) 


ar 


on 
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oder kiirzer eine algebraische Form der 7‘ Dimension von 2, und 2, 
genannt und wir sehen: 

Ist y bezw. y eine beliebige Function des Systems » bezw. des 
Systems } vom Exponenten r, so wird y durch Multiplication mit z,’, 
y durch Multiplication mit 2,” in eine algebraische Form von 2, und 
a“, verwandelt, deren Dimension gleich dem Exponenten r jener ganzen 
Function ist. 

Die Umkehrung dieses Satzes ist so zu formuliren: 

Ist »’ eine algebraische Form von der Dimension r’, die weder 
durch x, noch durch x, theilbar ist, so geht 9° durch die Substitution 
“,—= 2, % =1 in eine Function y’ des Systems », durch die Sub- 
stitution z,—1, z,—2Z in eine Function y’ des Systems 0 itiber 
derart, dass der Exponent von y’ in Bezug auf w und der Exponent 
von y in Bezug auf % einander gleich und zwar gleich der Dimension 
von 9° sind. 

Der Beweis ergiebt sich ohne Weiteres aus der Definition des 
Exponenten. 

Noch sei bemerkt, dass nach (8), (9) und (12) 

y(v,1)= 3 9(%,, %)=y, 
(13) — 

n(l, @) — = (yy Xo) = ¥ 
ist. 

Wihrend nun seither y eine durchaus beliebige Function des 
Systems 9 war, wollen wir, um bei den folgenden Betrachtungen nicht 
auf die Gleichung (1) zuriickgehen zu miissen, von jetzt ab voraus- 
setzen: 

Die ganze Function y sei, was ja stets auf unendlich viele Weisen 
geschehen kann, so gewdhlt, dass die Gleichung (2) irreducibel ist. 

Dann darf und soll die Gleichwng (2) als die Grundgleichung des 
Korpers Q angesehen werden, wiihrend gleichzeitig die entsprechende 
Gleichung (10) einen ganz bestimmten Bereich von Gattungen alge- 
braischer Formen definirt: Denjenigen Bereich G(a,,%,, 4) namlich, 
welcher die Gesammtheit aller derjenigen rationalen Functionen von 
%4, %, und y umfasst, die zugleich algebraische Formen von 2, 
und g, sind. 

Es sei nun 7) %,--+) Ya ein absolutes Fundamentalsystem fiir 
den Bereich G(a,, 2, 9) mit beziiglich den Dimensionen ¢,, ¢,, . . ., €ny 
der EKinfachheit halber wieder so geordnet, dass e, << e,<---< eq, 
und @ sei eine beliebige Function aus 9 mit dem Exponenten g. Es 
ist dann gemiiss dem obigen Satze w2,¢ eine algebraische Form von 
der Dimension g, die wegen (8) dem Gattungsbereich G(x,, 22, 4) 
angehért, und daher die Darstellung méglich 
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(14) 0,0 = U(X, Ly) My A My (%, , Lo) Mo +++ + Un(%, Le) Mn 
WOTiD %,, U.,---) U, binire Formen von 2, und z, sind, so beschaffen, 
dass die Dimension aller Glieder dieser Gleichung gleich gross, also 
gleich 9 ist (vgl. z. B. Hensel, Acta. math. Bd, 18), und dass mithin 
u;(x,, £,) die Dimension g — e; besitzt, Wenn man daher 


1 
a Ui(2y, Lo) = Ui, 


1 
= Ni(%,, Z) = n(x, 1) = @,; 
&,* 


setzt, so sind die «; ganze rationale Functionen von 2, die w; Func- 
tionen des Systems 9 und man erhilt fiir die beliebige Function @ 
dieses Systems die Darstellung 

(15) @ = U,@, + Uy@, + ++ - + Un Wn. 

Umgekehrt ist, wenn w,, u,,..., U, beliebige ganze rationale 
Functionen von x bedeuten, stets die durch (15) gelieferte Function 
@ algebraisch ganz, es bilden also diese Functionen @,, @,,. .., @n 
eine Basis fiir o. 

Ebenso folgt, dass man in den Functionen 


= - 1 , 
Oo, = ni(1,z2)= ze Ni(X,, Ly) 
1 


eine Basis fiir 5 hat. Da ausserdem die Gleichung (14) auf die Function 
@ = 1 mit dem Exponenten @ — 0 angewendet, zeigt, dass », = 1, 
also auch w, = 1 sein muss, andererseits aber 


.- Gy 
i am)? 
Q@; = @;. zt 

ist, so sind gerade die Bedingungen fiir die Anwendung des Satzes 
S. 75 erfiillt und es folgt: 

Die aus einem absoluten Fundamentalsystem ,, 4, -~. +, Nn des 
Bereiches G(x,, %., ) durch die Substitutionen x, = x, x, = 1 hervor- 
gehenden ganzen algebraischen Functionen @,, @,, .. ., @n des ent- 
sprechenden Korpers Q bilden eine Normalbasis fiir 0. 

Da y; seiner Bedeutung nach weder durch 2, noch durch z, theil- 
bar sein kann, so ist weiterhin nach 8. 77 die Dimension von 7; 
identisch mit dem Exponenten von @; und daraus folgt, dass die durch 
die Gleichung 


(16) N=e+e4+---+64 
definirte Gesammtdimension nicht blos bei einer linearen Transfor- 
mation der unabhangigen Verinderlichen, sondern bei jeder rationalen 
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Transformation der Functionen des Korpers Q ebenso unverdndert bleibt, 
wie die Summe der Exponenten einer Normalbasis*). 


Il. 


Durch die Hensel’schen Untersuchungen sind wir hiernach jeder- 
zeit im Stande, eine Normalbasis aufzustellen. Dann aber kann man 
ohne Weiteres auch die Integranden 1'* Gattung in der Riemann- 
schen Form angeben. Bilden niimlich jetzt die Functionen 4,, A,, ..., An 
eine solche Normalbasis, so kann man doch jedenfalls auf rationalem 
Wege die Functionen 1, y, .. ., y*-! vermittelst dieser Normalbasis 
ausdriicken und man erhialt, da 4, immer gleich 1 zu nehmen ist, die 
Darstellung 

1 =A,, 


y = ah lists +: — ny 


- Kit mail bi eam n> 


wo die Gréssen a;, lauter ganze rationale Functionen von 2 sein 
miissen. Bezeichnet man dann die zu 4,,4,,..., 4, complementiire 
Basis durch ,, f.,---, Un **), so haingt diese mit der zu 1, y,..., y*— 
complementiiren Basis durch die transponirte Substitution zusammen, 
Die letztere aber ist 

Y,-1 Y,—2 Y; Yo 
Fy)? Fw)’ ° Fwy)’ Fo’ 


Key thyt+:: +h (¢= 1, 2,---,m—1), 
Y=—1, Fy F 


wenn 


gesetzt wird. Lisst man also die Poe die Integranden 1'* Gattung 
gar nicht in Betracht kommende Function uw, gleich ganz weg, so 
ergiebt sich: 


u ee ¥,_g + ee ¥, 3 +--+ + Gye Yo 
_. eS ————- 





le 
(17) a oe ae ime wes 
et 1) Y,,-2+ 45, Y, n- sell “+4 Xo 
Ee 
und bezeichnet man dann noch den Exponenten von 4; durch 7;, so 
bilden die 
| p=(— N+ + G—2) 
Functionen 


*) Siehe Dedekind und Weber, l. c. § 24, 1. 
**) Vergl. fiir das folgende: Dedekind-Weber, l. c. § 10, 5u.8. 
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$—_m2,3, ... ®; 


. k ° 
Cie @ + Ui k=0,1,2,....%—2 


ein vollstindiges System von Integranden 1. Gattung, wobei die 
Constante ¢;,—0 zu setzen ist, falls sich fiir & ein negativer Werth 
ergiebt, was indessen pur dann eintritt, wenn r;—1 ist. Dies ist 
die Form, die Riemann seinen Integranden 1. Gattung gab, sowohl 
beziiglich des Nenners, als auch beziiglich des Zihlers, insofern sich 
y hier nicht tiber den Grad » — 2 erhebt. Die Zihler von wy, . . ., Un 
bilden ein vollstindiges System von Fundamental-g - Functionen. 


IV. 


Ich will zum Schlusse noch die Aufmerksamkeit auf einen sehr 
einfachen speciellen Fall hinlenken, welcher an sich schon wegen 
seines haufigen Vorkommens besondere Beachtung verdient, insbesondere 
aber auch deshalb, weil bei ihm die unter I. und III. gegebenen Ent- 
wicklungen durchaus hinreichen, um die hier sich aufdrangenden Fragen 
vollstindig zu beantworten, die Kinfiihrung der homogenen algebraischen 
Functionen aber ganz entbehrt werden kann. Bei einer friiheren Ge- 
legenheit*) habe ich gezeigt, dass es zweckmissig ist, bei der Auf- 
suchung einer Basis fiir 9 nicht von dem Functionensysteme 1, y, ..., y*~! 
auszugehen, sondern von dem anderen Systeme ganzer algebraischer 
Functionen 

= ae et ae 
Y > Rey i= 


p|< 


? 
n— 


wobei X; diejenige ganze rationale Function héchsten Grades von « 
bedeutet, die eben noch in y‘ aufgeht, Diese Functionen X; sind 
héchst einfach und auf rationalem Wege bestimmbar: es sind die- 
jenigen ganzen Functionen héchsten Grades von 2, welche den 
Congruenzen 

S(y') =0 (mod. X;)**), 
(18) S(y*4)= 0 (mod. X*), 


S(y"*)= 0 (mod. X;*) 
geniigen und es ist an der erwihnten Stelle bereits darauf hingewiesen, 


dass diese Congruenzen unter Benutzung der Newton’ schen Formeln 
in jedem concreten Falle eine sehr einfache Gestalt annehmen. 


*) Siehe meine Note ,,Zur Theorie der algebraischen Functionen‘ im Journal 
fiir die reine und angewandte Mathematik Bd. 116, S. 168. 


**) S(y”!) bedeutet die ,,Spur* von y”*, 
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Legt man in dem Systeme 5 den ganzen rationalen Functionen 
X; von % in Bezug auf 7 dieselbe Bedeutung bei, wie in 9 den Fune- 
tionen X; in Bezug auf y‘, so sind diese Functionen in entsprechender 
Weise aus den Congruenzen 


(19) S(g'”) =0 (mod. X’) (v—=1,2,..., n) 
zu bestimmen. Da nun 7 = y‘ . Z'7, so unterscheiden sich die linken 
Seiten der Congruenzen (18) von denen der Congruenzen (19) blos 
dureh eine multiplicative Potenz von % und daraus folgt, dass dasselbe 
auch von X; und X; gelten und dass daher etwa 


X= X, ze (6 1,2,...,"—1) 


sein muss. Es gehéren dann die Functionen 


y, = 1, ae 2) j= ZL 
i n—1 


simmtlich dem System 3 an und es ist 


1 = 
A(Ys) Yo + + 29 Yn) = vx.x, A(l,y,.+5y""), 
— i 1 i * 

AG Yor + + +9 Yn) = xX. A(1,9,--.4.y""), 
so dass im Allgemeinen die Discriminanten der Functionensysteme 
Yi» Yor++ +> Yn bezw. ¥,,Yo,-+-+, Yn Weniger mehrfache Factoren ent- 
halten wie die Discriminanten der Gleichungen (2) bezw. (4). Der 
erwahnte specielle Fall ist nun der, dass diese beiden Discriminanten 
blos einfache Linearfactoren besitzen. Dann niimlich bilden die Fune- 
tionen ¥,,Y,--+) Yn sicher eine Basis fiir 9*), Y,,%,..., Jn eime 
solche fiir }, ausserdem ist 


—r(t—1) Qj 
J 


Yi = YX 
und die Entwicklungen unter Nr. I fiihren zu dem Satze: 

Enthiilt weder A(y,, Yo, ~~ + Yn) noch A(H,, Yo, .-.5 Yn) einen 
mehrfachen Linearfactor, so bilden die Functionen y,, Yo, .~ + Yn 
selbst eine Normalbasis fiir 0. 

Der entsprechende Functionenkérper hat dann lauter einfache Ver- 
zweigungspunkte. Die im Endlichen gelegenen werden durch die 
Gleichung A(y,, y.,.- +) Yn) =O geliefert, wihrend im Unendlichen 
blos dann eine Verzweigung und zwar wiederum eine einfache statt- 
findet, wenn in A(¥,, J,.- +) Ya) der Factor Z vorkommt. 

Bezeichnet man die Kxponenten der Normalbasis y,, yo,.. +) Yn 
auch jetzt beziigl. durch 7,,7,,...,% und beachtet, dass die friher 


*) S. meine vorhin erwiihnte Note S. 168. 
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mit a;, bezeichneten ganzen rationalen Functionen von 2 diesmal den 
Werth 0 haben, sobald ¢ von & verschieden ist, dass dagegen ay,—= X4-1, 
so sieht man sofort, dass im vorliegenden Falle die Functionen 


x, Yn-2, x, Yos'%, + Xx, Ya-2 * 2", 
(20) a,-0Y,; X,-2 Y,- 2, -+q Buel- a? 
} Xn-1°2, rey ; a : i 


ein vollstindiges System Riemann’scher p- Functionen bilden, wiihrend 
das Geschlecht des entsprechenden Kérpers durch die Gleichung 


— (@ + Ge t+°*: + @e-:) 


(n —1) (m— 2)-r 
= 9 — 


Pp 


geliefert wird. 


Darmstadt, August 1896. 
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Ueber Zahlengruppen in algebraischen Kérpern. 
(Zweite Abhandlung.)*) 


Von 


H. Weser in Strassburg. 


In der vorliegenden zweiten Abhandlung iiber algebraische Zahlen- 
gruppen soll ein Theil der Anwendungen gegeben werden, die in der 
Einleitung zur ersten Abhandlung erwihnt sind, Ich glaube das Ver- 
stindniss zu erleichtern, wenn ich den Gang der Darstellung in der 
Weise anordne, dass ich zuerst die Voraussetzungen und Ziele méglichst 
allgemein darlege, und dann erst zur Betrachtung besonderer Gruppen 
tibergehe, von denen dann nur noch zu zeigen ist, dass sie den ge- 
machten Voraussetzungen entsprechen. 


§ 1. 
Primideale ersten Grades in den Idealclassen. 


Ich nehme in einem algebraischen Koérper 2 vom Grade n eine 
Idealgruppe O an, von der ich voraussetze 
1. Die Gruppe O soll alle Primideale des Kérpers Q 
enthalten mit etwaiger Ausnahme einer endlichen Anzahl. 
Es sei E die Gruppe der (functionalen) Einheiten des Kérpers Q. 


Es sei 0’ eine Zahlengruppe von der Art, dass EO’ eine in O 

enthaltene Gruppe von Hauptidealen ist. Ich nehme an 
2. Die Anzahl der Nebengruppen oder die Classenzahl 

(0, EO)=h 
ist endlich (von Null verschieden). 

Die niichste Voraussetzung die zu machen ist, ist weniger ein- 
facher Natur. Sie ist die Verallgemeinerung von bekannten Siitzen, 
die bei der Bestimmung von Classenzahlen mit den Dirichlet’schen 


*) S. diese Annalen Bd. 48, 8S. 433. 
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Methoden gebraucht werden, und rechtfertigt sich durch den Erfolg 
bei Anwendung auf besondere Fille. Diese Voraussetzung besteht 
im Folgenden: 

3. Es sei m irgend ein ganzes Ideal in O, und T oder 


T(t) die Anzahl der in EO’ enthaltenen durch m theilbaren 
ganzen Hauptideale, deren Norm nicht grisser als die positive 
Zahl t ist. Dann soll 


1 


_ gt t=; 
(1) T = Nom + Mt 
und folglich 
(oe 
(2) Lim | = Wis) 


sein, worin g eine endliche von Null verschiedene positive 
Grisse ist, die nur von der Natur der Gruppen O, O' ab- 
héingt, aber von t und von dem besonderen Ideal m unabhigig, 
wihrend M eine Function von t ist, von der nur voraus- 
gesetzt sein soll, dass sie mit unendlich wachsendem t nicht 
unendlich wird. 
Aus den Voraussetzungen lassen sich zunichst einige Schliisse ziehen. 
Die Nebengruppen von O zu EO’ oder die Classen von O nach 
O' bilden eine Abel’sche Gruppe vom Grade hh’. Die Charaktere 
dieser Gruppe seien mit y bezeichnet, und wenn A eine dieser Neben- 
gruppen ist, so seien ¥(A) ihre Charaktere. Ist a irgend ein ganzes 
Ideal der Classe A, so setzen wir 


(3) u(a) = 4(A) 
so dass x(a) eine Einheitswurzel vom Grade h’ ist, die fiir alle Ideale 
einer Classe A dieselbe bleibt. 

Wir betrachten nun fiir ein variables s > 1 die unendliche Reihe 


A iad __ a Pe .. 
(4) SG ae FS 43+: 


worin a die simmtlichen ganzen Ideale der Classe A durchliuft, und 

worin a; die Anzahl unter diesen Idealen ist, deren Norm gleich ¢ ist. 
Hiernach ist, wenn wir die Anzahl der Ideale a, deren Norm 

nicht grésser als ¢ ist, mit Z(t) bezeichnen 

(5) a = T(t) — T(t—1). 

Nehmen wir jetzt ein festes ganzes Ideal m der zu A reciproken Classe 

A-', so ist nach der Bedeutung der Aequivalenz jedes ma ein Haupt- 

ideal der Gruppe EO’ und wenn wir ma alle durch m theilbaren 


Hauptideale aus EO’ durchlaufen lassen, so durchliuft q alle ganzen 
Ideale der Classe A. 
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Es ist also 7'(¢) zugleich die Anzahl aller durch m theilbaren 


ganzen Ideale aus EO’, deren Norm nicht grésser als N (m)é ist. 
Demnach ergiebt sich aus (1) 


1 


© ame 
T(t)=gt—M,t ", 

worin M, bei unendlich wachsendem ¢ endlich bleibt. Hiernach ist 

wegen (5) 


1 


a=g9 + mt ” 


ae 
m, = M,t (i — (1 _ 5 ' _ 


mit unendlich wachsendem ¢ gleichfalls endlich bleibt. 
Daraus folgt 


' t ' t m, 
(6) As) =9' > ae: of 
1,@ 1,@ t n 


worin 


Hier durchliuft ¢ die Reihe der natiirlichen Zahlen, und so lange also 
s > 1 ist, sind die beiden auf der rechten Seite vorkommenden un- 
endlichen Reihen unbedingt convergente und stetige Functionen von s. 
Die zweite Reihe 


geht fiir s = 1 stetig in den endlichen Werth 
P 4 *» : 
14> 
t n 
iiber, fiir die erste aber gilt der Satz 


t 
Lim ( s~h)= re, 
— lo 


und demnach ist 


(7) A(s)= 9 44, 





worin G fiir s = 1 in einen endlichen Werth iibergeht. 
Nehmen wir die Summe der Gleichungen (7) fiir alle Classen <A, 
so ergiebt sich die Dirichlet’sche Classenzahlformel 


j — , 
(8) Lim : =g'h, 
: Lim Nia 
wenn wir die Summe iiber alle ganzen Ideale der Gruppe O erstrecken. 


*) Vgl. des Verfassers Lehrbuch der Algebra, Bd. II, § 191. 
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Wir bilden ausserdem die allgemeineren Summen 


(9) Q(s) -> (A) A(s) “>i, 


worin x einen der Charaktere bedeutet, und im ersten Ausdruck sich 
die Summe auf alle Classen A, im zweiten auf alle ganzen Ideale a 
von O erstreckt. 

Ist y der Hauptcharakter, so gilt fiir Q(s) die Formel (8) d. h. 
(s—1) Q(s) erhilt fiir s = 1 einen von Null verschiedenen endlichen 
Grenzwerth; wenn aber x ein anderer Charakter ist, so ist nach (7) 
und nach einem bekannten Satz iiber die Charaktere*) 


(10) Qis) = >'x(4) G 
also fiir s = 1 endlich. 

Die Reihen Q(s), die, so lange s > 1 ist, unbedingt convergiren, 
lassen sich in bekannter Weise in unendliche Producte umwandeln. 
Man erbalt, wenn » die simmtlichen Primideale der Gruppe O durch- 
lanft**) 


11 Q(s) = _ 
an “ “Ti sdx0> . 
Wir wollen die h’ Charaktere y mit 


Mi> Hor ess Mr’. 
bezeichnen, und unter zy, den Hauptcharakter verstehen. Die ent- 
sprechenden Summen Q, sollen mit 


Q, Q» e+ sy Qy 


bezeichnet werden, so dass die Functionen 


(12) (s —1)Q,, Qo, ~~ +> Ve 
fiir s = 1 endliche Werthe haben. 

Ist A eine unserer Classen, so giebt es einen gewissen kleinsten 
Exponenten f, so dass A/ die Hauptclasse EO’ ist. Wir setzen, da 
f ein Theiler von h’ ist, 

h' = ef. 
Wenn » in der Classe A enthalten ist, so sind alle y,;(p) Einheits- 
wurzeln vom Grade f, und jede f* Einheitswurzel kommt darunter 
gleich oft, namlich e mal vor***), 

Bilden wir also nach (11) das Product aller Functionen (12), so 
erhalten wir 


(13) (DQG: O=J J an er 


*) Algebra Bd. Il, § 11. 
**) Algebra Bd. II, § 192 und Il" Nachtrag. 
***) Algebra Bd. Il, Nachtrag II, Satz 1. 
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Wir unterscheiden nun unter den Primidealen zwei Arten, namlich 
solche p,, bei denen N(p)/ eine natiirliche Primzahl p ist, also N(p)—p, 
f=1, e=h’, und solche p,, bei denen N(p)/ eine hohere als die 
erste Potenz einer Primzahl ist; mit anderen Worten: 

Wir verstehen unter », die in der Gruppe EO’ vorkom- 
menden Hauptideale ersten Grades, unter », die tibrigen 
Primideale der Gruppe O. 

Dabei wollen wir uns jedoch die Freiheit offen lassen, von den Prim- 
idealen ersten Grades der Gruppe EO’ eine beliebige aber endliche An- 
zahl zu Pp. 2u rechnen. 

Diese Annahme hat zur Folge, dass das Product 


Ps 
(14) S=][J0-yoyr*) 


fiir s = 1 einen endlichen von Null verschiedenen Werth hat (Algebra, 
Bd. IL, § 192), und es wird 


(15) (s— 1) Q, Q» ciel -s[[ so nv? 


was nach (12) fiir s = 1 einen endlichen Werth hat. Es kommt darauf 
an, ob dieser Werth auch von Null verschieden ist. Hierzu machen 
wir eine weitere Voraussetzung. 


4. Es soll ein Korper K’' tiber Q existiren, dessen 
relativer Grad v in Bezug auf Q nicht grésser als h’ ist, 
so dass jedes Primideal », in K’ in lauter Primideale ersten 
Grades zerfallt, wihrend die Primideale », in Q bei der 
Zerlegung in K’ keine, oder nur eine endliche Anzahl von 
Primidealen ersten Grades enthalten. 

Wenn wir unter dieser Voraussetzung $$ die Primfactoren der yp, 
im Kérper K’ durchlaufen lassen, so hat nach dem Satze I in § 192 
des zweiten Bandes der Algebra 


P — be l , 
aE — N,(B)~* 


worin die Norm N, in Bezug auf den Koérper K’ genommen ist, fiir 
s = 1 einen endlichen von Null verschiedenen Werth. 

Ist nun N(p,) =p, so ist N,(p,) =p’, und wenn § ein Theiler 
von }, ist, so ist N,(}3) =p. Es enthilt also p, genau » Factoren $f, 
und unter den N, ($8) kommt v mal N(p,) vor. Und nach der Voraus- 
setzung 1. kommen unter den Factoren von yp alle Primideale des 
Kérpers K’ vor (vielleicht mit einer endlichen Anzah! von Ausnahmen). 
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Demnach ist 


p= cant. 

—-[] (1— N(p,)~ *)” 
Dies ist fiir s=1 endlich und von Null verschieden, und aus (15) ergiebt sich 
(16) ((s—1) Q,@%--- Q)" = (s—1)~"' 8" P*. 


Da nun S* P” fiir s = 1 endlich und von Null verschieden ist, und 
das Product (s—1) Q,Q.... Qs wenigstens endlich, so ergiebt sich 
hieraus zweierlei 
I. Der Exponent n — h' kann nicht negativ sein, und 
da v nicht grésser als h’ vorausgesetat ist, so folgt v = h’, 
d. h. der Grad der Korper K’ isi = hi. 
Il. Die Functionen 


(s—1) Q,, Q.,---. Ga 
haben fiir s = 1 endliche und von Null verschiedene Werthe. 
Wenn nun wieder Q(s) eine belicbige der Summen Q; ist, so definiren 
wir nach (11) die Function log Q(s) durch die fiir jedes s > 1 un- 
bedingt convergente Reihe 


+) 
(17) log Q(s) = — "log (1— x(p) N(p)‘) 


Be ++ be 
Wenn x der Hauptcharakter ist, so ist nach dieser Definition 
log Q, (s) reell, und es hat also nach II 
log (s— 1) Q, (s) = log (s —1) + log Q, (s) 
fiir s = 1 einen endlichen Grenzwerth. 


Ist x einer der anderen Charaktere, so hat Q(s) nach II einen 
endlichen von Null verschiedenen Grenzwerth, und wenn also 
Q(s) =e Q(1) 
gesetzt wird, so kann s so nahe an 1 angenommen werden, dass der 
absolute Werth von 6 eine vorgeschriebene Grenze nicht mehr tiber- 
schreitet. Verstehen wir dann unter log Q(1) irgend einen der end- 


lichen Werthe des Logarithmus von @Q(1) und unter WN eine ganze 
rationale Zahl, so ist 


log Q(s) = log Q(1) + 6 + 2N, zi, 
Hieraus folgt aber, dass die ganze Zahl N, mit der Anniiherung von s 
an den Werth 1 nicht ins Unendliche wachsen kann, denn sonst 
miisste sich log Q(s) unstetig fndern, was nach der Definition (17) 


nicht der Fall ist. Es hat also log Q(s) auch fiir s = 1 einen endlichen 
Grenzwerth. 
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Bezeichnen wir, wie oben, mit A eine beliebige Classe oder 
Nebengruppe von O der Zerlegung nach EO’, multipliciren (17) mit 
y(A-*) und bilden die Summe, so folgt nach einem bekannten Satz 
iiber die Charaktere einer Abel’schen Gruppe (Algebra, Bd. II, § 11. 6.) 





x 
L -1 a Ee ee ; 
(18) Dp (A~) og 9) = St DD woe 


1 i 
+3 Dye t 


worin sich die Summe links auf alle Charaktere x bezieht, und auf 
der rechten Seite die erste, zweite, dritte... Swmme sich auch auf 
alle Primideale » erstreckt, deren erste, zweite, dritte... Potene in A 
enthalten ist. . 
Nun hat nach dem, was soeben bewiesen ist, 
log (s— 1) Q, + x,(A-*) log Q, + +++ + yx(A-*) log Qy 

fiir s=1 einen endlichen Werth. Ebenso ergeben alle Glieder der 
rechten Seite von (18) in deren Nenner eine hohere als die s'e Potenz 
einer natiirlichen Primzahl vorkommt, fiir s—=1 eine endliche Summe 
(Algebra, Bd. II, Seite 783), und wir erhalten also, wenn wir alle 
diese Glieder, deren Summe fiir s = 1 endlich bleibt, in dem Zeichen R 
zusammenfassen 


1 1 1 
(19) Zerit R, 


worin sich die Summe links auf alle Primideale ersten Grades der 
Classe A bezielt. 

Da die rechte Seite von (19) fiir s = 1 unendlich wird, so muss 
es auch die linke werden, und es ergiebt sich aus unseren Voraus- 
setzungen der Satz: 

III. In jeder Classe A von O nach EO’ kommen un- 
endlich viele Primideale ersten Grades vor. 


§ 2. 
Priifung der gemachten Voraussetzungen. 


Es kommt nun darauf an, solche Gruppen 0, O’ aufzufinden, die 
dem Voraussetzungen 1) bis 4) des vorigen Paragraphen geniigen. 
Was zuniichst die Forderungen 1) bis 3) betrifft, so kann man diesen, 
ohne die Wahl des Kérpers Q irgend zu beschriinken durch sehr all- 
gemeine Annahmen geniigen. 

Wir lassen also zunichst den Kérper Q vom n'e" Grade ganz 


willkiirlich , und nehmen eine natiirliche Zahl & an. Unter O verstehen 
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wir die Gesaammtheit aller Ideale des Kérpers Q die zu k relativ prim 
sind. Dann ist die Voraussetzung 1) erfiillt. 

Nun sei O’ so gewahlt, dass es nicht nur einzelne Zahlen aus Q, 
sondern ganze Zahlclassen nach dem Modul & enthilt, oder mit andern 
Worten so, dass, wenn « eine Zahl aus O' ist, auch jede mit a nach 
dem Modul k congruente Zahl in O° enthalten ist. 

Eine solche Gruppe will ich hier eine harmonische Zahlengruppe 
nennen, und & ihren Modul. Hierbei ist aber zu bemerken, dass jedes 
Vielfache von k gleichfalls als Modul genommen werden kann. 

Um die Annahme iiber O’ noch etwas zu erweitern, werde in dem 
Falle, dass O' auch Zahlen mit negativer Norm enthalt, O’ noch in 
die zwei Nebengruppen O',, O_ gespalten, so dass O4 die Zahlen aus 
O' mit positiver Norm umfasst. Giebt es dann in Q Einheiten mit 
negativer Norm, dann ist EO’ = E0,; giebt es aber keine solche 
Einheiten, so ist E O', ein echter Theiler von E 0’, und (ZO, E04.) =2. 

Das System O aller Zablen in O umfasst nur eine endliche Anzahl 
von Zahlelassen nach dem Modul & und folglich ist auch (O, 0’) und 
(O , O4,) endlich. 

Sind ferner E und E’ die Gruppen der in O und O' enthaltenen 
numerischen Einheiten, so ist (EZ, E’) endlich und (0, EO) ist die 
Classenzahl des Kérpers Q, mithin auch endlich. Demnach ist auch 

hk’ = (6, £0’) = (0, BO) rE 
endlich, und dasselbe ergiebt sich fiir (O, £04.) (Abhandlung], §3. (12)) ; 

Die Forderung 2) ist also fiir diese Gruppen erfiillt. 

Um die Voraussetzung 3) zu priifen, haben wir die Anzahl 7’ der 
ganzen Ideale der Gruppe EO’ aufzusuchen, die durch ein beliebiges 
in O enthaltenes, also zu k theilerfremdes ganzes Ideal m theilbar sind, 
deren Norm den Werth ¢ nicht iibersteigt. 

Die ganzen Zahlen der Gruppe O’ zerfallen in eine endliche An- 
zahl von Zahlclassen nach dem Modul k, Diese Anzahl soll mit (kh) 
bezeichnet sein, In jeder dieser Zahlclassen giebt es nun, da m relativ 
prim zu k ist, einen durch m theilbaren Reprisentanten 


(1) == Gly My Ay My + ++ * + Anblns 
WOFiD f,, Mo,---, Mn eine Basis von m, und a,, a,,..., d» ein System 
ganzer rationaler Zahlen bedeutet. Wenn wir daher in dem Ausdruck 
(2) w= a+ Kem, + e.My + ++ + Snr) 

= (a, + hay) wy + (dy + hey) hy +++ + (Gn + hen) tn 


a ein volles Repriisentantensystem der Classen von O’ nach dem 


ores 


a 
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Modul & und 2,, 2,..., 2, die Gesammtheit der ganzen rationalen 
Zahlen durchlaufen lassen, so stellt w alle durch m theilbaren ganzen 
Zablen der Gruppe O’, und nichts anderes, dar. 

Ich bezeichne nun mit » — v die Anzahl der conjugirt imaginiren 
Paare unter den mit Q conjugirten Kérpern und mit 2v —n die 
Anzabl der reellen unter diesen Kérpern, so dass nach dem Dirichlet’- 
schen Satze E’ zusammengesetzt ist aus einer Potenzgruppe der Ord- 
nung v--1 und den in O' vorkommenden Einheitswurzeln, deren 
Anzahl w’ sei. 

Unter den Permutationen, durch die Q in die conjugirten Kérper 
iibergeht, behalten wir die reellen und von einem conjugirten Paar 
nur die eine bei. 

So ergeben sich aus jeder Zahl @ in O' v Zahlen 


By Bay os oy Oy 


Q,, Boy o> +9 DW 
angehdren. Diesen Permutationen ordnen wir ein System von Zahleu 
O, , Qos 00 1y & 


zu, so dass @, = 1 oder = 2 ist, je nachdem Q, reell oder imaginir ist. 
Dann sind 


(3) A, = 4, log |«,| $= 1,2,...,” 


die den Kérpern 


die conjugirten Logarithmen der Zahl a. 
Wir nehmen eine Basis ¢,, &,..-, &—1 der in FE’ enthaltenen 
Potenzgruppe und bezeichnen die Logarithmen von ¢; mit 


, 


’ ’ 
lina, lie, eee liv, 


so dass 

(4) Wii tliete- + thi =—9 
und die Determinante 

(5) Ly = >) + Wala ye 


von Null verschieden ist*). 

Den absoluten Werth L’ dieser Determinante nennen wir den 
Regulator von 0’. 

Aus einer Zahl « erhalten wir nun das ganze System der associirten 
Zahlen in O° in der Form 


’ 7H Be Sy 
(6) @ & & ...&1 amB 
wenn die Exponenten s,,s,,..., S»-1 ganze Zahlen sind, und g’ das 


System der Einheitswurzeln in O' durchliuft. 


*) Algebra Bd. II, § 185. 
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Aus dem System linearer Gleichungen 


Bilas + te haa + Ob — ay, 
(7) 
Elis + ee a ee eee 


dessen Determinante vom Zeichen abgesehen gleich mL’, und folglich 
von Null verschieden ist, kénnen die Unbekannten &,, &,..., &—1, & 
eindeutig bestimmt werden. Es ergiebt sich nach (3) und (4) 

(8) né, = log N,(«), 

wenn N, die absolute Norm der Zahl « oder die Norm der Hauptideale 
Ea bedeutet. Die Grdssen &,, &,..., & 1 heissen die Exponenten 
der Zahl «. 

Ersetzt man e« durch die associirte Zah] 8, so andern sich die 
Exponenten um die ganzen Zahlen s,, s,,..., sy. und man kann 
diese letzteren also nur auf eine Weise so bestimmen, dass die neuen 
Exponenten nicht negative echte Briiche werden. Da die Einheits- 
wurzel g’ noch willkiirlich bleibt, so folgt: 

1. Unter einem System associirter Zahlen in O' kann 


man immer w' und nicht mehr finden, deren Exponenten 
den Bedingungen 


(9) 0<§,<1,....0981<1 
geniigen. 7 
Man erhalt daher alle durch m theilbaren Ideale in EO’, und 
jedes von ihnen w’ mal, wenn man in den Ausdruck 


(10) Y = 2 My + Lyy + +++ + Salln 
fiir x; alle Ausdriicke der Form 
(11) x = a; + ke; 


setzt, indem man fiir a,, a, ..., d, die ~(k) durch (1) definirten 
verschiedenen Zahlensysteme setzt, und fiir die 2; alle ganzen rationalen 
Zahlen, fiir die die Exponenten von (10) den Bedingungen (9) geniigen. 

Soll nun die Norm einer so entstandenen Zahl uw dem absoluten 
Werthe nach nicht grésser ais ¢ sein, so kommt noch die Bedingung 
hinzu 


(12) twp"... p<, 
wenn w,@’,...,u die m conjugirten Werthe von u sind. 
Um die Zahl 7 der so erhaltenen Werthe zu bestimmen, fassen 


wir 2, %,..., %, als Coordinaten in einem Raum von » Dimen- 
sionen auf. 


Wir betrachten die linearen Functionen 
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y= Hyy ee + In Un y 
(13) ee, ae ee ee ee 
y™) = Z, um) +eee+ x, po 
und theilen unsern Raum in 2?*-* Abtheilungen, so dass in jeder 
dieser Abtheilungen die reellen unter den Functionen einerlei Vor- 
zeichencombination haben. Es geniigt, wenn wir uns auf den Theil 
des Raumes beschriinken, in dem diese Zeichen alle positiv sind, da 
die andern Theile ganz dasselbe Resultat ergeben, und den aus dem 
einen Theil abgeleitete Werth der Zahl 7 schliesslich nur noch mit 
22" multipliciren. 

Wir beschrinken uns itiberdies auf die Betrachtung eines einzigen 
Systems a,,@,,..+,@,- Auch hier zeigt sich, dass das Resultat von 
diesen a unabhangig ist, und die Endformel ist daher schliesslich noch 
mit ~(k) zu multipliciren. 

Wir nehmen also ein Raumgitter mit der Maschenweite 

1 


(14) A=kt * 

an, in dem die Coordinaten der Gitterpunkte den Ausdruck haben 
1 

(15) x; = (a+ka)t *, 

und haben die Anzahl der Gitterpunkte, 7,, zu bestimmen, die in 

einem folgendermassen bestimmten Volumen V liegen. 

1) Die reellen unter den linearen Functionen y,, y”,..., y™ sollen 
in V nicht negativ werden. 

3) Es soll innerhalb V 
(16) Oss" ...9°S 1 
sein. 

3) Werden dann die Groéssen 4,, 4,,...,4, als die mit den ent- 
sprechenden 0 multiplicirten Logarithmen der absoluten Werthe der y 
definirt, und §,, &,..., § aus den Gleichungen (7) bestimmt, so soll 
(17) 0<%,91.....0G $4962 
sein. 

Fiir das Volumen des so bestimmten Raumtheiles erhilt man 
nun den Werth 

‘6 n—v 7° 
18 Y ax Oe 
(1) N(m) V+ D 
worin + D der absolute Werth der Kérperdiscriminante ist*). 

' *) Vgl. ‘Mectber Dedekind ,,Ueber die Anzahl der Idealclassen in den 
verschiedenen Ordnungen eines endlichen Kérpers“. Festschrift zur Sicularfeier 
von Gauss Geburtstag. (1877) § 12. Dirichlet-Dedekind ,,Vorlesungen tiber 
Zahlentheorie“, 4, Aufl. § 184. Weber, Algebra Bd. II, § 189f. 
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Ist nun 7’, die Anzahl der in dem Volumen V gelegenen Gitter- 
punkte, so ist nach dem von mir in den Nachrichten der Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Gottingen von 1896 bewiesenen Satze 
V=T,4°+ 4,4, 

worin M, fiir unendlich kleine A endlich bleibt, und 
wT = 2?" »(k) T, 

folglich nach (14) und (18) 


1 





't i= 
wenn 
, a wk) LT’ 
I wVED ”’ 
uae em 
kw’ 


gesetzt ist. Dies ist aber die Voraussetzung 3) im vorigen Paragraphen, 
die demnach hier erfiillt ist. 

Wird O', an Stelle von O’ gesetzi, so sind, weun es in O' Zahlen 
mit negativer Norm giebt, die Ausdriicke fiir g’ und M noch durch 2 
zu theilen. Dieser Fall tritt nimlich dann und nur dann ein, wenn 
2v —n> 0 ist, und dann fallt von den 2?" Abtheilungen unseres 
Raumes die Hialfte weg. 


§ 3. 
Specielle harmonische Gruppen. 


Ich betrachte hier besonders dreierlei harmonische Gruppen. 

a) Es bestehe O’ aus allen Zahlen des Kérpers Q, die 
nach irgend einen Idealmodul f mit einer zu f theiler- 
fremden rationalen Zahl congruent sind. Diese Gruppen 
sind harmonische Gruppen als deren Modul jede durch f 
theilbare natiirliche Zahl genommen werden kann. Aus 
ihnen entspringen wie in der Abhandlung I, § 4 gezeigt 
ist, gewisse Ordnungen » und ich will daher der Kiirze 
wegen diese Gruppen hier Ordnungsgruppen nennen. 

Ist £ = 1, so ist O das System aller Zahlen in Q (mit 
Ausnahme der Null) 9’ ist das System aller ganzen Zahlen 
9 in Q. 

Die Classen von O nach EO’ entprechen hier den Idealen der 
Ordnung 09’, und 
(1) hk’ =(0, EO) 
ist die Anzahl der Idealclassen in dieser Ordnung (Abh. 1, § 4). Der 
Satz III lehrt also, wenn er gilt, fir diesen Fall, dass es in jeder 
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Idealclasse der Ordnung »’ unendlich viele Primideale ersten Grades 
giebt. 

Ist Q ein quadratischer Kérper mit der Grundzahl A, und ist Q 
der Fiihrer von 09’, so entspricht jedem Ideal in 9’ eine Basisform 


y = c(t, +t), 
wenn @ eine Irrationalzahl zweiten Grades mit der Discriminante Q?A 
ist, so dass also eine ganzzahlige quadratische Gleichung 
co’ =a+ba, P+4ac=— QA 
besteht (Vgl. § 5 der ersten Abhandlung). 

Nun ist ¢ die absolute Norm von g, also ist » ein Primfunctional 
ersten Grades, wenn ¢ eine natiirliche Primzahl ist, und da ¢ darstellbar 
ist durch die mit — az? — bxy-+ cy’ iquivalenten quadratischen 
Formen, so folgt, dass durch jede primitive quadratische Form der 
Diseriminante Q? D unendlich viele Primzahlen darstellbar sind. 

b) Eine zweite Art harmonischer Gruppen O” erhalten 
wir, wenn O' eine Ordnungsgruppe ist, und O” aus allen 
Zahlen @ in O' besteht, die in Bezug auf irgend einen 
ganzen rationalen Modul m der Bedingung 
(2) N(w) = 1 (mod. m) 
geniigen. 

Ist € der Fiihrer von o’, so kann als Modul der Gruppe O” jede 
durch f und durch m theilbare Zahl genommen werden. Die Ideale 
von O und also auch die Zahlen in O' sind hier relativ prim zu f 
und zu m. 

Ks sei M die Gruppe der nach dem Modul m genommenen zu m 
theilerfremden rationalen Zahlen, und g(m) der Grad von M. In M 
ist eine Gruppe MW’ enthalten, deren Grad wir mit wu’ bezeichnen, deren 
Zahlen a dadurch charakterisirt sind, dass 
(3) N(@) =a (mod. m) 
durch eine Zahl w in O' befriedigt werden kann. Ausserdem ist eine 
Gruppe M” vom Grade uw” in M enthalten, die ihrerseits UM’ als 
Theiler enthalt, deren Zahlen 6 dadurch charakterisirt sind, dass die 
Congruenz 
(4) N(a) = b (mod. m) 
durch ein Ideal a in O befriedigt werden kann. (Erste Abhandlg. § 6.) 

Die Gruppe UM” zerfallt nach M’ in ein System von Nebengruppen 


6) M” =U, + My +--+ Mi, whe 
und wenn b die Zablen einer dieser Nebengruppen durchiiauft, so bilden 


die Ideale q die der Bedingung (4) geniigen, ein Geschlecht fiir den 
Modul m, Es ist also 
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(M”, M’) = kn = t, 


die Anzah) der Geschlechter. Die Eintheilung in Geschlechter hiangt 
im Allgemeinen von m ab, man kann aber, wie in § 6 der ersten 
Abhandlung bewiesen ist, m so annehmen, dass die Hinzufiigung 
beliebiger Factoren zu m keinen Einfluss mehr auf die Eintheilung 
in Geschlechter hat; dann hat man die absoluten Geschlechter 

Aequivalente Ideale kommen in demselben Geschlechte vor, so 
dass nicht nur die Ideale, sondern die Idealclassen in die Geschlechter 
vertheilt sind. 

Die Zahlen b aus einer der Nebengruppen M; will ich mit dem 
Charakter des entsprechenden Geschlechtes G, oder auch einer seiner 
Idealclassen vertriglich nennen. Diese Zahlen 6b sind alle in einer 
endlichen Anzahl von Linearformen mz + 6b enthalten, die gleichfalls 
mit dem Charakter des Geschlechtes G vertrdglich heissen sollen. 

Fiir den Fall der Gruppe O” ist 


(7) h” = (0, EO") = (0, EO) (EO, EO") =k (0, 0"), 


(8) (0, 0”) — Bw, 
also 
(9) h” = Ww = hyp’, 


wenn mit h, die Anzahl der in jedem Geschlecht enthaltenen Ideal- 
classen in 9 bezeichnet wird. 

Die} Nebengruppe von O nach EO” besteht nun aus allen 
Idealen einer Idealclasse in 9’, die einer Congruenz (4) fiir ein bestimmtes 
b geniigen, und unser Satz III besagt also, dass es in jeder solchen 
Idealclasse unendlich viele Primideale ersten Grades giebt, deren Norm 
im einer beliebigen mit dem Charakter der Classe vertrdglichen Linear- 
form enthalten ist. 

Im Falle eines quadratischen Kérpers Q giebt dies den Dirichlet’- 
schen Satz: 

dass durch jede primitive quadratische Form unendlich viele Prim- 
eahlen darstellbar sind, die zugleich in einer mit dem Charakter der 
Form vertriglichen Linearform enthalten sind. 

Eine dritte Art harmonischer Gruppen O” die ich Con- 
gruenzgruppen nennen will, erhdlt man auf folgende Weise. 

Ich nehme eine Ordnungsgruppe O' mit dem Fiihrer f und einen 
beliebigen Idealmodul m. Es werden in O nur Ideale aufgenommen, 
die zu f und zu m relativ prim sind. 

c) Die Congruenzgruppe O”', soll aus allen Zahlen be- 
stehen, die nach dem Modul m mit einer Einheit «& aus O' 
congruent sind, die also der Bedingung 
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(10) @ = (mod, m) 
gentigen. 

Diese Gruppe ist auch harmonisch, und ihr Modul kann jede 
durch € und durch m theilbare Zahl sein. 

Die Gruppe der Einheiten E’ ist hier in O” enthalten. 

Die Gruppe O' zerfallt nach dem Modul m in eine gewisse Anzahl 
von Zahleclassen, die mit ~(m) bezeichnet sein mag. Unter diesen 
Zahlclassen werden sich gewisse finden, die eine Einheit aus O’ ent- 
halten ; diese bilden wieder eine Gruppe, deren Grad mite’ (m) bezeichnet 
sein soll. Es ist dann 


(0, 0”) == wy (m) 
? 


a é (m) 

un 

(11) i” = (0, HO”) = (0, BO) (EO. £0”) 
_ p v(m). 
— hrm) 


Hier nimmt nun der Satz III die folgende Gestalt an: 
Ist a ein Repriisentant irgend einer Idealclasse in 9’, so giebt es 
in dieser Classe unendlich viele Primideale ersten Grades, », so dass 


p= aa 


und @ eine (gebrochene) Zahl in O’, die mit einer beliebig gegebenen 
zu m theilerfremden Zahl in O' nach dem Modul m congruent ist. 

Macht man die Anwendung auf die Hauptclasse, so ergiebt sich 
die folgende schéne Verallgemeinerung des Satzes von den arith- 
metischen Progressionen : 

Es gicbt im 0 unendlich viele ganze Zahlen x, deren Norm eine 
natiivliche Primzahl ist (die also im Korper Q Primideale ersten Grades 
sind) die zugleich mit einer beliebig gegebenen Zahl aus O' nach dem 
Modul m congruent sind. 

Z. B. stellt, wenn a, B Gauss’sche complexe Zahlen (von der 
Form x -+ yi) ohne gemeinschaftlichen Theiler sind, die Linearform 
#§-+ 6 fiir unendlich viele complexe Zahlen § eine complexe Prim- 
zahl dar. 


§ 4. 
Der Classenkérper. 


Alle diese Beweise sind aber nur unter der Voraussetzung § 1, 4) 
d. h, unter der Voraussetzung der Existenz des Kérpers K’ erbracht. 
Das eigentliche Ziel der Untersuchung sind weniger die im Vorher- 
gehenden aufgefiihrten Siitze iiber die Vertheilung der Primzahlen, als 
vielmehr die Untersuchung des Kérpers K’, und besonders die in dem 
Theorem I enthaltenen Irreducibilititssitze. 


Mathematische Annalen, IL 7 
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Solche Kérper K’ sind aber bis jetzt nur in dem Falle bekannt, 
wo Q ein imagindrer quadratischer Korper, also ein quadratischer 
Koérper mit negativer Discriminante ist, und in diesem Falle giebt uns 
die Theorie der elliptischen Functionen solche Kérper. 

Za den Classen der quadratischen Formen einer Ordnung einer 
negativen Discriminante D gehdért eine Classengleichung mit rationalen 
Coefficienten, deren Grad gleich der Classenzahl h’ in dieser Ordnung 
ist. Die Wurzeln dieser Gleichung sind die Classeninvarianten. Der 
durch Adjunction einer Wurzel dieser Gleichung zu Q entstehende 
Kérper, der in Bezug auf Q relativ Abel’sch ist, heisst der Classen- 
kérper der Ordnung vo. 

Um nun nachzuweisen, dass wir diesen Classenkérper in dem 
Falle a), wo O’ eine Ordnungsgruppe ist, fiir den Kérper K’ nehmen 
kénnen, haben wir noch zu zeigen, dass, von Ausnahmen abgesehen, 
jedes Primideal » des Kérpers Q vom ersten Grad, das der Haupt- 
classe angehért, und nur diese, auch im Classenkérper in Primideale 
ersten Grades, [, zerfallen. Damit ein Primideal $8 vom ersten 
Grade sei, ist nothwendig und hinreichend, dass fiir jede ganze Zahl @ 
des Kérpers 
(1) o? =o (mod. $) 
sei, wenn $$ in der natiirlichen Primzahl p aufgeht. 

Wenn nun (k) eine zu der Classe k gehérige Classeninvariante 
ist, so kann jede ganze Zahl @ des Classenkérpers in der Form dar- 
gestellt werden 


(2) @ = a + a,(k) + a, (hk)? +--+ =f(k) 

worin a), 4@,,... Zahlen des Kérpers Q sind, die zwar gebrochen sein 
kénnen, aber nur so, dass der Nenner eine feste natiirliche Zahl ist, 
deren Primfactoren wir zu den Ausnahmen rechnen. Da nun, wenn 
p in Q in Primfactoren » vom ersten Grade zerfallt, 


a? = a, (mod. p) 
ist, so reducirt sich (1) nach (2) auf die eine Congruenz 
(3) (k)? = (k) (mod. §). 
Nun ist aber, wenn p durch die Formen der Classe / darstellbar ist 
(k)? = (Uk) (mod. 8), 
und es ergiebt sich also aus (3) die Bedingung 
(4) (k) = (lk) (mod. §). 


Rechnen wir aber noch die Primzahlen, die in der Discriminante der 
Classengleichung aufgehen, zu den Ausnahmen, so ist (4) nur méglich, 
wenn / die Hauptclasse der Ordnung »v’ ist. 
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Da die Primzahlen, die schon im Kérper Q nicht in Primfactoren 
ersten Grades zerfallen, auch nicht im Classenkérper in Primfactoren 
ersten Grades zerfallen kénnen, so ist damit ftir den Fall der Ord- 
nungsgruppen die Frage erledigt.*) 

Die Classengleichung zerfallt durch Adjunction einer gewissen An- 
zahl reeller Quadratwurzeln in Factoren, deren jeder einem Geschlechte 
entspricht, und deren Grad hf, gleich der Anzahl der in einem Ge- 
schlechte enthaltenen Idealclassen ist*). Wenn wir nun dem Classen- 
kérper K’ noch die m'” Kinheitswurzeln g adjungiren, wobei m so 
gewahlt sein soll, dass alle jene zur Zerfallung der Classengleichung 
gebrauchten Quadratwurzeln und auch YA rational durch 9 ausdriick- 
bar sind, so entsteht ein Kérper K”, dessen Grad héchstens gleich 
g(m) h, ist, und dessen relativer Grad in Bezug auf Q nur halb so 
gross ist. 

Im Falle des quadratischen Kérpers ist nun nach den Sitzen von 
Gauss und Dirichlet***) der Grad w” der Gruppe M” (§ 3) gleich 


 @ (m) und folglich ist der relative Grad von K” in Bezug auf Q 
héchstens gleich h”. (§ 3, (9).) 

Ist $8 ein in p aufgehendes Primideal des Koérpers K”, so ist 
$$ dann und nur dann vom ersten Grade, wenn fiir jede Zahl @ aus 


K" die Bedingung (1) erfiillt ist. Diese Bedingung aber lisst sich, 
von Ausnahmen fiir p abgesehen, durch die beiden Bedingungen 


(4) (k)?=(k), 0? =e (mod. $) 


ersetzen, und diese beiden Bedingungen sind nur dann beide erfiillt, 
wenn p durch die Hauptclasse der Ordnung o’ darstellbar und zugleich 
congruent mit 1 nach den Modul m ist, d. h. wenn die Primfactoren 
y von p in Q in der Gruppe ZO” enthalten sind. Der Kérper K” 
ist also auch fiir den Fall b) nachgewiesen. 

Es ergiebt sich daraus, dass der Grad dieses Kérpers in Bezug 
auf Q wirklich gleich kh” ist, und wir schliessen hieraus das bis jetzt 
noch nicht anf andere Weise bewiesene Resultat: 


Die Classengleichung ist auch in dem Korper, der alle Einheits- 
wurzeln enthdlt, nicht weiter zerlegbar als in die den Geschlechtern 
entsprechenden Factoren. 


*) Ueber die hier benutzten Sitze vergl. mein Buch ,,Elliptische Functionen 
und algebraische Zahlen‘“* Braunschweig 1890. §§ 88, 109, 110f. Die dort auf 
anderem Wege bewiesene Irreductibilitit der Classengleichung ist hier aufs neue 
bewiesen. 

**) Ellipt. F. § 106, 
***) Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie § 125, § 155f. 
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Die bisherigen Sitze (mit Ausnahme des letzten) sind schon auf 
anderem Wege bewiesen und geben uns also ausser der Methode und 
einem tieferen Kinblick in ihren Zusammenhang, keine eigentlich neuen 
Resultate. Anders verhilt es sich aber, wenn wir die Gruppe O”’, die 
in § 3 unter c) naher beschrieben ist, in ahnlicher Weise betrachten. 
Dazu ist es erforderlich, noch héhere Kérper heranzuziehen, namlich 
die aus der Theilung der elliptischen Functionen mit singuliren Moduln 
entspringenden, deren Untersuchung im letzten Abschnitt meines 
citirten Buches zwar angebahnt, aber noch nicht weit genug gefihrt 
ist. Dies aber erfordert umstindlichere Erérterungen aus der Theorie 


der elliptischen Functionen, die einer folgenden Abhandlung vorbehalten 
bleiben miissen. 














Ueber Tripelsysteme. 
Von 


Lotuar HerrTer in Giessen. 


Das Problem der Tripelsysteme wurde — wie bisher nicht bemerkt 
worden zu sein scheint — zuerst von Jakob Steiner aufgestellt, 
der im Jahr 1862 die ,,combinatorische Aufgabe“ notirte: ,,Welche 
Zahl nm von Elementen hat die Eigenschaft, dass sich die Elemente so 
zu dreien ordnen lassen, dass je zwei in einer, aber nur in einer 
Verbindung vorkommen? Wie viel wesentlich verschiedene Anord- 
nungen, d. h. solehe, die nicht durch eine blosse Permutation der 
Elemente aus einander hervorgehen, giebt es bei jeder Zahl? u. s. w.“*) 
Diese Anordnung von » Elementen nennt man aber heutzutage ein 
Tripelsystem. 

Eingehend mit Tripelsystemen und ihrer Anwendung in der Algebra 
haben sich sodann die Herrn Noether**), Netto***), Moorey) und 
De Vries7t}) beschiftigt, die letzteren drei namentlich auch mit der 
Frage der Herstellbarkeit und mit der wirklichen Herstellung von Tripel- 
systemen bei den einzelnen Zahlen ». Man fand bald, dass Tripel- 
systeme nur mdglich sind bei den Zahlen der Form »—6m-+ 1 und 


»=6m-+3 und dass die Anzahl der Tripel eines Systems — wenn 


— n(n—1 
ein solches existirt — ™! ; ) 





ist. Herr Netto hat abgesehen von 


einigen zuriickfiihrenden Sitzen gezeigt, wie bei den Primzahlen der 
Form 6m-+ 1 eine cyklische Anordnung der Tripel méglich ist; 
ebenso, wenn »—=6m -+ 3 das 3-fache einer Primzahl der Form 6% + 5 
ist. Allein es blieb die Frage noch offen, ob bei jeder Zahl 6m + 1 
und 6m-+3 Tripelsysteme existiren. Diese Frage hat dann Herr Moore 


*) Ges, Werke Bad, II, S. 436. 
**) Math. Ann. Bd. 15, (1879) 8. 89 ff. 
***) Die Substitutionentheorie und ihre Anwendungen in der Algebra‘. 
Leipzig, 1882, S, 2204f. — Math. Ann, Bd, 42, (1892) S. 143ff. Im Folgenden wird 
immer auf diese letztere Publication Bezug genommen, 
+) Math. Ann. Bd. 43, (1893) S. 271 ff. 
+t) Rend. del Circolo Mat. di Palermo vol, 8, (1894). S, 222ff. 
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in bejahendem Sinne entschieden; freilich in so complicirter Weise, 
dass eine weitere Vereinfachung erwiinscht scheint. 

Nun habe ich schon in einer friiheren Arbeit ,,Ueber das Problem 
der Nachbargebiete “*) beilaiufig erwihnt, dass dieses Problem in seiner 
arithmetischen Einkleidung jenem Steiner’schen Problem der Tripel- 
systeme verwandt ist. Als Nachbarpunkte bezeichne ich nimlich n 
Punkte auf einer Oberfliiche von hinlinglich grosser Geschlechtszahl, 


deren jeder mit allen m — 1 iibrigen durch Linien auf der Fliche 


ae) Verbindungslinien einander nicht 


derart verbunden ist, dass die 
schneiden. In gewissen Fiillen zerlegen diese Verbindungslinien die 
Oberfliiche in nn Dreiecke. Setzt man nun an die » Punkte z, B. 
die n Zahlen 0, 1, 2, ..., m — 1 und gelingt es, von den se—9) 
Dreiecken derart die Hialfte zu schraffiren, dass lings jeder Linie ein 


schraffirtes und ein nicht schraffirtes Dreieck aneinander grenzen, so 
ist ohne Weiteres zu iibersehen, dass sowohl die ee-) 
- n(n—1) 
die - —ore 


weissen, als 
schraffirten Dreiecke ein Tripelsystem bilden. 


Die Ergebnisse meiner schon citirten Arbeit sollen daher im folgen- 
den fiir den Bau von Tripelsystemen nutzbar gemacht werden. Dies 
fiihrt dazu, das Problem der cyklischen Anordnung solcher Systeme 
im Falle 6m-+ 1 und 6m + 3 je auf ein anderes einfacheres arith- 
metisches Problem zu reduciren. Diese werden — abgesehen von den 
schon durch Herrn Netto erledigten Fallen — geldst fiir die Fille 
n = 12k + 7, wenn 4k + 3 eine Primzahl mit der primitiven Wurzel 2 
ist, n = 6m-+ 3, wenn 6m + 3 das 3-fache einer beliebigen Primzahl 
ist, und ausserdem fiir alle tibrigen Zahlen 6m + 1 und 6m + 3 unter 
100. Mit der allgemeinen Lésung der beiden Probleme wiirde die 
erschépfende Natur der Resultate von Herrn Moore mit der Eleganz 
derer von Herrn Netto verbunden sein. 


§ 1. 


Bedingung fir die cyklische Anordnung der Tripel im Falle 
n=6m-+ 1. 


Im Falle n= 6m +1 seien 0,1,2,...,6m die 6m+ 1 Ele- 
mente, aus denen ein Tripelsystem gebildet werden soll. Unter einer 
cyklischen Anordnung des Tripelsystems wollen wir eine solche verstehen, 

2 


bei der aus ~ s— =m Tripeln alle tibrigen durch cyklische Verschiebung 








*) Math. Ann, Bd. 38, (1891) S. 477{f. S. besonders die Anm. §, 496. 
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der Zahlen 0, 1, 2, ..,, 6m in der natiirlichen Folge hervorgehen; 


z. B. fiir m = 7 entstehen so aus (0 1 3) die 7 Tripel des Systems 
01283 465 6 
123 45 6 0 
345 601 2 
Sei nun 
a,, b, C13 a2, bp, Ce 3-003 Gans b, Cn? 


a+1, O&+1, +1; Gg+1, Bet1, +1 +003 @,+1, b,+1, Cy +1; 


atn—1, b--m—1, yf M—1;  agfn—1, dy-+-n—1, Cyfn—1;...; @,,-++-n—1, b, +n—1, ¢, +n—1, 


wobei alle Zahlen natiirlich mod. (n—6m--1) zu nehmen sind, ein 
solehes cyklisches Tripelsystem, so sind fiir jede der m Colonnen die 
3 Differenzen zwischen den 3 Zahlen bei irgendwie festgelegter Folge 
stets dieselben, z. B. fiir die erste Colonne stets 
by - a, & —b,, a, — eG. 

Macht man die negativen dieser Differenzen durch Hinzufiigung von 
6m-+-1 positiv, so ist die Summe der drei Zahlen stets =0 mod. 6m-+-1. 
Ausserdem kann weder dieselbe Differenz ein zweites Mal auftreten, 
noch auch ihre Erginzung zu 6m + 1, — wofiir wir kurz Supplement- 
zahl sagen wollen, -- da sonst gewisse Zahlenpaare in den Tripeln 
nicht nur einmal, sondern zwei Mal vorkiimen. Umgekehrt erhalt man 
augenscheinlich ein cyklisches Tripelsystem, sobald die 3m Differenzen 
den angegebenen Bedingungen gemiiss ausgewahlt sind. Da nun alle 
méglichen Differenzen zwischen den Zahlen 0, 1,2,..., 6m durch die 
Zahlen 1, 2, ..., 6m gegeben sind, so ist die cyklische Anordnung 
eines Tripelsystems von 6m-+ 1 Elementen mit der Lésung des 
folgenden Problems fquivalent, das wir als Diéifferenzenproblem I. 
bezeichnen: 

I. Aus den Zahlen 1,2,....6m sind m Gruppen von je dreien 
zu bilden, sodass 

1) die Summe der drei stets =0 mod. 6m + 1 ist, 

2) alle 3m Zahlen von einander verschieden sind, 

3) nicht zwei der 3m Zahlen sich zu 6m + 1 ergdnzen. 

Ersetzt man alle Differenzen, die >3m sind, durch ihre Supplement- 
zahlen, so nimmt das Differenzenproblem die folgende Gestalt an: 

la. Die Zahlen 1, 2,...,3m sind so in m Gruppen von je dreien 
zu ordnen, dass bei jeder der Gruppen entweder die Summe der drei 
Zahlen = 6m-+ 1 oder aber die eine der Zahlen gleich der Summe 
der beiden andern ist*). 


*) Will man umgekehrt eine Differenzenanordnung la zur Herstellung des 
Tripelsystems benutzen, so ist zu bemerken, dass entweder die Zahlen, welche 
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Fiir den Fall, dass 6m-+ 1 eine Primzah] (mit der primitiven 
Wurzel g) ist, hat Herr Netto (a. a. O. § 4) dieses Problem implicite 
gelést durch die Anordnung der Differenzen 
(1) 9% 9, —9759', Pr — gO, 9; 5 gh Get — get, Pw. 
Eine zweite Lésung wire 
(2) g", , ar = g", —g™; g™t, gent —grth, —g ot. = 

aa fr, gmt —gn-', —gi-! 
Dass beide iquivalent, d. h. nicht wesentlich verschieden sind, ergiebt 


sich daraus, dass die Tripel, die nach (2) gebildet werden, aus den 
nach (1) gebildeten durch Multiplication mit g” hervorgehen. 


§ 2. 
Aus Nachbarconfigurationen ablesbare cyklische Tripelsysteme fir 
n=6m+1. 

Fiir eine weitere Classe von Zahlen der Form 6m -+ 1 wird das 
Problem I durch die in meiner citirten Arbeit gegebenen Configurationen 


gelést. Die S. 499 (a. a. O.) gegebene Gruppirung (G) der Zahlen 
1, 2,,..,6m zu je dreien*) 


























































‘ 3, se.) 2m—3,2m—1; 2m+1,2m+3,..., 4m—3,4m—1; 
(G) 2, 4 y.62m—2,2m ; 4m+1,4m-+3,..., 6m— 3,6m—1; 





6m—2,6m— 6,...,2m+6,2m+2; 6m =, 6m—-4,..., 2m+8,2m+4; 
besitzt naimlich bereits stets die Eigenschaften 1) und 2) des Differenzen- 
problems. Es kommt nur darauf an, ob sich die 6m Colonnen so in 
zweimal 3m sondern lassen, dass auch Higenschaft 3) fiir jede dieser 
beiden Colonnengruppen besteht. 

Wenn nun m eine ungerade Zahl ist; also mn = 6m + 1 zugleich 
die Form 124+ 7 hat und ausserdem 4% -+ 3 eine Primzahl mit der 
primitiven Wurzel 2 ist, — dieser Fall spielte gerade bei meiner 
friiheren Untersuchung eine ausgezeichnete Rolle — so kann man die 
Zahlen der mittelsten Zeile von (G) als die mod. 4k +3 = 2m-+ 1 
genommenen Potenzen von 2 ansehen, wobei den ungeraden Potenz- 
resten noch 8k + 4 = 4m addirt ist. Die Colonnen der linken Halfte 
von (G) haben dann simmtlich die Gestalt 
(3) (2%)— 1, (2%), n—2(2*)+ 1, 
die der rechten Hilfte aber 


(4) (2?) + 4k+2, (20)4+ 8k +4, n— 2(2%)+1, 


gleich der Summe der zwei andern sind, erst durch ihre Supplemente zu ersetzen 
sind , oder aber diese Differenzen riickwarts genommen werden miissen. 

*) Die jetzige Schreibweise dieser Tabelle unterscheidet sich von der damaligen 
nur durch eine Vertauschung von Zeilen und Colonnen. 
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wo die Potenzreste von 2* mod. 4k + 3 saémmtlich gerade, die von 
2¢ simmtlich ungerade sein sollen, (2%) und (2¢) diese Potenzreste 
bedeuten und @ und # zusammen die Werthe 0,1, 2,...,44 + 1 an- 
nehmen. Beschrinkt man nun @ und Bf entweder auf die geraden 
oder auf die ungeraden der Zahlen 0, 1, 2,...,4k-+ 1, so ist leicht 
zu zeigen, dass unter den 3m Zahlen, die man dabei aus (G) jedesmal 
beibehalt, nicht zwei Supplementzahlen vorkommen. Da in (G) die 
Supplementzahlen der ersten Zeile in der dritten Zeile stehen, jedoch 
nie in derselben Colonne, und diejenigen der Zahlen in der linken 
Halfte der zweiten Zeile in der rechten Hiilfte derselben Zeile, so hat 
man nur zu zeigen, dass keine der 5 Gleichungen bestehen kann, in 
denen » = 12k +7 und a@ und a’, sowie B und #’ von einander ver- 
schieden siad, 


(5) (2°) + 2) + 8k 4—n, 

6) (2*) —1+n—22)+1—n, 

(7) (2°) —1+n— 2(28)+1—n, 

(8) (2) + 4k4+24n—2(2)+1—n, 
(9) (26) + 4k 4+ 2+  — 2(2%) 4+ 1—n. 


Dies folgt aber sehr einfach aus der Annahme, dass 2 primitive 
Wurzel von 4k + 3 und a, a’, B, B’ entweder simmtlich gerade oder 
simmtlich ungerade sind. 

Somit ist gezeigt, dass man aus der Anordnung (G) falls m=2k-+- 1 
und 4k + 3 eine Primzahl mit der primitiven Wurzel 2 ist, unmittelbar 
zwei Lisungen des Problems I. ablesen kann, — oder in geometrischer 
Kinkleidung — dass die in der FEinleitung besprochene Schraffirung 
der Nachbarconfiguration in diesem Falle méglich ist. 

Z. B.n=55, k= 4, 44+ 3 —19; 2 ist primitive Wurzel von 
19. Die Anordnung (G) lautet 


13 5 7 911 13 1517 19 21 23 25 27 29 31 33 35, 
2 4 6 8 10 12 14 16 18 37 39 41 43 45 47 49 51 53, 
52 48 44 40 36 32 28 24 20 54 50 46 42 38 34 30 26 22. 


Die Reste der ungeraden Potenzen von 2 mod. 19 sind 
2, 8, 18, 14, 18, 15, 3, 12, 10, 

und, wenn man die utigeraden unter ihnen um 8k + 4 = 36 vermehrt, 
2, 8, 49, 14, 18, 51, 39, 12, 10. 


Folglich bilden sowohl diejenigen 9 Colounen aus (G), welche diese 
Zahlen in der Mittelstelle haben, als auch die 9 tibrigen je eine Lésung 
von I; d. h. wir haben die Lésungen 
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2 8 49 14 18 51 39 12 10 


1 7 31 13 17 33 21 11 9 
hee 28 20 26 50 32 36 


3 5 15 19 23 25 27 29 35 
| 4 6 16 37 41 43 45 47 53 
48 44 24 54 46 42 38 34 22. 
§ 3. 
Weitere Lisungen des Differenzenproblems I. 

Das Problem I ist jedoch auch in solchen Fallen lésbar, wo 6m-+ 1 
weder eine Primzahl ist noch der im vorigen Paragraphen zu Grunde 
gelegten Bedingung gentigt. Dies soll durch seine Lésung — und zwar 
in der leichter zu tibersehenden Form Ia — fiir alle Zahlen unter 100 
gezeigt werden, die weder der einen noch der andern Bedingung 
geniigen, namlich fiir die Zahlen 25, 49, 85, 91. 

Fiir » = 25 sind z. B. zwei Lésungen — es giebt deren eine 
ganze Anzahl — 
| 1 795 
| 101283 
| 4 612 


2 6 5 
7 9 


1 
3 
4 


8 

10 12 11 
n= 49 

23 19 15 11 21 1696 


18 20 22 24 171375 
8 10 12 14 4321 


n = 85 
41 37 33 29 25 21 17 39 31 27 23 15 12 7 
30 32 34 36 38 40 42 35 28 19 13 9115 
14 16 18 20 22 24 26 43 810 6 12 


n= 91 
45 41 37 33 29 25 21 43 35 31 27 23 17 13 10 
32 34 36 38 40 42 44 39 30 28 191215 7 9 
14 16 18 20 22 24 26 4588 811 261 
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§ 4. 
Bedingung fiir cyklische Anordnung der Tripel im Falle n —6m +3. 
Wenn n = 6m + 3, ist 


n(n — 1) (6m-+- 3) (6m-+-2) 
eS Ea (2m+1) (3m+ 1) 


nicht durch 6m -+ 3 theilbar; eine cyklische Anordnung der Tripel 

aus den Elementen 0, 1,2,...,6m-+ 2 genau wie im Falle 6m-+ 1 

ist daher hier nicht méglich. Man kann aber zuniichst alle 6m + 3 

Zahlenpaare mit der Differenz 2m + 1 zu 2m -+ 1 Tripeln vereinigen, 

indem man einfach von 

(12) 0, 2m+1 4m+2 

etwa ausgeht und daraus durch cyklische Verschiebung der Zahlen 

0,1,2,...,6m-+- 2 2m andere Tripel ableitet. Bei der (2m-+ 1)" 

Schiebung wiirde naimlich das Ausgangstripel (12) wieder erscheinen. 
In Bezug auf die 6m iibrigen Differenzen ist dann auf Grund 


genau derselben Ueberlegungen wie in § 1 das Differenzenproblem II 
zu lésen: 


Il. Aus den Zahlen 0, 1, 2,...,2m,2m+2,,...4m+1, 4m+3,.. 
.,6m+2 sind m Gruppen von je dreien zu bilden, sodass 

1) die Summe der drei stets =0 mod. 6m + 3 ist, 

2) alle 3m Zahlen von einander verschieden sind, 

3) nicht zwei der 3m Zahlen sich zu 6m-+3 ergdnezen. 
Ersetzt man wieder alle Zahlen, die >3m--1 sind, durch ihre Supple- 
mentzahlen in Bezug auf 6m-+ 3, so erhilt man die einfachere 
Fassung desselben Problems: 

Ila. Die Zahlen 1, 2,...,2m, 2m+2,...,3m+ 1 sind so in 
m Gruppen von je dreien zu ordnen, dass bei jeder Gruppe entweder 
die Summe der drei Zahlen = 6m + 3 oder aber die eine der Zahlen 
gleich der Summe der beiden andern ist. 

Dieses Problem ist wiederum von Herrn Netto (a. a. QO. § 5) fiir 
den Fall 
(13) n = 6m + 3 = 3(6k-+5), 
wo 64 -+ 5 eine Primzahl ist, durch die Anorduung*) 
(14) 9’, g"—9’, —g"; g' gut —g',—g™tts...3g™- 1 g?m-t—_gn 1 —g"-, 
wo g eine primitive Wurzel von 2m-+ 1—6k-+ 5 ist und der Be- 
dingung 


(15) g™ = 1 mod. 3 

*) Fiir die Vergleichung mit den Formeln von Herrn Netto bemerke ich, dass 
der Buchstabe m in § 5 dort mit unserm & zu identificiren ist, sodass also 3m-+-2 
in den Netto’schen Formeln bei uns durch m zu ersetzen ist. 
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geniigt, die Potenzen von g aber mod. 3(2m+1) genommen sind. 
Die Multiplication der Zahlen in (14) mit g” wiirde abgesehen von 
der Umkehrung aller Vorzeichen dieselbe Anordnung wieder erzeugen, 
also auch kein neues Tripelsystem liefern, 

Im folgenden Paragraphen soll jedoch nun gezeigt werden, dass 
das Differenzenproblem II durch die Anordnung (14) thatsichlich fiir 
das 3-fache jeder beliebigen Primzahl gelést ist, sobald nur die Be- 
dingung (15) fiir g noch durch eine etwas weitere ersetzt wird. 


§ 5. 
Liésung des Differenzenproblems II fir 6m-+ 3, falls 2m-+ 1 eine 
beliebige Primzahl. 
Es sei 2m-+ 1 eine beliebige Primzahl und g eine zugehdrige 
primitive Wurzel, die der Bedingung 
(16) g = 1 mod. 3 
gentigt. Eine solche existirt stets, ausser wenn 2m + 1—= 3, also 
6m + 3 =9 ist. Denn, wenn eine beliebige primitive Wurzel g von 
2m-+ 1 jene Higenschaft nicht hat, so ist dies bei 
gG+2m+1 oder g +4m+2 
sicher der Fall, sobald nicht 2m + 1 = 3 ist. 
Ist g so bestimmt, so stellt die im vorigen Paragraphen aus den 


Entwicklungen von Herrn Netto entnommene Anordnung 


g° g' ae g" 1 
(17) —g" —gt ... —g=! (mod. 6m-+-3) 
g"—g grt —q' mee g™ 1 gm-l 
fiir jede Form der Primzahl 2m + 1, d. h. sowohl fiir 
a) 2m+1=6k +1. 
als auch 
b) 2m+1—6k+5 
eine Lésung des Differenzenproblems Il dar. 

Da mit der Bedingung (16) zugleich auch die Bedingung (15) 
von g erfiillt wird, so kénnten wir uns beim Beweis auf den Fall a) 
beschranken und fiir b) auf die Ableitung von Herrn Netto berufen. 
Wir ziehen es aber vor, nochmals den ganzen Beweis zu liefern, um 
deutlicher hervortreten zu lassen, wie sich die Fille a) und b) scheiden. 

Zuniichst ist evident, dass die Summe der drei iibereinander stehen- 
den Zahlen in (17) stets = 0 mod. 6m -+ 3 ist. Dass die Zahlen der 
zwei ersten Zeilen in (17) simmtlich verschieden und nicht zwei von 
ihnen Supplementzahlen sind, ergiebt sich folgendermassen. Die Zahlen 
der zwei ersten Zeilen sind nicht durch 3 theilbar, da g nicht durch 3 
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theilbar, der Modul aber 3(2m-+-1) ist. Da ferner g primitive Wurzel 

von 2m -+ 1 ist und (16) besteht, so sind auch die Potenzreste von 
9, 9',.--5 gp" mod. 3(2m+ 1) 

siimmtlich verschieden. Es ist daher nur noch zu zeigen, dass nicht 

zwei dieser Potenzreste Supplementzahlen mod. 6m + 3 sein kénnen. 

Wenn nun irgend zwei dieser Potenzen Supplementzahlen wiren, 
so miisste auch eine Potenz, etwa g* mit g? — 1 Supplementzahl sein, 
d. h. es wire 
(18) g* = — 1 mod. 3(2m+1). 

Dies erforderte aber die zwei Congruenzen 

(19) g* = — 1 mod. (2m+1), 
(20) = — 1 mod. 3, 

von denen die letzte nach (16) ausgeschlossen ist. 

Die Zahlen der ersten beiden Zeilen von (17) sind also simmtlich 
nicht durch 3 theilbar, siimmtlich verschieden und nicht zwei von 
ihnen sind Supplementzahlen. 

Da die Zahlen der dritten Zeile von (17) aus denen der ersten 
bezw. nur durch Multiplication mit g™ — g® entstehen, ist schon be- 
wiesen, dass auch sie sémmtlich verschieden sind und nicht zwei von 
ihnen sich zu 6m-+ 3 erginzen. Der ganze Beweis ist vollstandig, 
sobald noch gezeigt ist, dass die Zahlen der dritten Zeile simmtlich 
durch 3 theilbar sind. 

Es ist 

g” + 9° =0 mod. 2m + 1; 
dagegen ist die Congruenz 


g™ + g° =0 mod. 6m + 3 
durch die vorangehende Betrachtung ausgeschlossen , da g”™ und g® nicht 
Supplementzahlen sind. Also ist entweder 
a) g™+ 9 =2m-+ 1 mod. 6m+ 3 


B) g™+ 9° =4m-+ 2 mod, 6m + 3. 
Wenn nun Fall a) vorliegt, d. h. wenn m = 3k ist, so wiirde nach a) 
g” durch 3 theilbar sein, was schon ausgeschlossen ist; also muss im 
Falle a) die Congruenz #) gelten, woraus dann folgt 


g” — g° =4m= 12k mod. 6m + 3, 
sodass alle Zahlen der dritten Zeile in (17) durch 3 theilbar sind. 
Wenn aber b) vorliegt, d. h. m = 3k + 2 ist, so wiirde nach B) 
g” durch 3 theilbar sein; also muss jetzt a) gelten, woraus in Ver- 
bindung mit b) wieder folgt, dass gy — g® durch 3 theilbar ist. 


oder 
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Als Beispiele mégen dienen 6m + 3 = 15, 21. 
6m+3—15—3.5; g=10; die Liésung des Differenzenproblems 
nach der Anordnung (17) lautet: 


5 3 
5 ll 2 
5 3 6. 


n= 2l=3. 7; g = 10; die Lésung nach (17) lautet 
7 1 10 16 
7 8 17 2 
7 12 15 3. 


§ 6. 
Der Ausnahmefall 6m + 3—9. 


Die einzige Ausnahme von der Lésung des Differenzenproblems II 
nach der Methode des vorigen Paragraphen bildet der Fall » = 9, 
d. h. der erste iiberhaupt auftretende Fall, wenn von dem trivialen 
nm = 3 abgesehen wird. Dass bei 6m -+ 3 = 9 aber iiberhaupt keine 
Lésung von II evistirt, sieht man sofort aus der Form Ila des Dif- 
ferenzenproblems. Die Zahlen 1, 2,4 haben eben weder die Summe 9, 
noch ist die grésste von ihnen gleich der Summe der beiden andern. 

Als Ersatz kann hier die Differenzenanordnung gelten: 


3 12 4 
(21) . 296 
.* £2 t. 


Bei Bildung der Tripel mit den Differenzen a, a, 2a miissen dann 
aus einem Tripel die tibrigen immer durch die cyklische Substitution 
(01234567 8) 

hergeleitet werden. Man erhialt so das Tripelsystem 











O}1/2 O}/38/6 2/5/8 6/o)38 

ti: iat: 4/7/1 ah 

eiz7is e2lsis e6lols sisie. 
8 7. 


Weitere Liésungen des Differenzenproblems fiir 6m + 3. 


Auch das Differenzenproblem Il ist in seiner Lésbarkeit nicht 
auf die bisher behandelten Fille beschriinkt. Es sei zum Schluss 
gestattet, fiir alle Zahlen 6m-+ 3 unter 100, wo 2m-+1 keine 
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Primzahl ist, eine Lésung anzugeben, was wiederum in der leichter 
as zu tibersehenden Form Ila geschehen soll. 


6m + 3 = 27 
9 131286 
9 111074 
9 3 512; 


6m + 3 = 45 
15 21 20 19 22 13 12 4 
15 1817 161411 73 
15 #8646 810 9 2 51; 


6m + 3 = 63 
ll 21 31 30 29 28 27 20 18 17 16 9 
9, 21 26 25 24 23 22 19 15 13 11 7 
en 21 6 8 10 12 14 13 4 52; 
ne 
if- 6m + 3 = 75 
9, 25 37 36 35 34 33 32 24 22 21 19 16 12 
‘ 25 31 30 29 28 27 26 23 20 18 1410 8 
25 7 91113 1517 12 3 5 6 4; 
6m+ 3 = 81 
27 «39 38 37 36 35 34 40 26 24 21 20 12 10 
nn 27 33 32 31 30 29 28 23 425 221614 8 7 
n 27 91113151719 . 1 12 5 6 4 3; 
6m + 3 = 99 
33-49 48 47 46 45 44 43 42 32 31 30 29 24 22 20 12 
33 = 41 40 39 38 37 36 35 34 25 26 27 28 14 16 18 8 
33-9: 11 13 15 17 19 21 23 75 3 110 6 2 4. 
Der noch ausstehende Beweis fiir die allgemeine Lésbarkeit der 
Differenzenprobleme I und II und die Angabe einer oder mehrerer 
ht allgemein giiltiger Lésungsmethoden wiirde die Frage der Construction 
18s der Tripelsysteme erheblich férdern. Es wiirde das Tripelsystem 


ausser bei m == 9 stets so gebaut werden kénnen, dass die Tripel- 
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gruppe die der cyklischen Substitutionen enthilt. Erwiagt man aber, 
dass bei den Primzahlen 6m-+ 1 noch von der Netto'’schen ver- 
schiedene Lésungen des Problems I méglich sind, z. B. bei 31 nach 
§ 2, ferner, dass bei 7 eine, bei 13 ebenfalls nur eine, bei 19 vier, 
bei 25 schon erheblich mehr verschiedene Lésungen existiren und 
dass Aehnliches bei den Zahlen 6m-+ 3 gilt, so scheint es in der 
That, dass nicht nur die Probleme I und II stets lésbar sind (ausser 


bei » = 9), sondern dass auch die Anzahl der Lésungen im Allge- 
meinen mit der Zah] selbst wiichst. 


Giessen, 17. October 1896. 
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Ueber die Zahl der verschiedenen Werthe, die eine Function 
gegebener Buchstaben durch Vertauschung derselben erlangen 
kann. 


Von 


Autrrep Bocuert in Breslau. 


II. 


In den friiher erschienenen Theilen*) dieser Arbeit ist zur Erlangung 
unterer Werthezahlgrenzen das Verfahren angewendet, aus den Buch- 
staben der betrachteten Function eine mdglichst grosse Zusammen- 
stellung von x der Art herauszugreifen, dass ausser der identischen 
jede der w!—1.2...2 Substitutionen, die nur Buchstaben der 
Zusammenstellung, und diese also nur unter einander, vertauschen, 
die Function jindert. Die letztere nimmt dann schon als solehe der 
herausgegriffenen Buchstaben allein 2! verschiedene Werthe an, die 
héchste in a Buchstaben tiberhaupt mégliche Zahl. 

Dieses Verfahren lisst sich verallgemeinern, indem man statt einer 
einzelnen eine Reihe von Zusammenstellungen ohne gemeinsame Buch- 
staben sucht, von der Art, dass die gegebene Function (oder genauer 
gesagt, der gegebene Werth derselben) durch jede Substitution ausser 
der identischen geiaindert wird, die nur Buchstaben aus diesen Zusam- 
menstellungen und die Buchstaben jeder einzelnen derselben héchstens 
unter einander versetzt. 

Die Anzahl aller verschiedenen derartigen Substitutionen ist, wenn 
%y, Ly, ... % die Buchstabenzahlen der gesuchten Zusammenstellungen 
bezeichnen, offenbar gleich dem Producte x,! 7! ... a!, weil eben gleich 


der Zahl aller verschiedenen Arten, auf die sich die z, + x2, -+ ---+ % 


*) Bd. 33, S. 584 ff und Bd. 40, 8. 157ff. Am letzteren Orte 


8. 164 Z. 8 v. u. statt ,,nicht mehr als“ lies ,,héchstens“; 

S. 167 Z. 12 v. o. nach ,,Substitutionen“ einzuschalten ,,zweiter Ordnung*; 
8.171 Z. 4 v. u. statt ,,m** lies ,,m’“; 

8. 175 Z. 12 v. o 


. yentweder alternirend oder symmetrisch‘ 
und Z, 15 v. 0. ,,d. h. weder symmetrisch noch alternirend“ wegzulassen, 


Mat ematische Aunalen, LL, 8 
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Buchstaben in diesen Zusammenstellungen anordnen lassen, wenn die 
Buchstaben jeder einzelnen derselben nur unter einander umgestellt 
werden diirfen. 

(1) Und ebenso gross ist also auch die Zahl der verschiedenen 
Werthe, welche die Function schon durch diese Substitutionen erlangt. 

In der That, erhielte sie durch irgend zwei derselben den niim- 
lichen andern Werth, so wiirde sie ja tiber diesen zum urspriinglichen 
Werthe zuriickgefiihri werden, wenn man in ikr auf die eine der zwei 
Substitutionen die Umkehrung der andern folgen liesse. Eine solche 
Aufeinanderfolge, obwohl bei der Verschiedenheit der beiden Sub- 
stitutionen offenbar nicht die identische, d. h. die Aufbebung aller 
Vertauschungen, ergebend, wiirde dann also die gegebene Function 
iiberhaupt nicht fndern. Das wiirde aber der iiber die fraglichen 
%,! a,!... a! Substitutionen gemachten Voraussetzung widersprechen, 
da nach dem Begriffe derselben ihre Umkehrungen, wie alle durch 
irgendwelche Zusammensetzung aus ihnen gebildeten Substitutionen 
wieder zu ihnen gehéren miissen. 

Oder auch: die fraglichen Substitutionen bilden in ihrer Gesammt- 
heit eine Gruppe der Ordnung z,! #,!...2,!, aus der nur die identische 
die gegebene Function ungeindert lisst. Die Zahl aller verschiedenen 
Werthe aber, die eine Function durch die Substitutionen einer Gruppe 
annimmt, ist bekanntlich gleich der Ordnung der letzteren getheilt 
durch die Zahl derjenigen (fiir sich wieder eine Gruppe zusammen- 
setzenden) unter diesen Substitutionen, welche die Function nicht 
iindern. 

Nun kann die fiir die gesuchte Zusammenstellungsreihe gestellte 
Bedingung, dass eine gegebene Function durch jede von der identischen 
verschiedene Substitution geiindert werden soll, welche nur Buchstaben 
aus dieser Reihe und jede einzelne Zusammenstellung derselben héchstens 
in sich vertauscht, auch durch die ersetzt werden, dass keine solche 
Substitution einer gewissen, auf die Buchstaben der gegebenen Func- 
tion beschrinkten (iruppe angehéren darf, namlich eben derjenigen, 
welche durch die Gesammtheit der die Function nicht andernden Sub- 
stitutionen gebildet wird, der Gruppe der Function. 

In jeder Substitution aber, die in Bezug auf eine Reihe von 
Zusammenstellungen ohne gemeinsame Buchstaben die angegebenen 
Eigenschaften hat, steht ja derjenige Theil, der die Buchstaben einer 
dieser Zusammenstellungen nicht betrifft und also nur die der tibrigen 
durch einander ersetzt, zur Reihe dieser iibrigen in der gleichen Be- 
ziehung, wie die ganze Substitution zur ganzen Reihe. 

(2) Und alle verschiedenen Ersetzungen irgendwelcher Buchstaben 
nur durch einander, die sich mit oder ohne Vertauschung anderer 
mittels der Substitutionen einer Gruppe ausfiihren lassen, bilden, als 
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Substitutionen fiir sich betrachtet, zusammen wieder eine Gruppe. Denn 
alle Zusammensetzungen dieser Ersetzungen mit sich selbst und 
einander miissen sich ja ebenso wieder unter den letzteren selbst finden, 
wie die entsprechenden Zusammensetzungen der ganzen sie als Theile 
enthaltenden Substitutionen der urspriinglichen Gruppe unter diesen. 
(3) Um also eine Reihe von Zusammenstellungen ohne gemeinsame 
Buchstaben, die in Bezug auf eine gegebene Gruppe von der gesuchten 
Art ist, aus gegebenen Buchstaben herauszugreifen, kann man schritt- 
weise verfahren, indem man unter den letzteren zuniichst eine ein- 
zelne Zusammenstellung so wahlt, dass keine auf dieselbe beschriinkte 
Substitution ausser der identischen in der gegebenen Gruppe vorkommt, 
und das Verfahren dann in der Weise wiederholt, dass man an die 
Stelle dieser Gruppe und aller gegebenen Buchstaben die noch iibrigen 
derselben und diejenige Gruppe treten lisst, die nach dem eben unter (2) 
Gesagten von der Gesammtheit der verschiedenen mittels der Sub- 
stitutionen der gegebenen Gruppe ausfiihrbaren Ersetzungen dieser 
iibrigen Buchstaben nur durch einander, mit oder ohne Vertauschung 
der schon herausgegriffenen, gebildet wird. 

Denn hat eine aus diesen tibrigen Buchstaben entnommene Reihe 
von Zusammenstellungen ohne gemeinsame Buchstaben in Bezug auf 
die neue Gruppe die gesuchte Eigenschaft, dass sich in der letzteren 
keine von der identischen verschiedene Substitution findet, die nur 
Buchstaben aus dieser Reihe und jede einzelne Zusammenstellung 
héchstens in sich versetzt, so bedeutet dies ja nach dem Begriffe der 
in Rede stehenden Gruppe zugleich, dass keine Zusammensetzung 
einer solchen Substitution mit einer auf die herausgegriffene Zusam- 
menstellung beschrinkten der urspriinglichen Gruppe angehért; und 
da in dieser auch keine Substitution der letzteren Eigenschaft fiir sich 
allein, ausser der identischen , vorkommen soll, so bildet die gedachte 
Reihe von Zusammenstellungen mit der herausgegriffenen offenbar eine 
Reihe der gleichen, d. h. verlangten, Art in Bezug auf alle gegebenen 
Buchstaben und die urspriingliche Gruppe. 


Es seien nun irgend  Buchstaben und eine auf dieselben be- 
schrinkte Gruppe gegeben, und fiir den Fall, dass eine erste Zusam- 
menstellung der gesuchten Reihe vortheilhaft aus der besonderen Art der 
gegebenen Gruppe folgen sollte, bezeichne u, die nicht naher bestimmte, 
moglicher Weise auch Null betragende Buchstabenzahl einer solchen 
Zusammenstellung, die also aus den gegebenen Buchstaben so heraus- 
gegriffen sein soll, dass keine Substitution der gegebenen Gruppe 
ausser der identischen auf sie beschrankt ist. 

8* 
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Dieser Fall kann besonders dann eintreten, wenn die Gruppe 
ausser der identischen nur Substitutionen von verhiltnissmissig grosser 
Buchstabenzahl enthalt. Denn die Eigenschaft, dass sich keine von 
der identischen verschiedene Substitution einer gegebenen Gruppe auf 
sie beschrinkt, hat ja schon jede Anzahl von Buchstaben, die kleiner 
ist als die kleinstmégliche Buchstabenzahl einer solchen Substitution 
(die Classe der Gruppe). 

Fiir das Weitere treten also nach dem unter (3) Gesagten an die 
Stelle der urspriinglichen Gruppe und aller m gegebenen Buchstaben 
die noch iibrigen m — u, der letzteren und die Gruppe aller ver- 
schiedenen Ersetzungen dieser » — u, Buchstaben nur durch einander, 
die mit oder ohne Vertauschung der schon herausgegriffenen u, von 
den Substitutionen der gegebenen Gruppe bewirkt werden. 

Es mag jetzt zunachst auf folgende einfache Weise fortgefahren 

werden. 
(4) Im ersten Theile dieser Untersuchungen (Bd. 33, 8S. 588, Satz 2) 
ist nachgewiesen, dass, wenn irgendwelche Buchstaben gegeben sind 
und eine Gruppe, in der kein auf dieselben beschrankter Cyklus dritter 
Ordnung vorkommt, es unter diesen Buchstaben immer eine Zusammen- 
stellung von nicht weniger als der Hilfte derselben giebt, auf die tiber- 
haupt keine Substitution der gegebenen Gruppe ausser der identischen 
beschrankt ist. 

Und ist & irgend eine ganze, nicht negative Zahl, so wird die 
kleinste nicht weniger als 5h betragende ganze Zahl (wie ebenfalls 
a. a, O. schon bemerkt) offenbar durch k — [; k| dargestellt, unter [q} 
wie immer die grésste nicht mehr als gq betragende ganze Zahl ver- 
standen. 

Enthalt demnach insbesondere die eben erwiahnte, auf die noch 
verfiigbaren n— wu, der gegebenen » Buchstaben beziigliche Gruppe 
keinen Cyklus dritter Ordnung, so lassen sich unter diesen » — u, 
Buchstaben » — u, — [+ (n — uo) | so wahlen, dass sich tiberhaupt 
keine darauf beschrankte Substitution ausser der identischen in der 
Gruppe findet. Eine aus solchen » — u, — [3 (n — uy) | Buchstaben 


bestehende Zusammenstellung bildet aber, wie unter (3) gezeigt, mit 
der zuerst herausgegriffenen von u, schon ein Paar der gesuchten Art, 
also der EKigenschaft, dass der urspriinglichen Gruppe, von der 
identischen abgesehen, keine derjenigen Substitutionen angehért, die 
nur Buchstaben aus diesen zwei den gegebenen » entnommenen Zu- 
sammenstellungen ohne gemeinsame Buchstaben und jede derselben 
héchstens in sich vertauschen. Schon durch diese Substitutionen muss 
folglich nach (1) eine Function der » Buchstaben, fiir welche die 
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gegebene Gruppe die zugehérige, d. h. die Gesammtheit der den Func- 
tionswerth nicht andernden Substitutionen darstellt, 


up! (m — MW — [2 (n — w)|)! 


verschiedene Werthe annehmen, 0! dabei eintretenden Falls = 1 gesetzt. 

Und was die Bedingung betrifit, dass die betrachtete Gruppe aller 
verschiedenen von den Substitutionen der urspriinglich gegebenen 
Gruppe bewirkten Ersetzungen der verfiigbaren » — u, Buchstaben nur 
durch einander keinen Cyklus dritter Ordnung enthalten soll, so ist 
diese Bedingung ja wieder gleichbedeutend damit, dass keine Zusam- 
mensetzung eines solehen Cyklus mit einer auf die andern, vorher 
herausgegriffenen, u, der gegebenen » Buchstaben beschrinkten Sub- 
stitution in der urspriinglichen Gruppe auftritt. Durch eine derartige 
Zusammensetzung wird aber offenbar eine von der identischen ver- 
schiedene Substitution von nicht mehr als u,-+ 3 Buchstaben dar- 
gestellt. Die in Rede stehende Bedingung ist daher sicher erfiillt, 
wenn keine solche Substitution in der urspriinglichen Gruppe vor- 
kommt, oder, was dasselbe sagt, eine Function der gegebenen » Buch- 
staben, die diese Gruppe hat, ungeiindert lisst; eine Voraussetzung, 
die ja auch die vorher gemachte schon einschliesst, dass sich keine 
auf die zuerst herausgegriffenen «u, Buchstaben beschrinkte Substitution 
ausser der identischen in der gegebenen Gruppe finden soll. 

Mithin : 

Ill. Wird eine Function in n Buchstaben durch jede von der 
identischen verschiedene Substitution gedndert, die nicht mehr als u,-+-3 
vertauscht, unter u, eine ganze, nicht negative Zahl verstanden, die 
auch Nuii sem darf; oder giebt es auch nur unter den n Buchstaben 
u, der Art, dass die Function in den n, ausser der identischen, keine 
Substitution zuldsst, welche die u, hichstens unter einander und die 
iibrigen n — u, der n entweder gar nicht, oder nur in einem Cyklus 
dritter Ordnung versetzt: so lassen sich aus den n Buchstaben zwei 
Zusammenstellungen von u, und n — uw, — [3 (n — ty) | ohne gemein- 


same Buchstaben so herausgreifen, dass schon durch Vertauschungen 
innerhalb dieser Zusammenstellungen die gegebene Function 


uy '(n —U — [3 (n —t)|)! 
verschiedene Werthe erlangt (mit [q| die grésste ganze Zahl <q bezeichnet, 
und 0! = 1 gesetet). 

Schon die hiermit gegebene untere Werthezahlgrenze ist ersichtlich 
bei gentigender Grésse von « im Allgemeinen héher als die in den 
vorhergehenden Theilen der Arbeit nachgewiesenen, die ja, abgesehen 
von besonderen Fallen, [; n+ : uy |! nicht iibersteigen. 
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Allgemeiner sei vorausgesetzt, dass die Gruppe der verschiedenen 
mittels der urspriinglich gegebenen Gruppe ausfiihrbaren Ersetzungen 
derjenigen » — u, Buchstaben nur durcheinander, die von den ge- 
gebenen » nach Herausgreifung der ersten Zusammenstellung von u, 
noch verfiigbar sind, keine weniger als h Buchstaben vertauschende 
Substitution dritter Ordnung enthalte. 

Denkt man sich dann aus den » — wu, Buchstaben irgend eine 
Anzahl xz, entnommen, die auch wieder = 0 sein darf, so kann in der- 
jenigen Gruppe, die zu den noch iibrigen » — u, — a, der n — uy 
Buchstaben und der eben gedachten in der gleichen Beziehung steht, 
wie die letztere zu allen » — uw, und der urspriinglichen Gruppe, d. h. 
also in der aller verschiedenen Ersetzungen der » — u, — 2, iibrigen 
Buchstaben nur durch einander, die sich mittels jener auf alle n — u, 
beziiglichen Gruppe bewirken lassen, keine Substitution dritter Ord- 
nung vorkommen, die weniger als h — x, Buchstaben versetzt. Denn 
sonst wiirde eben wieder nach dem Begriffe der fraglichen Gruppe 
in der eben erwiahnten, auf alle » — u, Buchstaben beziiglichen eine 
Zusammensetzung einer derartigen Substitution mit einer auf die 
herausgegriffenen 2, beschrankten auftreten miissen, und das wire 
offenbar eine Substitution von durch 3 theilbarer Ordnung, weil eine 
solche als Theil enthaltend, und von weniger als h — 2, -+ 2, =h 
Buchstaben. Das wiirde aber der gemachten Voraussetzung widersprechen, 
da sich ja unter den Potenzen jeder Substitution von durch 3 theil- 
barer Ordnung, die als solche immer der gleichen Gruppe angehdéren 
und keine neven Buchstaben vertauschen, auch Substitutionen dritter 
Ordnung selbst finden. 

Ist demnach h — x, > 3, so kann der neuen Gruppe insbesondere 
kein Cyklus dritter Ordnung angehéren, und es giebt dann folglich 
unter den » — u, — 2, Buchstaben, auf die sie sich bezieht, nach (4) 
immer eine Zusammenstellung von n — u, — 2, — [; (n—u —a)], 
auf die keine ihrer Substitutionen ausser der identischen beschrankt 
ist. Unter derselben Voraussetzung h-— 2, >3, nach der ja erst 
recht h selbst > 3 ist, findet sich aber auch in der diese Gruppe 
erzeugenden vorigen, auf alle m — u. Buchstaben beziiglichen, kein 
Cyklus dritter Ordnung, da dieselbe eben keine Substitution dieser 
Ordnung von weniger als h Buchstaben enthalten soll. Unter der 
Bedingung 2, <n — u% —|[3 (n —uy) | lassen sich dann also auch nach 
dem nimlichen Satze (4) die den n — u, beliebig zu entnehmenden 2, 
Buchstaben so gewihlt denken, dass in der letzteren Gruppe keine 
auf dieselben beschriinkte, von der identischen verschiedene Substitution 
vorkommt. Und in diesem Falle bilden ja nach (3) die 2, mit den u, 


1 , 
vorher und den » — u, — x, — [: (%—U)—2x,)| nach ihnen heraus- 









AE et = 








nen 
gen 

ge- 
1 Uy 
nde 


eine 
der- 
— thy 
teht, 
d. h. 
igen 
— Uy 
Ord- 
Jenn 
appe 
eine 
die 
ware 
eine 
=h 
shen, 
heil- 
\6ren 
ritter 


idere 
glich 
h (4) 
2), 
rankt 
_ erst 
ruppe 
kein 
lieser 
r der 
nach 
en Ly 
keine 
hution 
en Uy 
eraus- 





Sok. (Ce AEB AR er 


es 





Ueber Werthezahl bei Vertauschung. 119 


gegriffenen Buchstaben eine Reihe von drei Zusammenstellungen der 
verlangten Art; wobei also x, jede ganze Zahl bedeuten kann, die den 
Bedingungen : 


h—2,>3 
und 


0Za,Sn—% —[S(n—u)| 


geniigt. 
Wird nun ferner die erste dieser zwei Bedingungen auch noch 


durch 2, =” — Uy) — [ (n-- uy) | erfiillt, den gréssten Werth, den x, 


unter der zweiten haben kann, so mag nicht nur x, diesem Werthe 
gleich genommen, sondern auch, entsprechend dem unter (3) Bemerkten, 
mit den nach Fortnahme der ersten zwei Zusammenstellungen, von u, 
und 2,, noch iibrigen 


? 1 
nN — Uy — Ly = N — My — (n — UW— [ (n -- uw) = [: (n—u) | 
der gegebenen » Buchstaben und der Gruppe der verschiedenen Er- 
setzungen dieser [; (n—u,) | nur durch einander, die sich mittels der 


vorher betrachteten, auf alle zuerst verbliebenen » — u, Buchstaben 
beziiglichen Gruppe ausfiihren lassen, das soeben auf letztere Buch- 
staben und Gruppe angewendete Verfahren wiederholt werden. Dadurch 


ergeben sich offenbar, indem nach dem Gesagten [3 (n - u)| an die 


Stelle von n—t%, h — a, =—h—(n —u,) + [; (n — ty) | an die von 


h und z, an die von 2, tritt, unter den Voraussetzungen: 


h — (n—Uy) + [5 (n — tw) | —2%,>3 


und (wegen [3 [5 (n — w) == [ss (n — t)) 
0222 [te—-w]—[he—a] 


zwei Zusammenstellungen von bezw. 


2%, und E (n — ty) | - Ly — E [5 (n — ty) | - 2 | 


Buchstaben, die nach (3) statt der einen vorher erhaltenen dritten als 
dritte und vierte die gesuchte Reihe fortsetzen kénnen. 
In derselben Weise ersieht man weiter, da 


[; —— to) | = ee i. (n — |, 


wenn 


2 [e—~] -[ke—s} 
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dass man unter den Bedingungen: 
h — (n—y) + [ (mn — uo) | ’ (j (n — ty) | [3 (n — w))) — £, >3, 
d. h. 
h — (n— %) +[4in — up) | —i%,>3, 
und 


0S a, < [3 (n — uo) | - [3 (n — u)| 


sowohl die Buchstabenzahl x, durch [; (n — w)| — [3 (n — uo) | ersetzen 


darf, als die zweite der zuletzt gefundenen zwei Zusammenstellungen 
durch zwei neue von bezw. 


x“, und [zs (n — uy) | — X%, — [3 [a (n — ty) _— 5% | 


Buchstaben, als vierte und fiinfte der Reihe; u. s. f. 


Allgemein gelangt man somit, wenn k irgend eine positive ganze 
Zahl bezeichnet, unter den Voraussetzungen: 


h — (n— %) + [ici = w)| —“4>3 
oder 


h>n—% — [za —m)] +m +3, 


und 


0S mS [am —u)] — [20 — w)], 


in denen ja die entsprechenden beziiglich h fiir alle kleineren Werthe 
von k& schon enthalten sind, zu einer Reihe von k-+ 2 Zusammen- 


stellangen der gesuchten Art aus den gegebenen m Buchstaben, mit 
den Buchstabenzahlen 


Uy, 2 —- Uy — [; (n -- uy) | [; ee uy) | ee E we ts) | ns 
- 1 
\ [= (n - w)| = [a (n —- m) | ’ 


a und [aa — w)| —a— [: F= (n — t)| — ; |, wenn k > 1, 


und 
1 1 ' 
Uy, Ly, %— My — % —}5 (mM — %) —5 2, |, wenn k = 1; 


von der Art also, dass keine zwei dieser k + 2 Zusammenstellungen 
einen Buchstaben gemein haben, und keine von der identischen ver- 
schiedene Substitution der gegebenen Gruppe sich auf Vertauschungen 
innerhalb derselben beschrinkt. 


Das giebt aber bei der Bedeutung von h, und wenn man wieder 
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statt der Gruppe eine Function betrachtet, fiir welche dieselbe die 
Gesammtheit der zugelassenen Substitutionen in den gegebenen Buch- 
staben ist, nach (1) den Satz: 

IV. Findet sich unter n Buchstaben einer Function eine Anzahl u,, 
die auch Null sein kann, der Art, dass die Function durch jede von 
der identischen verschiedene Substitution in den n Buchstaben gedndert 
wird, welche diese u, hdchstens unter einander vertauscht und die 
iibrigen n — u, der n entweder gar nicht oder nur in einer Versetazung 
dritter Ordnung von nicht mehr als 


n— Uy — Fe (n — | +a+3 
Buchstaben, unter x, irgend eine der Bedingung 
OS nS E= (n — u)| — E (n — t) | 
geniigende ganze Zahl verstanden, unter |q\ die grésste <q und unter k 


eine positive ganze Zahl: so lassen sich k +-2 Zusammenstellungen ohne 
gemeinsame Buchstaben, von bezw. 


1 1 1 7 
Uy, % — Uy — [ (ns — uw) |; [; edie us) | — [oe (n — Up) |; br 


ne [pa a w)| - [a (n—w)], 


t und Fs (n — u)| — X — [: [aa (m — uy) | - 3% 
Buchstaben im Falle k > 1 und 


1 1 
Up, Ly NM — Uy — XB — 3 (% — Uo) — 5% 


im Falle k=1, aus den gegebenen n so herausgreifen, dass schon 
durch Vertauschungen innerhalb dieser Zusammenstellungen die Function 
im Falle k > 1: 


uy! (n — Uy — [; (n —- tu) |)! (3 (n — uy) | _ EB (n — ut) |)! oie 
“(gts — 9] — [gh — uw) 


i if 1 1 
xa ([zuie—w)] 4 — [Hfphe—wi] -$a) 
und im Falle k = 1: 


1 1 
Uo! 2,! (n — Uy — 2, — [ (nm — Uy) — ‘x, |)! 


verschiedene Werthe annimmt (()! = 1). 
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Und als Folgerung daraus, z. B. durch die besonderen Annahmen 


bm = O=— XL 
und 


n— ty — [aan t)| +m +3—n—[ Zin] +322, 


durch die ja 
x! =0!— :. 


F= (n — m0) = [: FE (nm — uo) | ‘a 3% | = E n] E n| 
und F= n| < 3, also E n| und um so mehr 


1 i = 
wird: 


1V,. Wird eine Function von n Buchstaben durch jede Substitution 
dritter Ordnung getindert, so ist ihre Werthezahl nicht kleiner als 


(» [SoD Con] — Ese): Gen] — Ee 


({q] die grésste ganze Zahl <q). 


Zu weiteren Ergebnissen fiihrt die Zuhiilfenahme einer Folgerung 
aus einem andern friiheren Satze der Arbeit. 

Hat man nimlich, wie hier, irgendwelche Buchstaben und eine 
auf dieselben beschriinkte Gruppe, und ist aus diesen Buchstaben eine 
Zusammenstellung herausgegriffen, auf die keine von der identischen 
verschiedene Substitution der gegebenen Gruppe beschrankt, und die 
ausserdem in keiner andern Zusammenstellung dieser Eigenschaft aus 
den gegebenen Buchstaben vollstindig enthalten ist; wird ferner fiir 
irgend eine Substitution der Gruppe durch s bezeichnet, wie viele 
Buchstaben dieselbe tiberhaupt vertauscht, durch m, wie viele von den 
herausgegriffenen, und durch r, wie viele unter den letzteren so, dass 
sie wieder welche derselben dafiir setzt: so miissen nach Satz 5 in 
Theil II dieser Arbeit*) von der identischen verschiedene gerade Sub- 
stitutionen von nicht mehr als 3+ 3m —vr Buchstaben in der ge- 
gebenen Gruppe vorkommen, wenn nicht 2m — r = s; sein soll. 

Ist nun insbesondere r= m, d.h. ersetzt die fragliche Substitution 
die m von ihr betroffenen unter den herausgegriffenen Buchstaben 
iiberhaupt nur durch einander (oder, was ja dasselbe sagt, stellt sie 
sich als Zusammensetzung einer auf die herausgegriffenen mit einer 
auf die etwa noch iibrigen unter den gegebenen Buchstaben beschrankten 


*) Bd, 40, S, 164. 
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Substitution dar), so wird die Beziehung 2m — r=—s zu m=s, und 
das Bestehen derselben wiirde somit bedeuten, dass alle s von der 
Substitution vertauschten Buchstaben zu den herausgegriffenen gehéren, 
dass also die ganze Substitution auf diese letzteren beschrinkt wire. 
Das ist ja aber durch die Voraussetzung tiber dieselben ausgeschlossen, 
wenn die Substitution nicht mit der identischen einerlei (s =) sein 
soll. Von diesem Falle abgesehen, muss demnach unter der gemachten 
besonderen Annahme (r = m) die Zahl m der Buchstaben, welche die 
Substitution unter den herausgegriffenen vertauscht, immer so gross 
sein, dass eine von der identischen verschiedene gerade Substitution 
von nicht mehr als 3+ 3m —r=—3-+ 2m Buchstaben in der ge- 
gebenen Gruppe auftreten kann. Und daraus folgt ja weiter, wenn 
diese Gruppe keine derartige Substitution von weniger als wu’ Buch- 
staben enthalten soll, dass dann 3+ 2m>w', also m> ; u— ; 
sein muss. 

Es besteht somit der Satz: 

Sind irgendwelche Buchstaben und eine auf dieselben beschrénkte 
Substitutionengruppe gegeben, in der sich keine von der identischen ver- 
schiedene gerade Substitution von weniger als u’ Buchstaben findet; ist 
dann aus den gegebenen Buchstaben eine Zusammenstellung heraus- 
gegriffen, auf die keine Substitution der gegebenen Gruppe ausser der 
identischen beschrinkt, und die tiberdies in keiner andern Zusammen- 
stellung derselben Eigenschaft aus diesen Buchstaben vollstindig ent- 
halten ist: so muss jede in der Gruppe vorkommende von der identischen 
verschiedene Substitution, welche die herausgegriffenen Buchstaben hichstens 


; , 1 3 _ 
unter einander versetzt, auch mindestens =u’ —-= derselben wirklich 
vertauschen. 


Bedeutung hat dieser Satz offenbar nur, wenn 5 _ 5 >0, dh. 
u > 3 gesetzt werden darf; und das ist ja der Fall, wenn die gegebene 
Gruppe keinen Cyklus dritter Ordnung enthalt, die einzige gerade 
Substitutionsart von nicht mehr als 3 Buchstaben ausser der identischen. 
Dann ergiebt sich aus ihm zugleich, dass unter seinen Voraussetzungen 
auch auf die nicht herausgegriffenen der gegebenen Buchstaben keine 
von der identischen verschiedene Substitution der gegebenen Gruppe 
beschrinkt ist. Denn eine solche Substitution wiirde ja von den 


herausgegriffenen Buchstaben gar keinen vertauschen, also weniger als 
1 


su — : , wenn wu’ > 3, obwohl auch von ihr diese Buchstaben héchstens 
unter einander, weil eben gar nicht, versetzt wiirden. Und da man 
auch 0 und 1 als besondere Fille der Buchstabenzahl einer Zusammen- 
stellung betrachten kann, in denen es ja dann iiberhaupt keine auf 
dieselbe beschrankte Substitution ausser der identischen giebt; da also 
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eine Zusammenstellung von der im Satze vorausgesetzien Art immer 
moglich ist, so hat man noch als Folge desselben: 

(5) Ist u > 3, und enthiilt eine auf gegebene Buchstaben beschrénkte 
Gruppe keine gerade Substitution von weniger als u’ ausser der identischen, 
so lassen sich die gegebenen Buchstaben siimmtlich in zwei Zusammen- 
stellungen ohne gemeinsame Buchstaben vertheilen, auf deren keine irgend 
eine der von der identischen verschiedenen Substitutionen der gegebenen 
Gruppe beschriinkt ist, und von denen die eine durch keine dieser Sub- 


stitutionen derart nur in sich versetzt wird, dass weniger als ou! -- : 
threr Buchstaben dabei vertauscht werden. 

Es werde jetzt wieder die Gruppe aller verschiedenen mittels der 
urspriinglich gegebenen Gruppe ausfiihrbaren Ersetzungen derjenigen 
n —, Buchstaben nur durch einander betrachtet, die von den ge- 
gebenen » nach Herausgreifung der ersten Zusammenstellung von u, 
noch tibrig sind; und es bezeichne u, eine untere Grenze fiir die 
Buchstabenzah] jeder von der identischen verschiedenen geraden Sub- 
stitution dieser Gruppe. 

Da nach dem Begriffe derselben, wie schon bemerkt, das Auf- 
treten irgend einer nicht identischen Substitution in ihr das einer 
ebensolchen Zusammensetzung dieser Substitution mit einer auf die 
herausgegriffenen u, Buchstaben beschrankten in der urspriinglichen 
Gruppe bedeutet, und eine derartige Zusammensetzung weniger als 
uy + 4, Buchstaben vertauschen wiirde, wenn die Buchstabenzahl 
jener ersteren Substitution kleiner als u, ware, so ist die Bedingung, 
dass keine gerade Substitution von weniger als «, Buchstaben ausser 
der identischen in der betrachteten Gruppe enthalten sein soll, wieder 
sicher erfiillt, wenn sich unter den von der identischen verschiedenen 
Substitutionen der urspriinglichen tiberhaupt keine von weniger als 
u, + u, findet. Und zugleich ist ja in der letzteren Voraussetzung 
auch schon wieder die friiher gemachte eingeschlossen, dass unter 
diesen Substitutionen keine auf die herausgegriffenen u, Buchstaben 
beschrankte vorkommen soll. 

Ist nun «, > 3, so miissen sich nach (5) die verfiigbaren n — u, 
Buchstaben in zwei Zusammenstellungen, etwa von z, und n — u, — 2, 
so vertheilen lassen, dass auf keine der beiden irgend eine von der 
identischen verschiedene Substitution der betrachteten, auf die » — u, 
Buchstaben beziiglichen Gruppe beschrinkt ist, und dass _ tiberdies 
ausser der identischen keine der verschiedenen Versetzungen der einen 
Zusammenstellung, etwa der von » — u, — 2, Buchstaben, nur in sich, 
die von dieser Gruppe bewirkt werden, und die ja nach (2) fiir sich 


wieder eine Gruppe bilden, weniger als om. — += Buchstaben ver- 


2 
tauscht. 


3 
3 
2 
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Dann setzt aber zuniichst nach (3) jede der beiden Zusammen- 
stellungen mit der vorher herausgegriffenen von u, Buchstaben eine 
Reihe von zweien der gesuchten Art zusammen, d. h. also eine solche 
von Zusammenstellungen ohne gemeinsame Buchstaben aus den ge- 
gebenen » mit der Eigenschaft, dass keine von der identischen ver- 
schiedene Substitution der gegebenen Gruppe nur Vertauschungen 
innerhalb dieser Zusammenstellungen bewirkt. Eine Zusammenstellung 
von « Buchstaben kurz durch (x) angedeutet, giebt dies somit die 
beiden Paare solcher Art: 


(Uo), (@) und (%), (% —% — 2%). 
Und ist ferner auch noch 5 My —§ > 3, so kann auf die Buch- 


staben der Zusammenstellung (m — u, — 2,) und die vorerwihnte, 


darauf beziigliche Gruppe, fiir die eben 5 My —3 an die Stelle von u, 


tritt, wieder in der namlichen Weise der Satz (5) angewendet werden, 
wie soeben auf alle zuerst betrachteten » — u, Buchstaben und die 
Gruppe in denselben. Dadurch zerlegen sich diese » — u, — x, Buch- 
staben, die ja mit denjenigen einerlei sind, welche das vorher erhaltene 
Paar (u,), (v,) von den gegebenen m iibrig lisst, in zwei neue Zusam- 
menstellungen (a) und (n—)— 2, — a), deren jede wieder nach (3) 
mit (%), (#,) eine Reihe der verlangten Art bildet; so dass man dann 
statt dieses Paares die beiden dreigliedrigen Keihen hat: 


(ty), (), (%_) umd (ey), (%,), (m — Uy — 2, — 2). 


Und zugleich lisst sich die Zerlegung auch wieder so ausfiihren, dass 
man in derselben Weise fortfahrend unter der neuen Voraussetzung: 


1/i , 3 3 1 , 1 1, ¢ 
2 st,’ — 3) — 5 d. h. a “o _— gi— 58> 


die eine dieser dreigliedrigen Reihen, (u,), (#,), (a), in die beiden 
viergliedrigen der gleichen Art erweitern kann: 


(Uo), (44), (%_), (% x) und (ty), (%,), (%_), (— Uy — 2, — 2. — Zz) ; 
ferner, wenn auch noch 


1/1 ' 1. Sy 3 1 , 1 1 1 ‘ 
3 aM — 7 3—53)—5 d. h. ae —gS— gS—58>8 


ist, die viergliedrige (uw), (#,), (4), (w,) in die fiinfgliedrigen: 
(ta) » (%4), (We), (5), (4) 


(Uy) » (1), (Xa), (%g) » (% — My — 2, — 2, — %3— %), 


und 











126 A. Bocuert. 


Ueberhaupt also, da die hierbei nach einander auftretenden Be- 
dingungen simmtlich in der jeweiligen letzten enthalten sind und in 
die iibereinstimmende Gestalt gebracht werden kénnen: 


uy > 3(2'—1) (aus uw >3), 

u, > 3(2?—1) (aus 4 ty — > 3 oder uy > 2.3 + 3), 

uy > 3(2°—1) (aus Lu, — 5 3—53>3 oder wu) >2?.3+4+2.3+43) 
u. s. f, 


ergeben sich, mit hk irgend eine positive ganze Zahl bezeichnet, unter 
der Voraussetzung : 
u, > 3(2*—1) 
die h + 1 Zusammenstellungsreihen der gesuchten Art: 
(Uy), (W—ty— 2), 
(Uo), (2), (W#—Uy — 2,2), 
(Uy), (2), (%), (W— Uy — 4, —%,—23), 


(to), (%1)> (aq), ++ (Dar), (MW — My — 2 — Hy — +++ — La), 


(ut); (2X), (2), eee (Xa-1), (Xa). 


Fiir keine dieser aus den gegebenen m Buchstaben entnommenen 
Reihen kann also dann, wie gesagt, irgend eine von der identischen 
verschiedene Substitution, die sich auf Vertauschungen innerhalb der 
einzelnen die Reihe bildenden, keinen Buchstaben mit einander gemein 
habenden Zusammenstellungen beschriinkt, der gegebenen Gruppe 
angehéren, oder, was dasselbe sagt, eine Function ungeiindert lassen, 
die diese Gruppe in den gegebenen » Buchstaben zur Gesammtheit 
der zugelassenen Substitutionen hat. Und so erhilt man bei dem, was 
vorher iiber «) festgestellt worden ist, nach (1) den Satz: 

V. Wird eine Function in n Buchstaben durch jede Substitution 
von nicht mehr als u.-+ 3(2*—1) ausser der identischen gedndert, 
unter u, und h ganze Zahlen verstanden, von denen die erste =n und 
= 0, die eweite > 0 ist; oder finden sich auch nur solche u, unter den 
gegebenen n Buchstaben, dass die Function keine auf’ die leteteren be- 
schrinkte, von der identischen verschiedene Substitution zuldsst, welche 
die u, héchstens unter einander vertauscht und die iibrigen n — uy der 
gegebenen n gar nicht oder nur in einer geraden Substitution von nicht 
mehr als 3(2*—1) Buchstaben: so giebt es h ganze Zahlen x, , x»,... Xa; 
jede =>0 und zusammen nicht grisser als n — u,, der Art, dass fiir 
die Werthezahl der Function in den n Buchstaben jede der h +1 
unteren Grenzen besteht (0! = 1): 
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uy! (n—uUy— 2,)!, 
uy! x,! (n—Uy —2%,—2,)!, 
to! %,! X_! (N— ty —%, — Ly—225)!, 


Uo! 2! Xy!... tal (Nn —4—2, —2,—--- —2%)!, 
ty! w,! Bt... Maa! aml. 

Bestimmtere Schliisse lassen sich aus diesem Ergebnisse mit Hiilfe 
der folgenden einfachen Bemerkungen ziehen. 

So lange der absolute Unterschied der beiden ganzen, nicht 
negativen Zahlen z, und g, grésser als 1 ist, lisst sich der Werth des 
Factoriellenproductes 2,!2,! ohne Aenderung der Grundzahlensumme 
2, -+ 2, verkleinern, indem man gleichzeitig die kleinere um 1 ver- 
gréssert, die gréssere um 1 verkleinert (also den Unterschied ver- 
ringert) : 

Denn ist 2, — 2, > 1 und 2, >0), also 2, > 2, + 1> 0, so ist ja 
(2,—1)! (4.+1)! < 2,! 2,!, weil =z Yat SEE. 

Daraus folgt offenbar, dass allgemein der kleinste Werth, den 
das Factoriellenproduct z,! z,! ...,! durch Aenderung seiner ganzen, 
nicht negativen Grundzahlen z,, 2,,... 2% bei gleichbleibender Summe s 
und Anzahl k derselben erlangen kann, nur fiir solche Werthe dieser 
Grundzahlen eintritt, von denen keine zwei sich um mehr als 1 
unterscheiden. 

In diesem Falle kénnen aber unter den k Zahlen 2,, 2,... 2, 
wenn g die geringste unter denselben vorkommende Grésse bezeichnet, 
ausser solchen dieser Grésse héchstens noch welche auftreten, die 
=z-+ 1 sind, Ist also dann k die Anzahl der letzteren, so sind alle 
iibrigen k — k’ von der Grosse z, mithin 

s=K(e+1) + (k—k)z = ke +k, 
und da nach dem eben Gesagten k’ < k ist, 


s=([is|, weil =is—t, und K=s—klts|, 


unter (g] wie immer die grésste ganze Zahl <q verstanden. z und kK’ 
sind hiernach durch s und & eindeutig bestimmt und damit auch der 
entsprechende Werth des Factoriellenproductes 


(6 AF ate¥ = (fF s]+1)! “hela 5"ll [5 *]+:)-« 


Als alleim dafiir in Betracht kommend kann folglich dieser Werth, 
der ja jedenfalls >|; s|!*, weil >z!*, ist, auch nur der fragliche 
kleinstmégliche von 2,! 2,!... 2! selbst sein. 
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Und da sich der Werth eines Factoriellenproductes nicht andert, 
wenn die Factorielle 1!— 1 eine beliebige Zahl k, mal als Factor 
hinzutritt, wihrend sich dadurch sowohl die Summe als die Anzahl 
der Grundzahlen um k, vergréssert, so folgt aus 


1 k 
ay! a... ee! >[t sl! 





auch noch: 
s+k s L+k 
2,!2,!. ml > [pt ge] ets > [pee] 
(weil eben = z,!2,!... #1 (1!)*) , mit s immer 2, + 4 +---+% 
bezeichnet. 


Also, wenn noch k, fiir k + k, gesetzt wird, so dass nun k, irgend 
eine ganze Zahi > k bedeutet: 
(6) Sind 2,, 2,,...& irgend k ganze, nicht negative Zahlen, s die 
Summe derselben und k, eine beliebige ganze Zahl >k, so ist das 
Factoriellenproduct 


1 
ala... mt>[z i 
1 


(ma Geto 7El gE) 


({g] die grisste ganze Zahl <q, und 0! = 1). 
Um dies zur Entfernung der Unbekannten 2,, x,,.... 2, in den 
h + 1 Factoriellenproducten beniitzen zu kénnen, die der Satz V als 
untere Grenzen fiir die Werthezahl einer und derselben Function giebt, 
braucht man diese Grenzen offenbar nur so zu verbinden, dass 
Factoriellenproducte von bekannten Grundzahlensummen entstehen, 
Nun haben die von 2, %,... 2, abhingigen Theile jener h +1 
Producte, also die bei Weglassung von u,! verbleibenden, bezw. die 
Grundzahlensummen 
m—Uy— 2, 
+ N— Uy — 2X, —%, = N—Uy —2y, 
Ly Ly N — Uy — 2, — Ly — Lz = N—UWy — yg, 


Lyte + MuAitn— wy —4, —Ly— +++ — LX, = N—Uy— XM 
und 


Hy Ly +++ +H, 

die zusammen den von 2,, 2,...% freien Betrag h(n—wu,) geben. 
Ein Factoriellenproduct mit einer von diesen Unbekannten unab- 
hangigen Grundzahlensumme erhilt man also einfach dadurch, dass 
man die betrachteten h + 1 Producte aus Satz V simmtlich mit einander 
multiplicirt, wobei sich ja die Grundzahlensummen addiren. Das 
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Gesammtproduct ist dann als solches von h-+ 1 unteren Grenzen fiir 
dieselbe Werthezahl, von denen keine negativ ist, seinerseits eine 
untere Grenze fir die (h-+-1)'* Potenz dieser Werthezahl; und man 
hat somit, wenn die letztere mit » und das Product aller von 
%,, %, +... % abhingigen Factoriellen in den multiplicirten h + 1 
Ausdriicken mit P bezeichnet wird 


(7) vit! > (uy!) . P, 
wo jetzt also nach dem zuvor Gesagten P ein Factoriellenproduct von 
der Grundzahlensumme h(m—w,) darstellt. 

Nach (6) ist daher zunaichst, wenn k, irgend eine ganze Zahl be- 
deutet, die nicht kleiner als die Anzah) der Factoriellen in P ist, 


h(m — Up) | * 
pa eee 
und also nach (7): 
vrtt > tat [Mtl] 1h, 


oder, da weder die rechte Seite dieser Beziehung, noch v und h 
negativ sind, 


ky 
(8) v>w!((t w—m)] '. 


Die fragliche Factoriellenzah] ist nun als solche aller von 2, 2,,... 2% 
nicht freien Factoriellen in den betrachteten h + 1 Producten (V.), die 
deren bezw. 1,2,...h —1,h,h enthalten, 


=1f2he--fh—-1Lphph—Fhh+l) +h— ths), 
und folglich : 
k, > 5 h(h+3). 


Insbesondere ist demnach, dem kleinsten Werthe vonk, entsprechend, 
A(h+3) 


‘ 24-1 
v>u! (Pere) 


Von einfacherer Gestalt, wenn auch im Allgemeinen etwas niedriger, 
wird indessen die aus (8) folgeude untere Grenze von v, wenn fir k, 
die sowohl durch h als h-+ 1 theilbare Zahl h(h-+1) gesetzt wird; 
was ja gestattet ist, da h(h-+41) nicht nur wie h selbst eine ganze Zahl, 


sondern auch keinesfalls < ; h(h+3) ist, Es ergiebt sich dadurch: 
n—U fh 
v>u,! IDE 
Man kann aber die Factoriellen in P (s. (7)) auch zu kleineren 
y 
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Gruppen von bekannten Grundzahlensummen zusammenfassen , namlich, 
wie man sofort sieht, wenn man sie in der durch die urspriinglichen 
h +1 Producte (V.) gegebenen Ordnung auf einander folgen lisst, in 
der Art: 
P = (n—u,—2,)! x! 
>< (n—Uy)— %,—2,)! 2! x,! 
>< (N — Uy — LX; — 2%, — Hy)! %,! 2! 25! 


>< (M— thy — 1%, — Ly — +++ — Hq)! 2! HQ! .. . aah; 
wobei also hk Theilproducte mit der jedesmal gleichen Grundzahlen- 
summe » — %, und den beziiglichen Factoriellenzahlen 2, 3, 4,...h-+-1 
entstehen. Indem man auf jedes einzelne dieser Theilproducte den 


Satz (6) anwendet, und dabei k, jedesmal der Factoriellenzah! selbst 
gleich wahlt, erhalt man: 


N— Uy |,2 [nr ~ wy] ,3 N — Uy] 2+) 
oe Sal i Nal UI = | 
und damit nach (7): 
oe 2 fn — 3 — h-H1 
vit! > ute [<1 [2s - 5)! : 
eine Beziehung, die noch etwas hdhere untere Grenzen fiir v giebt, 
als die vorher gefundenen. 

Man hat demnacl schliesslich das Ergebnis: 

V,- Unter den Voraussetzwngen des Satzes V (insbesondere also, 
wenn eime Function in n Buchstaben durch jede von der identischen 
verschiedene Substitution von nicht mehr als u, + 3(2*— 1) Buchstaben 
geiindert wird, unter u, und h ganze, den Bedingungen 0< uw =n 
und h > 0 geniigende Zahlen verstanden) gelten fiir die Werthezahl v 
der Function in den n Buchstaben die Beziehungen: 


v>u,! ( - ee *) , 


At Ts [== =)" [9] a [s=*] gee 
yr > u,! “ae! : ! hqil’ - 


und 


Und durch u, = 0 (s. V.): 

V.. Wird eine Function in n Buchstaben durch jede von der 
identischen verschiedene gerade Substitution gedndert, die nicht mehr als 
3(2'—1) vertauscht, unter h eine positive ganze Zahl verstanden, so 
ist, wenn v die Werthezahl der Function in den n Buchstaben bezeichnet, 
und [q| die grisste ganze Zahl < q, 


eaLtitt ma eG) ED) Gg. 
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Hiernach ist die Werthezahl] v einer Function von n Buchstaben 


S[s]", wa #2 (SE, 


wenn die Function durch jede von der identischen verschiedene gerade 
Substitution von nicht mehr als 3(2?—1)—9 Buchstaben geindert 


wird (h=2); 
DE", wt o> EG} BS 


wenn durch jede solche von nicht mehr als 3(2*—1) = 21 Buchstaben 
(h = 3), us. w. 

Allgemein: Es lasse eine Function von m Buchstaben keine von 
der identischen verschiedene gerade Substitution zu, die nicht mehr 
als u,’ Buchstaben vertauscht. Dann wird sie sicher durch jede solche 
Substitution von nicht mehr als 3(2* — 1) geiindert, wenn 3(2*— 1) =u,’ 


ist, dh. B< ; u, ++ 1. Und der grésste unter den ganzzahligen Werthen 


von h, die dieser Bedingung entsprechen, wenn auch nicht im All- 
gemeinen derjenige unter ihnen, durch den die Werthezahlgrenzen in 
V, ganz die grésste Hohe erlangen, ist, u,’>0 vorausgesetzt, 


h= [log, G u, + 1) . 


wenn log, den nach 2 als Grundzahl zu nehmenden Logarithmus be- 
deutet. Verbindet man dies mit V,, so ergiebt sich als eine Folgerung 


‘dieses Satzes, da die Grenze Lal!" offenbar auch noch fiir h = 0 


besteht, wenn auch dann ohne Belang, und [log, G u,+1)| => 0 ist, 


sobald dasselbe von wu,’ gilt, ferner > 0, sobald wu,’ > 3: 

V,. Wird eine glunction von n Buchstaben durch jede gerade 
Substitution von nicht mehr als u,’, ausser der identischen, gedindert, so 
ist, unter v ihre Werthezahl verstanden, unter log, den (reellen) Logarith- 
mus nach der Grundzahl 2, und unter [q] die grisste ganze Zahl < q, 


v> ea e “| Lon(s a wenn 4,’ >0, 


log, ( 5M +1) ]+ 1 


und 


Loe (5 © ay’ ye. >[t \" . ‘feats aan i} Loe (5 w'+1)] +1 


wenn 
u, >3. 
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Eine Anwendung hiervon lasst sich z. B. mit Beniitzung des in 
der folgenden Untersuchung iiber die Classe-der transitiven Gruppen 
nachgewiesenen Satzes machen, dass jede von der identischen ver- 
schiedene Substitution einer mehr als einfach transitiven Gruppe von 
mn Buchstaben, welche die alternirende ihres Grades nicht enthalt, mehr 


als in — yn Buchstaben vertauscht. Dieser Satz besagt, auf Func- 


tionen iibertragen, offenbar , dass eine mehr als einfach transitive und 
dabei mehr als zweiwerthige Function von » Buchstaben durch jede 


Substitution von nicht mehr als 5” — Yn, ausser der identischen, ge- 


aindert wird. Es kann demnach in diesem Falle wu,’ =4 n —Vn gesetat 
werden, und damit ergiebt sich aus V,, dass unter der Voraussetzung 


zn —Yn> 0, d. h. n>9, keine solche Function weniger als 


Lion (5--tv5 49) 
| | 


[logs (hm —1¥n+1)]41) 


verschiedene Werthe haben kann. 

(Im Uebrigen besteht ja daneben, was fiir die kleineren Werthe 
von ” in Betracht kommt, fiir jede derartige Function, als solche, die 
keinen Cyklus dritter Ordnung zulasst, schon auf Grund des Satzes (4) 


auch die untere Werthezahlgrenze (n — sn !. Aus dem gleichen 
g 5 g 


Grunde, und im Falle nm = 3 als selbstverstindliche Folge aus der Art 
der Function, gilt die letztere Grenze auch noch fiir diejenigen einfach 
transitiven Functionen von » Buchstaben, deren Gruppe primitiv ist.) 
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Ueber die Classe der transitiven Substitutionengruppen. 
Von 


ALFRED Bocuert in Breslau. 


II. 


Wie schon bemerkt, ist es auf dem im ersten Theile*) dieser 
Untersuchungen eingeschlagenen Wege moglich, fiir die Classe der 
mehr als ein- und der mehr als zweifach transitiven Gruppen, welche 
die alternirende ihres Grades nicht enthalten, noch erheblich -héhere 
untere Grenzen nachzuweisen, als die damals gegebenen (unter Classe 
einer Gruppe wieder die kleinstmégliche Buchstabenzahi einer von 
der identischen verschiedenen Substitution derselben verstanden). 

Im Nachstehenden soll dies fiir den Fall der mehr als einfach 
transitiven Gruppen geschehen. 

Von den friiheren Grundlagen wird dabei zuniachst der damals als 
Folgerung eines weitergehenden erhaltene Satz (1’) beniitzt: 

(1) Werden zwei Substitutionen nicht durch einander in sich selbst 
transformirt (sind sie nicht gegen einander vertauschbar), so finden sich 
unter den blossen Zusammensetzungen derselben mit sich selbst und ein- 
ander (und also in jeder Gruppe, der beide angehdren) von der iden- 
tischen verschiedene (gerade) Substitutionen, die nicht mehr als dreimal 
soviel Buchstaben vertauschen, wie von den beiden gegebenen gemeinsam 
betroffen werden. 

(Hine solche Substitution wird eben z. B. durch S,—'S,S,S,—! dar- 
gestellt, wenn S, und §S, die beiden gegebenen bezeichnen, und S~! 
wie gewohnlich die Umkehrung von S bedeutet. Denn die Substitution, 
die man erhalt, wenn man von irgend zwei gegebenen die eine durch 
die andere transformirt, d. h. die letztere in den Buchstaben der ersteren 
vollzieht, ersetzt ja anders als die urspriingliche von den durch diese 


*) Bd. 40, 8S. 176 ff. 
Daselbst S, 181, Z. 15 u. 16 v. o, statt ,micht...“‘ bis ,,... betragenden“ 
1, ,den Werth 3 der soeben > 2 vorausgesetzten“ ; 
8. 193, Z. 7 v.0. statt ,,zu" 1. ,,2 w. 
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vertauschten Buchstaben héchstens diejenigen, die selbst oder deren 
ersetzende sich durch die Transformation andern, und von den durch 
die urspriingliche Substitution nicht vertauschten diejenigen, die dabei 
zu vertauschten werden; also héchstens alle von den gegebenen zwei 
Substitutionen gemeinsam betroffenen Buchstaben, alle, welche die zu 
transformirende Substitution durch solche gemeinsame ersetzt, und 
alle, die umgekehrt von der transformirenden an die Stelle von ge- 
meinsam vertauschten gebracht werden; zusammen die dreifache Zahl 
der letzteren. Héchstens die Vertauschungen aller dieser Buchstaben 
heben sich folglich nicht auf, wenn man auf die transformirte Sub- 
stitution (S,—!S,S8,) die Umkehrung der urspriinglichen (S,—') folgen 
lasst; wihrend die durch diese Aufeinanderfolge dargestellte Substitution 
(S,-1S, S,8,-") offenbar durch blosse Zusammensetzung aus den ge- 
gebenen (S, und S,) hervorgeht, (von gerader Art) und mit der 
identischen nur dann einerlei ist, wenn transformirte und urspriingliche 
Substitution einander gleich sind, letztere also in sich selbst trans- 
formirt ist.) 

Ausserdem aber der damalige Satz 2, oder an seiner Stelle der 
allgemeinere und dabei einfachere: 

(2) Alles, was fiir beliebige Bedeutungen gegebener Buchstaben gilt, 
besteht auch mit jeder Vertauschung dieser Buchstaben unter einander. 

Denn jede solche Vertauschung lisst sich ja auch als blosse Ver- 
tauschung der Bedeutungen auffassen. 

Und in Verbindung mit diesem Satze, der trotz seiner Einfachheit 
tiberhaupt von grosser Anwendbarkeit fiir die Substitutionentheorie ist, 
die bekannten Umstiinde, dass 

(3) nach dem Begriffe der Transitivitaét mittels der Substitutionen 
einer transitiven Gruppe jede den Transitivititsgrad derselben nicht 
iibersteigende Anzahl der Gruppenbuchstaben beliebig aus den letzteren 
ersetzbar ist, 

und (4) jede Gruppe durch jede ihrer eigenen Substitutionen in 
sich selbst transformirt wird, d. h. sich bei keiner durch eine solche 
Substitution bewirkten Vertauschung ihrer Buchstaben indert. 

Letzteres folgt ja nicht nur aus der Méglichkeit, die durch Trans- 
formation einer Substitution miitels einer andern entstehende durch 
blosse Zusammensetzung aus den beiden gegebenen abzuleiten, sondern 
wegen (2) auch daraus, dass es fiir jede Gruppe eine Function giebt, 
fiir die sie die Gesammtheit der den Functionswerth nicht andernden 
Substitutionen darstellt. 


Ks sei nun irgend eine mehr als einfach transitive Gruppe ge- 
geben, und es bezeichne fiir dieselbe, wie friiher, u die Classe (d. h. 
also die kleinste Buchstabenzahl, die eine von der identischen ver- 
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schiedene Substitution der Gruppe vertauscht) und m den Grad (die 
Zahl aller verschiedenen von der Gruppe betroffenen Buchstaben). 

Aus dieser Gruppe denke man sich — diesmal ohne weitere Ein- 
schrinkung — die Gesammtheit aller verschiedenen Substitutionen der 
Buchstabenzah! « und daraus wieder eine einzelne herausgegriffen, 
Solche Substiiutionen sind hier immer vorhanden, da sich eben eine 
mehr als einfach transitive Gruppe, als mindestens zwei Buchstaben 
vertauschend (n > 1), nicht auf die identische Substitution beschrinken 
kann. Ihre demnach von Null verschiedene Anzahl sei ¢. 

Fiir jede von der herausgegriffenen nicht in sich selbst transfor- 
mirte unter diesen z Substitutionen ist dann nach (1), wenn die Zahl 
aller verschiedenen von ihr und der herausgegriffenen gemeinsam be- 
troffenen Buchstaben durch m angegeben wird, zufolge der Bedeutung 
von u offenbar 3m > wu, und also bei der Ganzzahligkeit. von m 


(5) m > (<u), 
unter G u) beliebig u selbst oder die kleimste nicht weniger als 


vu betragende ganze Zahl verstanden. 


Ks bedeute nun x die grésste Zahl der Art, dass unter den be- 
trachteten z Substitutionen x der Beziehung 


(6) 22m >a G u) 


geniigen, in der ,m die Summe der entsprechenden x Zahlen m dar- 
stellt, also die Gesammtzahl der in den fraglichen 2 Substitutionen 
vorkommenden einzelnen Vertauschungen solcher Buchstaben, die auch 
von der herausgegriffenen Substitution vertauscht werden. 

Ist dann 2 noch < z, so muss schon fiir irgend 2+ 1 der z 
Substitutionen 


Zim < (x + 1) ( u) 
sein, wenn 2,4,m entsprechend die Summe der beziiglichen x + 1 
Zahlen m bezeichnet; und um so mehr folglich 


22m < («+ 1) (Su), 
oder 
(7) «(5 u)> =m — G u): 
Sollen aber x die Bedingung (6) erfiillende Substitutionen unter 
den betrachteten 2 auch nur in keiner grésseren Anzahl derselben 


Kigenschaft aus den ¢ simmtlich enthalten sein, so muss zu ihnen 
jede solche dieser z Substitutionen gehéren, die schon einzeln der 


Bedingung (5) geniigt, d. h. also mindestens G u) Buchstaben mit der 
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herausgegriffenen gemeinsam betrifft. Denn eine solche Substitution 
wiirde ja sonst mit den x zusammen eine Anzahl von 2-+ 1 unter 
einander verschiedenen aus den z bilden, fiir welche die durch 
Addition aus (5) und (6) folgende Beziehung 

Enpim > (w + 1) (Eu) 
bestiinde, im Widerspruche mit der Voraussetzung. 

Der Bedingung (5) entspricht nun vor Allem die herausgegriffene 
Substitution selbst, die sich ja unter den betrachteten z, als der Ge- 
sammtheit der in der Gruppe vorhandenen ihrer Buchstabenzahl, eben- 
falls findet, und fiir die m eben geradezu = w ist. 

Ferner aber, wie gesagt, nach (1) jede solche der 2 Substitutionen, 
die von der herausgegriffenen nicht in sich selbst transformirt wird. 
Und von dieser Eigenschaft ist sicher jede, die auch nur einen von 
der herausgegriffenen vertauschten Buchstaben durch einen von der- 
selben nicht betroffenen ersetzt. Denn von solchen zwei Buchstaben 
wird ja der erstere durch die in Rede stehende Transformation geandert, 
der andere, ihn ersetzende, dagegen nicht; so dass der letztere von 
der transformirten Substitution nicht mehr an die Stelle desselben 
Buchstaben gebracht wird, auf dessen Platz er durch die urspriingliche 
kommt. 

Zu der durch Xm dargestellten Anzahi aller von den fraglicheu 
«x Substitutionen bewirkten Vertauschungen von einzelnen Buchstaben 
der herausgegriffenen zahlt mithin, als nothwendig diesen Substitu- 
tionen angehdrend, jede tiberhaupt in den betrachteten z vorkommende 
Ersetzung eines solchen Buchstaben durch einen von der heraus- 
gegriffenen nicht vertauschten. Die Gesammtzahl dieser Ersetzungen 
ist leicht zu bestimmen. Denn da von den ¢g Substitutionen, als 
solchen der Buchstabenzahl w, zusammen genau zu Vertauschungen 
einzelner Buchstaben ausgefiihrt werden, so muss darunter jede der 
méglichen w(m — 1) verschiedenen Ersetzungen eines der » Gruppen- 


buchstaben durch einen andern derselben genau ead mal auftreten, 


weil ja nach (2), (3) und (4) bei der mehr als einfachen Transitivitat 
der Gruppe gleichoft, und folglich der offenbar auf w(m — wu) Arten 
mdgliche Fall, dass insbesondere einer der w von der herausgegriffenen 
Substitution vertauschten Buchstaben durch einen der iibrigen n — u, 


von ihr nicht betroffenen Gruppenbuchstaben ersetzt wird, insgesammt 
Zu u?(n — wu) 
n(n —1) u(n — u) = 2 n(n—1) 
Indem man hierzu die u Ersetzungen je eines Buchstaben der 
herausgegriffenen Substitution durch einen andern solchen fiigt, welche 
diese, wie gesagt, ebenfalls zu den fraglichen x gehdérige Substitution 


selbst bewirkt, hat man somit schliesslich fiir die Zahl 2,m aller 


mal. 
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durch die x ausgefiihrten Vertauschungen von einzelnen solchen Buch- 
staben die untere Grenze 


zm>2" na) tw 


n(n — 
Verbindet man dies mit der vorher unter der Voraussetzung 2 < ¢ 
erhaltenen Beziehung (7), so ergiebt sich unter derselben Voraussetzung, 
und wenn also xz die groésste der Bedingung (6) geniigende Zahl ist, 
1 2 (n — 
x (<u) > é at are i + u — (Fu), 


n(n 





mithin, da den Bedeutungen von u« und G u) zufolge u > € u) > 0 ist, 
erst recht 
(8) 2>4=—— “e—*) 


€ u) n(n — 1) 


Zwischen « und 5, m wird aber hier fiir jede beliebige Anzahl x 
unter den betrachteten 2 Substitutionen auch eine Abhingigkeit durch 
die Art gegeben, wie sich in Folge der mehr als einfachen Transi- 
tivitit der Gruppe die mit der herausgegriffenen Substitution ge- 
meinsam betroffenen Buchstaben auf die Gesammtheit der 2 Substitu- 
tionen vertheilen miissen. 

Nach (2), (3) und (4) muss namlich offenbar in dieser Gesammtheit, 
wie in jeder durch die Gruppe eindeutig bestimmten, nicht nur die 
Vertauschung jedes einzelnen der Gruppenbuchstaben gleichoft auf- 
treten, sondern auch die jedes Paares derselben durch eine und die- 
selbe Substitution. Von jeder der fraglichen z Substitutionen werden 
aber « Buchstaben vertauscht, und aus diesen lassen sich bei nicht 
gleichgiiltiger Aufeinanderfolge w(w — 1) verschiedene Paare bilden. 
Das giebt in allen z zusammen zw Hinzel- und zu(u — 1) Paar- 
Vertauschungen. Wenn also, wie hier, gleichviele, so kommen davon 
auf jeden einzelnen der » Gruppenbuchstaben = und auf jede der 


n(n — 1) aus denselben méglichen verschiedenen Reihenfolgen von je 
zu(u — 1) Und 





zweieli 





. folglich ist die Gesammtzahl dieser Ver- 
n(n — 1) 


tauschungen fiir aile w einzelnen Buchstaben der herausgegriffenen 


Substitution aan ua Z £ und fiir alle w(w— 1) aus denselben zu 


bildenden verschiedenen ceaanaiieces von je zweien 
su(u— 1 

n(n — 1) ) 

Die erste dieser zwei Zahlen wird nun andererseits durch 2,m 

dargestellt, wenn, ahnlich wie ,m fiir gewisse ~ der betrachteten 

Substitutionen, 2,m fiir alle zg die Summe der Zahlen m _ bedeutet, 

welche angeben, wie viele vertauschte Buchstaben jede einzelne dieser 

Substitutionen mit der herausgegriffenen gemein hat; und also die 








1) “i ~ wu — 1)? 
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zweite entsprechend durch &, (m(m — 1), da eben die Anzahl der 


méglichen verschiedenen Reihenfolgen von je zweien bei m Buchstaben 
m(m -— 1) betragt. Man hat somit 


(9) =m = 2 -, und 3, (m(m — 1)) = Z of 7 
Und da 
p (m (m — 1)) = >,m*? — s,m 
ist, also 
2m? = J, (m(m - 1)) + 2m, 
wenn wieder in entsprechender Weise unter 2,m? die tiber alle be- 
trachteten z¢ Substitutionen erstreckte Summe der Quadrate der Zahlen 
m verstanden wird, so ist mit 2,m und 2, (m (m — 1)) zugleich diese 
Quadratsumme 2,m* gegeben. 
Die Summe 2y? der Quadrate irgend welcher reellen Zahlen 


Yi, Yo,+. + Ye steht aber zur Summe 2y,y der letzteren selbst in der 
Beziehung 
(10) ay’ => i (2ey)*; 


d, h. sie ist keinesfalls kleiner als das durch die Anzahi k der Zahlen 
getheilte Quadrat dieser Summe. Oder, wie dies in anderer bekannter 
Form ausgesprochen werden kann, da ja 


: (ey) =k (G Sy) 


ist: der kleinste Werth, den die Summe der Quadrate reeller Zahlen 
durch Aenderung der letzteren bei gleichbleibender Summe und Anzahl 
derselben erlangen kann, tritt ein, wenn diese Zahlen alle einander 
gleich werden, also jede gleich der durch die Anzahi getheilten Summe 
derselben, dem arithmetischen Mittel aus ihnen. 

Es ergiebt sich dies ja z. B., wenn man y in 2,y* durch 


i 1 
y — 5 ey + ZY 


ersetzt und nach den Differenzen y — ‘ 2:y entwickelt. Man er- 
halt dadurch, da 


z3(2(y — 1 29)! 2) 


= Sey Dey — | Bey) = | Sey - (Bey ~ ey) =O, 
und 
fic.’ 1 ea 
Za(; Say) = RG Zy) = | (20 
ist, die Gleichheit 


Dy? = Bly — ; y+; ey) = A(y — | ey) + 5; (ey!, 
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die zugleich zeigt, um wie viel die Quadratsumme reeller Verinder- 
licher von ihrem bei gegebener Summe und Anzahl! derselben kleinst- 
méglichen Werthe abweicht, naimlich um die Quadratsumme der Unter- 
schiede dieser Verinderlichen von ihrem drithmetischen Mittel. 

Demnach ist hier fiir irgend eine von Null verschiedene Anzahl 
der # Zahlen m (die also angeben, wie viele Buchstaben jede der 
z in der Gruppe insgesammt vorhandenen verschiedenen Substitutionen 
der kleinsten vertauschten Buchstabenzahl « mit einer aus ihnen heraus- 
gegriffenen gemeinsam betrifft) 


z=,m’ = a (2, m)?, 


wenn durch 2,m wieder die einfache Summe, durch 2, m? die Quadrat- 
summe dieser w dargestellt wird, wie dies fiir alle z entsprechend durch 
x,m und Z,m? geschieht. Und fir die iibrigen 2-2, die ja dann 
zur einfachen Summe 2,m— 2, m und zur Quadratsumme 2, m? — Dm? 
haben, 
Em? — Em? > —— (Em — Zzm)?, 

wenn x zugleich < 2 ist. 

Das giebt zusammen unter den Bedingungen 0 < 2 < 2: 

1 ' 1 . 
Z,m? > = (Lym) + —*— (Fm — Ezm)%, 
und bei Erweiterung mit dem nicht negativen Nennerproducte x(z¢— 2): 
x(2 — x) Lm? > (e — x) (2m)? + x(2,m — Z,m)*, 

welche letztere Beziehung offenbar auch noch in den Fallen x = 0 
und = ¢ gilt, da ja 2.m—0, wenn 2 = 0, 

Und daraus ergiebt sich der Reihe nach weiter, durch Entwicklung 


nach 2,m, beiderseitige Division mit der positiven Zahl z¢ und Er- 
ginzung der 2,m enthaltenden Glieder zum vollen Quadrat: 


a(2 — £) Lm? > 22m)? — 2a Z,mZ,m + x(z,m)’, 

a(1 — £) 2m? > (2,m)* — 2 = 2m Lm + (2) (2m)? 

— (EZ) (2m) + % (Zrmy, 

a(1 — £) Xm? > (2m — = dm) + (1 — £) (2m); 
also endlich, indem (1 ~~ 2) (2,m)? auf die andere Seite geschafft 
und dort der Factor a(1 — 7) ausgesondert wird: 

x (1 — 2) (Sm? — 1 (E,m)') > (2m — 2 Em). 


Soll nun insbesondere w der Bedingung (6) geniigen, so darf die 
damit gegebene untere Grenze x (5 u) fiir 2,m in der eben er- 
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haltenen Beziehung sicher eingesetzt werden, wenn «(5 u) noch 
> a 2.m ist; da ja (=. — a 2; m) mit abnehmendem Werthe von 
2m ebenfalls abnimmt, solange Xm nicht < a =m wird. Und 


da x nicht negativ, so ist a(t u) > = 2,m, wenn 
(11) ( u) P - 2m. 


Unter dieser letzteren Voraussetzung erhilt man somit durch die 
gemachte besondere Annahme (6) iiber z: 


s (1 ii =) (2, m? — ~ (2,m)*) = (« G u) = ; zm), 
und folglich auch: 


(12) (1 — =) (5, m? — + (2,m)?) >x ((; u) — . Em) 


wie sich ja fiir x >O durch Kiirzung mit z ergiebt und in dem 
belanglosen Falle «== daraus, dass nach (10) immer 


Em? — = (Z,m)?> 0 

sein muss. 

Dabei kann also « noch jede der Beziehung (6): 

2m > x (G u) 

entsprechende Zahl bedeuten und ebenso, da ja in (12) mit abnehmendem 
Werthe von « die linke Seite grésser, die rechte kleiner wird, auch 
jede untere Grenze einer solchen Zahl, je hoher, desto vortheilhafter. 

Fiir die grésste derartige Zahl besteht aber, wie vorher ge- 
zeigt (8), die untere Grenze 


u?(n — wv) 


(i «) n(n — 1) : 


sobald diese grésste Zahl noch < ¢ ist. Und das ist ja der Fall, wenn 
, 1 
(13) =m <2 ( u): 


Zugleich wird mit dieser letzteren Annahme bei dem _positiven 
Werthe von z die Bedingung (11) fiir (12) erfiillt. Man darf dann 
also in (12) jene untere Grenze (8) fiir z einfiihren. Thut man dies 
und ersetzt zugleich 2m und 2,m? durch ihre Ausdriicke in z, n 
und « nach (9): 


z>2 


und 


— _ _ #ie— 1)? u* 
2m = & (m(m - 1)) + 2m =z 5) +24 = 
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(wodureh =m? — “(2 m)? =e: i + Ms 
r Bony (mu — 1)? + n(n — 1) — “a —1) u?) 
Z es “ wird), so ergiebt sich, mit der aus (13) her- 
vorgehenden Bedingung 
(14) 22 < «(5 4), oder u? < (Gu)n, 


zunichst : 
1 — _#e—*) \  Fe—w. ,_Se-—4_ (iu) — ue? ey, 
G u) n(n —1) win — al "€ u) n(n — 1) 1) 
und daraus durch Kiirzung mit gu?(m— wu) und Erweiterung mit 


G u) n§(n — 1) (um rechts allein (G u) n— ue) zu haben ) : 


2 
(15) (ju) n—“e-) (n—u)> (ju) n — ww) : 
Denn es sind ja sowohl z, » und »m—1 > 0, als nach (14) und dem 
Begriffe (; u) (s. unter (5)) auch G u) und » — u. 


Es handelt sich jetzt nur noch um die Auflésung nach uw. 
In (15) wiirde, wie ersichtlich, auch die linke Seite durch 





((: u) n— ut) theilbar werden, wenn darin fiir » —u das wegen 
u > 1 gréssere n—1 gesetzt werden diirfte. Diese Seite ist aber 
(mit — erweitert) 


= _w(n — 4) (1 u?(n — u&) 
~~”) ((j u)n — n—1 ), 
also von der and qy(a — y), unter g, a und y positive Zahlen 
verstanden. Und letzterer Ausdruck wird ja, weil 


=4(ta— Ga—y)), 


mit grésser werdendem y bei unverainderten Werthen von g und a 








ebenfalls grésser, so lange y < 5 a bleibt. Es ist demnach hier, da 
u(n — = 


an <u?, auch sicher 


n— . . 9 ((: u) n— win=*)) (Gj u) n — wan) (n — 


d. b. 


<(Gju)a—w) (w—0, 





| 
\ 


142 A. Bocnert. 
wenn 
(16) u? <5(Eu) n. 


Und da auch die Giiltigkeitsbedingung (14) von (15) mit dieser An- 
nahme erfillt wird, so ist also unter derselben nach (15) um so mehr 


2 
(( u) n — u?) < ((; u) n — u?) (mn — 1). 

Das giebt dann durch Kiirzung mit dem sowohl nach Voraus- 
setzung als nach der Beziehung selbst positiven Ausdruck G u) n— u?: 
(Gu) — win —1, 

woraus wegen der gemachten Annahme (16) weiter: 


5(3 u) n<n—l1 
folgt, also auch: 


(by) <2, 


und da G u) die kleinste nicht weniger als ou betragende ganze Zahl 


bedeuten kann (s. unter (5): 
zu selbst = 1. 


Als Folge der Annahme (16) erhalt man somit schliesslich u <3, 
d. h., nach dem Begriffe von w, es muss dann die Gruppe von der 
identischen verschiedene Substitutionen von nicht mehr als drei Buch- 
staben enthalten. Dann enthilt sie aber bekanntlich die ganze alter- 
nirende ihres Grades (vgl. Th]. 1, Bd. 40, S. 182 unter (I)). 

Soll dies daher nicht der Fall sein, sondern u > 3, so darf die 
Annahme (16) nicht zutreffen, und es muss dann also 


uw > s(; u) n 
sein. Das besagt aber, da eben unter (; u) beliebig zu selbst oder 
die kleinste nicht unter 5M liegende ganze Zahl verstanden werden 
darf, und die letztere unter der Voraussetzung u > 3 keinesfalls < 2 
ist, dass unter dieser Voraussetzung u* sowohl > = un als > ist, 
u selbst also sowohl > a” als > Yn. 


Und so hat man zuniichst das Ergebniss: 
(17) Die Classe jeder mehr als einfach transitiven Gruppe von 
nm Buchstaben, welche die alternirende ihres Grades nicht enthilt, ist 


nicht nur > 3, sondern auch > //m und > 52. 
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Liasst man jetzt weiter in der Beziehung (15) und ihrer Voraus- 


setzung (14) (Gu) einfach zu selbst bedeuten, so wird aus (14) bei 
beiderseitiger Division mit dem positiven Factor w: 


(18) u< =”, 
und aus (15) bei solcher mit ?: 
1 u(n — u)\n—u 1 2 
a) Gn MEMES ES Gua)! 
In letzterer Ungleichung wird aber die linke Seite mit kleiner werdendem 
Werthe von w bei gleichbleibendem von m sicher grésser, so lange 


O<uc<in 


ist; da ja u(n — u) (— tn?—(En—u)) fir uw< sn mit wu 
zugleich abnimmt. Unter der Voraussetzung (18) folglich, unter der 
die Ungleichung (19) gilt, und nach der ja wu sogar < ;” bleiben 
soll, besteht dieselbe auch, wenn darin links fiir w irgend eine dieser 
Voraussetzung geniigende positive untere Grenze eingesetzt wird. 
Geschieht dies nun mit der eben (17) gefundenen =m, die ja von 

der erforderlichen Art ist, so ergiebt sich: 
(jn —u) <5(Gn— 55) = a5 
mithin insbesondere: 

‘ n—u<yn 
oder 

u> 5” — Yn; 
und dies gilt also zunichst unter der Bedingung: 


1 = 1 
gucucg” 


Als augenscheinlich unter ;” liegend und daher fiir u>in 


selbstverstandlich, bedarf aber die so erhaltene untere Grenze fiir u 


der Beschrankung u < ;” nicht und besteht somit schon, wenn nur 
udin ist. 

Zufolge des vorigen Ergebnisses (17) und der Bedeutung der 
Classe uw als kleinstméglicher Buchstabenzahl einer von der identischen 
verschiedenen Substitution der Gruppe hat man demnach sofort 
den Satz: 

Enthilt eine mehr als einfach transitive Gruppe von n Buch- 
staben die alternirende ihres Grades nicht, so vertauscht jede von der 
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identischen verschiedene “permet in thr nicht nur mehr als 3, 
sondern auch mehr als Yn und als + 3” —Vn Buchstaben. 

(u > zn ist als blosse, durch ities zu erhaltende Folge von 
u> Yn ud u> ;” — yn hierin nicht mehr erwiibnt.) 

Die zuletzt erlangte Grenze u > ;” — Yn kénnte noch wieder 
in derselben Weise zu weiterer Anniherung beniitzt werden, wie dies 
zu ihrer Ableitung soeben mit u > -” geschehen ist; indem sie also 


ihrerseits in die linke Seite von (19) eingefiihrt wiirde. Indessen er- 
scheint die auf diese Weise, und auch durch Wiederholung des Ver- 


fahrens, noch zu erzielende Erhébung (bis auf annihernd 5m a + V2n) 


zu unbedeutend und der entstehende Ausdruck auch zu wenig einfach, 
um weiter darauf einzugehen, 


(Statt von dem Ergebnisse u > =m, wenn > 3, kann man 


iibrigens auch von dem im ersten Theile der Arbeit (Bd. 40, 8. 182, 
Satz I) fiir sich auf einfachere Weise nachgewiesenen ausgehen, 


dass u«, wenn > 3, auch >in ist, mit Ausnahme héchstens des 
Falles » = 25, in dem dann aber immer noch uw mindestens [: n|— 6 


betrigt. Durch Einsetzung von in fiir «w auf der linken Seite von 
(19) erhalt man: 


Gn- u) <3(Gn — Be =n(i — ani “<i 
mithin 


1 7 2 /— 
peu </qgn<gVn 


und 

u>in—2yn 

3 3 ’ 
Und da : nn — sVn fiir n = 25 noch < 6 ist, so hat man iiberhaupt: 
u>in—ZyVn, wenn > 3, 
also eine etwas héhere Grenze als zm” —Yyn von dhnlich einfacher 
Gestalt. ) 
Breslau, im August 1896. 
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Ueber die Integration der Hamilton’schen Differentialgleichung 
mittelst Separation der Variabeln. 


Von 


Pau Srdcxer in Kénigsberg i. Pr. 


In der Abhandlung: Eine charakteristische Eigenschaft der Flichen, 
deren Linienelement ds durch 


ds? = («(4,) +4 (q2)) (dq,? + dq,”) 
gegeben wird (diese Annalen, Bd. 35, 1889, S. 91—103) habe ich die 
Frage, wann eine Hamilton’sche Differentialgleichung: 
= ow owew own 
H=E(F) +2Foo + G(o. — 2(11 + a) =0 
mittelst Separation der Variabeln integrirt werden kann, unter der 
Voraussetzung beantwortet, dass alle betrachteten Grdssen reell seien. 
Lisst man diese Voraussetzung fallen, so verliert meine damalige 
Beweisfiihrung ihre Kraft, da bei ihr die Thatsache benutzt wurde, 
dass E und G im reellen Gebiete nur fiir besondere Werthe von gq, 
und g, verschwinden kénnen. Nichts destoweniger bleiben die Er- 
gebnisse meiner Untersuchung auch im Gebiete der complexen Werthe 
ausnahmslos giiltig, und das nachzuweisen ist der Zweck dieser Note. 
Ist zuniichst E — G = 0, so folgt, wenn Separation der Variabeln 
stattfindet, aus der Gleichung 
H=2FW,W, — 2(1 + «) =0 
durch zweimalige Differentiation: 
@log F __ @ log (TT + a) 





04: OG: Ty * 
und da F und TT von e@ unabhingig sind, so muss fiir sich 
@log F 





0% 0% == (), T,, = 0, TT, . TT, =90 


sein. Man darf daher unbeschadet der Allgemeinheit / — 1 setzen, 
wahrend TT entweder nur von g, oder nur von g, abhingt. Mithin 
Mathematieche Annalen. IL. 10 
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hat die Gleichung H = 0 entweder den Typus II*) oder den Typus II>) 
meiner friiheren Abhandlung. 

Verschwindet aber nur eine der Gréssen E und G, etwa G, so 
behalten die Betrachtungen in Nr. 2 ihre Giltigkeit. Geht man nun 
die vier Fille durch, die dort unterschieden wurden, so kann Fail 1. 
und Fall 3. nicht eintreten, weil sonst E = 0 wire. 

Im Falle 4. wird 

ET!, — £,(1 + a) =0, 
folglich darf man E=1 setzen, und TT hangt nur von q, ab. 
Weiter ist 

' a — We 

F= Ww.” i “= 0G) > (4%); 
oder, indem man statt g, eine Function von qg, als zweite Verinderliche 
einfiihrt: 
F => (4) ? 
das heisst, die Gleichung H = 0 gehért zu dem Typus II). 
Im Falle 2. wird: 





d TT, 9 F, E, _ 
eee cee ie 
Folglich ist 
9° log = 
— ak Sr 
Tat W+alt dqoq, —~” 
und da FE, F und TT von @ unabhingig sind, so muss 
a log = 
60% 


sein, sodass man unbeschadet der Allgemeinheit E — F? setzen 
darf. 
Weiter hat man: 


F, F, ‘ 
—f =o(m, «)  +(BY =f, @). 


Hieraus folgt: 
F = 7(%) @(4), E = 77 (q;) @7(q) 


und indem man statt g, eine Function von q, als erste Verinderliche 
einfihrt: 
F=o(9,), E=*(q). 


Endlich besteht die Gleichung: 


—~ 22 = (1+ a)(d(q,«) +2 od = § (Go, @). 
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Ist der zweite Factor von Null verschieden, so wird TT eine Function 
von g, allein, und die Gleichung H —0 hat den Typus II*). Ver- 
schwindet aber der zweite Factor, so muss gleichzeitig 


T,=0 und @’(q.)=0 
sein, und es tritt der Typus II*) ein. 


Hiermit ist bewiesen, dass man im Gebiete der complexen Grissen 
keine neuen Typen erhiilt. 


Kénigsberg i. Pr., im Mai 1896. 





Eine arithmetische Formel. 
Von 


E. Nerro in Giessen. 
(Mitgetheilt von E, Study). 


In meiner Abhandlung iiber Systeme von Kegelschnitten (Math. 
Ann. Bd. 40, S. 542) ist ein Punkt unerledigt gelassen. Es wird 
namlich dort fiir die Zahl N(A, 4’) der linear-unabhingigen Kegel- 
schnittsysteme mit gegebenen Charakteristiken 4, 4’ nur ein Ausdruck 
angegeben, der die Auflésung eines Systems diophantischer Gleichungen 
verlangt. Die gemeinte Formel ist 

N(A, *) = 22+) 27 +1) +7 +), 
wo die Summe sich bezieht auf alle positiven ganzen Zahlen j, j’, die 
zusammen mit zwei anderen x, x’ den Gleichungen 
Gt27 + 3x —44 24, 7 +274+30 =1V4+ 24 
geniigen. Ich hatte aber bereits die Vermuthung ausgesprochen, dass 
diese Zahl, nach Analogie etwa der Zahl “* der linear-unab- 


hangigen Flichen ». Ordnung im Raume, eine ganze Function der 
Charakteristiken sein méchte. Herr Netto hat nun die Freundlichkeit 
gehabt, mir den folgenden Werth der obigen Summe wmitzutheilen, 
den ich mit seiner Erlaubniss veréffentliche: 
120N—= (A445) + 10(Ata'+A2'4) 4 40(43 424.222’) 

+ 15(at+a’4) + 120(432'-+-440'5) + 240272? 

+ 85(a3+ a’3) 4+ 430(a24'+-22'2) 

+ 225 (42-442) + 60042’ 

+ 247(4+2') 

+ 120. 
Fir 4’ =0 reducirt sich die Zah! N, wie a. a. O. angegeben, auf (“$°) ; 





Gauss, die beiden Bolyai und die nichteuklidische Geometrie. 
Von 


Paut SrAcket in Kiel und Friepricu Encet in Leipzig. 


1. 


Als wir im fiinften Abschnitte unsers Buches: Die Theorie der 
Parallellinien von Euklid bis auf Gauss, eine Urkundensammlung zur 
Vorgeschichte der nichteuklidischen Geometrie (Leipzig 1895) alle uns zu- 
giinglichen Aeusserungen von Gauss tiber die ,,ersten Griinde der Geo- 
metrie“ zusammenstellten, bemerkten wir dazu, dass dieser Abschnitt 
recht diirftig ausgefallen sei (S. V und 216*)), und dass das vorliegende 
Material nicht einmal ausreiche um zu entscheiden, in welcher Be- 
ziehung die Untersuchungen der beiden Bolyai zu den Untersuchungen 
von Gauss gestanden haben (S. 242). 

Dass wir uns jetzt in giinstigerer Lage befinden, verdanken wir 
vor allem der Ausdauer und Hingebung des Herrn Baumeisters Franz 
Schmidt in Budapest, der seit dreissig Jahren unausgesetzt bemtht 
ist, den Antheil der beiden Boly ai an der Geschichte der nichteuklidischen 
Geometrie aufzukliren und festzustellen. Ihm hat namlich die Kénigliche 
Gesellschaft der Wissenschaften zu G6ttingen im December 1896 dankens- 
werther Weise eine Abschrift des Briefwechsels zwischen Gauss und 
Wolfgang Bolyai zur Verfiigung gestellt, und im Hinverstindnisse 
mit ihm hat der eine von uns den mathematischen Theil dieses Brief- 
wechsels ausgezogen und in den Géttinger Nachrichten veréffentlicht**). 
Wir bringen hier die betreffenden Stellen nochmals zum Abdruck und 
fiigen auch Wolfgang Bolyais Géttingische Theorie der Parallelen 
hinzu, die dessen Briefe vom 16. September 1804 beigelegt war, die 
aber der Kiirze der Zeit wegen in die Gottinger Nachrichten nicht 
hatte mitaufgenommen werden kénnen; zur Erleichterung des Ver- 
stindnisses geben wir neben dem lateinischen Texte eine deutsche 
Uebersetzung dieser wichtigen Abhandlung W. Bolyais. 

Wir verdanken jedoch Herrn Baumeister Schmidt noch mehr. 


*) Hier wie im Folgenden beziehen sich die ohne weitere Bemerkung an- 
gefiihrten Seitenzahlen stets auf die Anfangs erwiihnte Theorie der Parallellinien. 

**) Mittheilungen aus dem Briefwechsel von Gauss und W. Bolyai von 
Paul Stickel, Géttinger Nachrichten, mathematisch-physicalische Classe, Jahr- 
gang 1897, Heft 1. 


Mathematische Annalen, Il. il 
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In Gemeinschaft mit seinem Sohne, Herrn Prof. Dr. Martin Schmidt 
in Pressburg, hat er den Nachlass der beiden Bolyai einer erneuten 
Durchsicht unterworfen und uns iiber deren Ergebnisse eine Reihe von 
Mittheilungen zukommen lassen, von denen wir einen Theil bereits in 
unsrer Theorie der Paralleilinien benutzt haben. Namentlich aber hat 
er uns einige, bis jetzt unbekannt gebliebene, in magyarischer Sprache 
abgefasste Schriften iiber die beiden Bolyai zuginglich gemacht, die 
eine werthvolle, ja unentbehrliche Erginzung zu den Briefen von 
Gauss und Wolfgang Bolyai bilden. 


9 
“e 


In Briefen an Taurinus (8. Nov. 1824, 8. 249), Bessel (27. Jan. 
1829, S. 226) und Schumacher (17. Mai 1831, Seite 230 und 28. Nov. 
1846, S. 225) berichtet Gauss, dass er sich schon sehr frih mit der 
Theorie der Parallelen beschiftigt habe, und seine verschiedenen An- 
gaben lassen sich dahin vereinigen, dass man ungefihr das Jahr 1792 
als Anfangspunkt seiner ,,Meditationen“ annimmt. Eine etwas spiitere 
Zeit, friihestens 1797, ergiebt sich aus dem Briefe an Bolyai vom 
6. Marz 1832, jedenfalls zeigt aber der Brief an Bolyai vom 16. Dee. 
1799, dass Gauss schon damals in seinen Arbeiten ,,iiber die ersten 
Griinde der Geometrie“ ,,weit vorgeriickt war“, und seine Aeusserung, 
dass ,,der Weg ... nicht so wohl zu dem Ziele fiihrt, das man wiinscht 
und welches Du erreicht zu haben versicherst*), als vielmehr dahin, die 
Wahrheit der Geometrie zweifelhaft zu machen“ lisst in Verbindung 
mit der weiteren Bemerkung, ,,es wiire ja wohl méglich, dass so ent- 
fernt man auch die drei Endpunkte des A im Raume von einander 
annahme, doch der Inhalt immer unter (infra) einer gegebenen Grenze 
ware“, wohl keine andre Deutung zu, als dass Gauss bereits 1799 
die Annahme, Euklids finfte Forderung sei nicht erfiillt, in ihren 
Consequenzen verfolgt hatte, wie das vor ihm Saccheri (1733) und 
Lambert (1766) gethan hatten. 

Gegeniiber dem Briefe vom 16. Dec. 1799 zeigt der vom 25. Nov. 
1804 einen gewissen Riickschritt. Gauss spricht darin von Klippen, 
an denen seine Beweisversuche gescheitert seien, und fahrt fort: ,,Ich 
habe zwar noch immer die Hoffnung, dass jene Klippen einst, und noch 
vor meinem Ende, eine Durchfahrt erlauben werden, ..., glaube mir, 
es soll mich herzlich freuen wenn Du mir zuvorkommst, und es Dir 
gelingt, alle Hindernisse zu tibersteigen“. 





*) Die cursiv gedruckten Worte fehlen in dem Abdrucke dieses Briefes, der 
im Jahre 1877 bei Gelegenheit der Centenarfeier von Gauss durch Herrn Geheim- 
rath Schering besorgt worden ist. Sie scheinen uns fiir die Beurteilung des 
Verhiltnisses zwischen den Untersuchungen von Gauss und W. Bolyai von 
entscheidender Bedeutung zu sein, 
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Wir michten hieraus schliessen, dass die Erkenntniss von der 
logischen Unanfechtbarkeit der nichteuklidischen Geometrie Gauss nicht 
durch eine geniale Intuition zu Theil geworden ist, sondern dass er 
sie erst in hartem Kampfe gegen das alte Vorurtheil errungen hat, 
und hiermit stimmt iiberein, dass er 1824 in dem Briefe an Taurinus 
von seinen vergeblichen Anstrengungen erzahlt, ,,einen Widerspruch, 
eine Inconsequenz in dieser Nichteuklidischen Geometrie zu entdecken“. 

Freilich ist uns iiber die Entwickelung der Gaussschen Ideen 
nichts Genaueres bekannt, denn in dem Briefwechsel zwischen ihm 
und W. Bolyai stossen wir jetzt auf eine grosse Liicke: noch einige 
Briefe rein freundschaftlichen Inhalts folgen, aber von 1808 bis 1832 
hat er an seinen Jugendfreund nicht gesckrieben, und auch Bolyai 
an ihn nur einen einzigen Brief, der persénliche Angelegenheiten be- 
traf und unbeantwortet blieb. Wir sind daher fiir die Zwischenzeit 
auf andre Quellen angewiesen, aber auch diese fliessen nur spiirlich; 
denn Gauss, der tiberzeugt war, ,,dass die Zahl wahrer Geometer 
iiusserst gering ist, und die meisten die Schwierigkeiten bei solchen 
Arbeiten weder beurtheilen noch selbst einmal sie verstehen kénnen“, 
scheute, ,,das Geschrei der Boeoter“ und war in Bezug auf seine 
Untersuchungen tiber die nichteuklidische Geometrie tusserst zuriick- 
haltend. So erklirt es sich, dass er in seinen Anzeigen atts den Jahren 
1816 und 1822 (8. 220 und §. 223) seine wahre Meinung nur durch- 
schimmern liess, und bloss vertrauten Freunden wie Gerling (1819, 
8. 246), Bessel (27. Jan. 1829, 8. 226) und Schumacher (12. Juli 
1831, S. 232) einen Einblick in seine Entdeckungen gestattete. Nur 
scheinbar bildet der Brief an Taurinus (8. Nov. 1824, 8. 249) eine 
Ausnahme, denn Gauss verpflichtet diesen ausdriicklich zum Still- 
schweigen iiber seine Mittheilungen. 

Leider ist es nicht méglich, sich auf Grund dieser wenigen An- 
deutungen ein Bild davon zu machen, welchen Weg Gauss bei seinen 
Untersuchungen eingeschlagen hat, die ihn dazu fiihrten, die nicht- 
euklidische Geometrie ,,ganz befriedigend auszubilden“‘, sodass er 
bereits 1819 ,,jede Aufgabe in derselben auflésen konnte“. Um so 
wichtiger ist es, dass sein Briefwechsel mit W. Bolyai in dieser 
Richtung einen gewissen Aufschluss giebt. 

Am 6. Marz 1832 schreibt Gauss wieder an seinen ,,unvergess- 
lichen Freund“, der ihm das ,,Werkchen seines Sohnes Johann 
Bolyai, naimlich den Appendix, zugeschickt hatte: ,,Der ganze Inhalt 
der Schrift, der Weg, den Dein Sohn eingeschlagen hat und die 
Resultate, zu denen er gefiihrt ist, kommen fast durchgehends mit 
meinen eigenen, zum Theile schon seit 30—35 Jahren angestellten 
Meditationen iiberein. In der That bin ich dadurch auf das Aeusserste 
tiberrascht*. 


11* 
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Kurze Zeit vorher, am 17. Mai 1831, hatte Gauss an Schumacher 
geschrieben: ,,Von meinen eigenen Meditationen, die zum Theil schon 
gegen 40 Jahre alt sind, wovon ich aber nie etwas aufgeschrieben 
habe,..., habe ich vor einigen Wochen doch einiges aufzuschreiben 
angefangen. Ich wiinschte doch, dass es nicht mit mir unterginge“. 
Man vergleiche hiermit, was er in dem erwibnten Briefe an Bolyai 
sagt: ,,Mein Vorsatz war, von meiner eigenen Arbeit, von der iibrigens 
bis jetzt wenig zu Papier gebracht war, bei meinen Lebzeiten gar 
nichts bekannt werden zu lassen.... Dagegen war meine Absicht, 
mit der Zeit alles so zu Papier zu bringen, dass es wenigstens mit 
mir dereinst nicht unterginge. Sehr bin ich also iiberrascht, dass diese 
Bemiihung mir nun erspart werden kann“. 

Hiernach médchte man fast befiirchten, dass Gauss das Auf- 
schreiben seiner Meditationen spiter nicht fortgesetzt hat, und es wird 
daher vielleicht niemals aufgeklart werden kénnen, ob Gauss die nicht- 
euklidische Geometrie mit seinen eigenen Disquisitiones circa superficies 
curvas in Verbindung gebracht hat, ob er bereits wusste, dass fiir die 
geoditischen Dreiecke auf den Flichen constanter negativer Kriimmung 
seine Nichteuklidische Geometrie gilt, und ob es ihm also im Jahre 1854 
mit Riemann ebenso gegangen ist, wie 1832 mit Johann Bolyai. 

3. 

Wolfgang Bolyai*), geboren den 5, Febr. 1775, war nach 
langem Schwanken tiber die Wah! eines Berufes im Jahre 1796 nach 
Jena gegangen, wo sein Freund und Génner Baron Simon Kemény 
studirte. ,,Und bald begann ich, an dem Ufer der Saale spazirend, 
mit meinen geringen und zerstreuten Kenntnissen jenen Weg, auf dem 
ich mich auch noch im Greisenalter befinde.... Wir gingen nach 
Gottingen [Herbst 1796], wo uns Kaestner und Lichtenberg gut 
leiden konnten, und ich mit dem damals [seit Herbst 1795] dort studirenden 
Gauss bekannt wurde, mit dem ich noch heute in Freundschaft stehe, 
obgleich weit davon, mich mit ihm messen zu kénnen. Er war sehr 
bescheiden und zeigte wenig; nicht drei Tage, wie mit Plato, Jahre 
lang konnte man mit ihm zusammen sein, ohne seine Grésse zu 
kennen, Schade, dass ich dieses titellose, schweigsame Buch nicht 
aufzumachen und zu lesen verstand. Ich wusste nicht, wieviel er weiss, 


*) Als Quelle fiir das Folgende hat uns die von Herrn Prof. Martin Schmidt 
ins Deutsche iibersetzte Biographie Wolfgang Bolyais von Joseph Koncz 
gedient, die 1887 in dem Programme des Evangelischen Reformirten Collegiums 
zu Maros Vasarhely erschienen ist; spiiter ist dieses Programm mit einigen andern 
zu einer Geschichte des Collegiums vereinigt und darin 8. 271—388 abgedruckt 
worden. In der genannten Biographie sind auch Aufzeichnungen wiedergegeben, 
die W. Bolyai selbst im Jahre 1840 iiber sein Leben gemacht und der Ungarischen 
Gelehrten Gesellschaft in Budapest eingesandt hatte. 
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und er hielt, wie er meine Art sah, viel von mir, ohne zu wissen, 
wie wenig ich bin. Uns verband die (sich dusserlich nicht zeigende) 
Leidenschaft fiir die Mathematik und unsre sittliche Uebereinstimmung, 
sodass wir oft mit einander wandernd mit den eigenen Gedanken be- 
schiaftigt stundenlang wortlos waren“, 

Ergianzt werden diese eigenen Mittheilungen W. Bolyais durch 
eine Aeusserung, die Gauss nach Sartorius von Waltershausen 
in fritheren Jahren gethan haben soll: ,,Bolyai sei der einzige ge- 
wesen, der in seine metaphysischen Ansichten iiber Mathematik ein- 
zugehen verstanden habe‘‘*). 

Bevor Bolyai, am 8. Juni 1799, die Heimreise antrat, ist er noch 
ein letztes Mal am 24. Mai 1799 bei Clausthal im Harz mit Gauss 
zusammengetroffen, der Géttingen bereits im Herbst 1798 verlassen 
hatte und nach Braunschweig zuriickgekehrt war. Wabhrscheinlich 
haben die beiden Freunde bei dieser Gelegenheit mit einander tiber die 
Parallelenfrage gesprochen; denn nachdem Bolyai am 11. Sept. 1799 
aus Pest seine Ankunft in der Heimath gemeldet hatte, schreibt Gauss 
am 9. Dec. 1799: ,,Es thut mir leid, dass ich unsre ehemalige gréssere 
Nahe nicht benutzt habe, um mehr von Deinen Arbeiten iiber die 
ersten Griinde der Geometrie zu erfahren.... Mach doch ja Deine 
Arbeit bald bekannt“. Diese Arbeit, in der Bolyai, wie er damals 
Gauss versichert hatte, das Ziel, nimlich den Beweis der fiinften 
Euklidischen Forderung, erreicht hatte, ist wohl die in dem Briefe 
vom 16. Sept. 1804 erwihnte und erst damals Gauss iibersandte 
Géttingische Theorie der Parallelen, als deren Entstehungszeit hiernach 
die Zeit zwischen Herbst 1798 und Juni 1799 anzunehmen ist. 

An Anregung zur Beschiftigung mit der Parallelentheorie hat es 
Bolyai in Gottingen kaum gefehlt. Ganz abgesehen davon, dass 
gegen das Ende des achtzebnten Jahrhunderts auch in weiteren Kreisen 
ein lebhaftes Interesse fiir diesen Gegenstand vorhanden war (S. 211—213), 
ist es bekannt, dass Kaestner sich eingehend mit dem elften Axiome 
beschiiftigt, in seinen Vorlesungen darauf hingewiesen und 1763 
Kligels Dissertation veranlasst hat (S. 140f.). Aber was mehr be- 
deutet, Bolyai stand in freundschaftlichem Verhiiltnisse zu einem 
vorztiglichen Kenner der Untersuchungen iiber die Theorie der Parallelen, 
dem Professor der Astronomie Seyffer, iiber den wir in unserm 
Buche 8. 214—215f. eingehend berichtet haben. Das beweisen nicht 
nur die wiederholten Griisse und Erkundigungen in den Briefen Bolyais 
an Gauss, sondern auch die Worte in seiner Autobiographie: ,,Ich 
machte mich [am 8. Juni 1799] zu Fuss auf den Weg. Der Professor 
der Astronomie (der [spiiter] mit Napoléon bei Austerlitz war und dann 


*) Sartorius von Waltershausen, Gauss sum Geddchtniss. Leipzig 


1856. 8.17. 
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dessen Ingenieur-Oberst wurde) und andre begleiteten mich zu Fuss 
bis zu dem ersten Dorfe‘‘*). 

Die Hoffnungen, die Wolfgang Bolyai, der vom April 1804 ab 
als Professor der Mathematik, Physik und Chemie an dem ev. ref. 
Collegium zu Maros Vasarhely thitig war, auf seine Arbeit gesetzt 
hatte, gingen nicht in Erfiillung, und auch spiter hat er trotz aller 
seiner Anstrengungen das ersehnte Ziel nicht erreichen kénnen. Er 
schreibt hieriiber in seiner Autobiographie: ,,Da ich aber mit meinem 
Versuche, die Parallelen zu beweisen, nicht zufrieden war, und nach 
langer Zeit, obgleich ich sie bis zur Grenze der Méglichkeit untersuchte, 
auch dann keine Ruhe fand, so schwand mein Feuer fiir die Mathe- 
matik, und ich warf mich auf die Poesie“, und seinem Sohne Johann 
klagte er, ,,wenn er seiner Zeit in den Sachen des Axioms XI zu einem 
Resultate gekommen wire, so hitte er sich weder mit dem Construiren 
von Oefen noch mit der Dichtkunst befasst und wiire ein besserer 
Mensch und Wirth geworden“. 

Seine Ansichten tiber die Grundlagen der Geometrie hat W. Bolyai 
in dem Werke: Tentamen juventutem studiosam in elementa matheseos ... 
introducendi ...**) niedergelegt, von dem der erste Band 1832, der zweite 
1833 erschienen ist. In dem Generalis Conspectus Geometriae (Bad. I, 
S. 442—502) berichtet er von S. 490 an iiber seine friiheren Versuche, 
die finfte Forderung Euklids zu beweisen, und giebt an, welches 
neue Axiom in jedem einzelnen Falle erforderlich ist, um den betreffen- 
den Beweisversuch zu einem Beweise zu machen. Am ausfiihrlichsten 
bespricht er dabei einen Beweisversuch, der mit dem 1804 in dem 
Supplementum ad Theoriam Parallelarum mitgetheilten aufs Engste 
verwandt ist. 


4, 


Wolfgang Bolyais Sohn Johann, geboren am 15. December 
1802 zu Klausenburg, war, wie sein Vater am 20. Juni 1831 an Gauss 
schreibt, fiir Mathematik hervorragend begabt. ,,Den Unterricht in der 
Mathematik behielt sein Vater fiir sich“, sagt Koloman Szily***), 





*) K, F. Seyffer (1762—1822) verliess im Jahre 1805 Gittingen, wo er 
seit 1789 ausserordentlicher Professor der Astronomie gewesen war, und befand 
sich von 1805 bis 1806 als Ingénieur-topographe im Hauptquartier Napoléons, 
Spiiter war er in Miinchen Director des topographisch-statistischen Bureaus. Vgl. 
Allgemeine deutsche Biographie, Bd. 34, 8. 107f. 

**) Eine neue, prachtvoll ausgestattete Ausgabe dieses Werkes geben jetzt 
J. Kénig und M, Réthy im Auftrage der Kgl. Ungarischen Akademie zu Buda- 
Pest heraus. Der soeben erschienene erste Band (mit einem Bilde W. Bolyais) ent- 
halt jedoch nur den arithmetischen Theil des ersten Bandes der Originalausgabe. 

***) Ertekezések a mathematikai tudominyok kérébél (Abhandlungen aus 
den Gebieten der mathematischen Wissenschaften) Bd. XI, Heft 9. Budapest 1884. 
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Seine Fortschritte in der Mathematik waren so blitzschnell, dass er, 
wie sein Vater Ofter erzihlte, den Beweis des Theorems gar nicht ab- 
wartete und ihn selber gab. Wie der Teufel sprang er vor mich, die 
Worte seines Vaters, und bat mich weiter zu gehen“. 

Von dem Verlaufe seiner Untersuchungen iiber die Parallelentheorie 
hat Johann Bolyai selbst in einer Autobiographie, deren Abfassung 
Franz Schmidt in die Zeit von 1840 bis 1851 setzt, folgende Dar- 
stellung gegeben. 

Hr [mein Vater] machte mich auf die grosse Liicke und Unvoll- 
kommenheit der Parallelentheorie aufmerksam, bedeutete mich, weit 
Besseres als seine Vorginger geleistet, vollstandige und gebiihrende 
Befriedigung jedoch nicht gefunden zu haben, insofern keines seiner 
neuen Axiome, deren jedes zum strengen Beweise des XI, Axiomes 
allerdings hinreiche, so sehr sie auch auf den ersten Blick und vor- 
urtheilig geurtheilt annehmbar erschienen, den erforderlichen Grad 
geometrischer Evidenz besitze. Behauptet jedoch ohne Beweis, dass 
es unmdglich sei, das XI. Axiom zu beweisen; und suchte mich, nicht 
ohne Grund besorgt, ich kénnte damit mein ganzes Leben umsonst 
und vergeblich zubringen, auf alle mégliche und erdenkliche Art von 
allen weiteren Untersuchungen dieses Gegenstandes giinzlich abzuhalten 
und abzuschrecken“. ... 

»Als ich ihm aus der K. K. Ingenieur- Akademie in Wien berichtete, 
ich habe zu einem mdglichen Beweise des XI. Euklidischen Axioms 
zuerst den Weg eingeschlagen, zu beweisen, dass die mit einer Ge- 
raden gleichlaufende, das heisst davon in einer Ebene iiberall gleich- 
weit ahstehende Linie auch eine Gerade sei, und habe zu diesem Zweke 
die Kigenschaften einer solchen Linie fiir den Gegenfall zu entwickeln 
angefangen*), antwortete er mir 1820 in einem denkwiirdigen Schreiben 
folgendermassen [Brief fehlt].... 

»Erst im Jahre 1823 hat Er [Johann] dem Wesen nach sein 
Problem durchdrungen, obschon auch nachher noch Vervollkommnungen 
hinsichtlich der Materie und Form hinzukamen“. 

Bestiitigt und ergiinzt wird diese letzte Aeusserung ‘durch einen 
Brief, den Johann am 3. November 1823 aus Temesvar an seinen 
Vater richtete. In diesem magyarisch geschriebenen Briefe, den 
Herr Prof. Martin Schmidt in dem Nachlasse Wolfgang Bolyais 
aufgefunden und von dem er uns freundlichst eine Uebersetzung mit- 
getheilt hat, heisst es: 

»Mein Entschluss steht fest, ein Werk iiber die Parallelen heraus- 
zugeben, sobald ich den Stoff geordnet habe, und es die Umstiinde 


“*) {Hiernach hat Johann Bolyai bei seinen geometrischen Untersuchungen 
zuerst genau denselben Weg eingeschlagen, den schon Saccheri (1733) und 
Lambert (1766) mit Erfolg betreten hatten.] 
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erlauben; gegenwirtig habe ich es noch nicht, aber der Weg, den ich 
befolgt habe, hat beinahe sicher das Erreichen des Zieles versprochen, 
wenn das iiberhaupt miéglich ist; ich habe das Ziel nicht, aber ich 
habe so grossartige Sachen herausgebracht, dass ich selbst verbliifft 
war, und dass es ewig schade wire, wenn sie verloren gingen. Wenn 
Sie es sehen werden, werden Sie es auch erkennen; jetzt kann ich 
nur soviel sagen: dass ich aus Nichts eine neue Welt geschaffen habe. 
Alles was ich friiher geschickt habe, ist ein Kartenhaus im Vergleiche 
zu dem Thurme. Ich bin iiberzeugt, dass es mir nicht minder zur 
Ehre gereichen wird, als ob ich es schon entdeckt hiitte‘. 

In seiner Autobiographie fahrt Johann folgendermassen fort: 
»Er [Johann] theilte diese Arbeit seinem Vater und auch andern 
Personen mit, so zum Beispiel seinem ehemaligen Lehrer an der 
Ingenieur-Akademie, Herrn Johann Wolter von Eckwehr, im 
Jahre 1825 in einem schriftlichen Aufsatze, worin bereits der Grund 
zum Ganzen gelegt wird; er befindet sich wahrscheinlich noch in 
dessen Hiinden. Bei einem Zusammentreffen mit seinem Vater ver- 
anlasste dieser ihn, seine Arbeit ins Lateinische zu iibersetzen und 
ihm zu iibergeben, worauf sie 1832 als Appendix zum Tentamen ver- 
Offentlicht wurde.“ 

»lentamen sammt Appendix wurden an Gauss gesandt. Nach 
sechs Wochen kam seine Antwort. Gauss faingt damit an: Er 
kénne, so sehr es auch auf den ersten Blick auffallend sei, diese Arbeit 
und zwar aus dem Grunde nicht loben, weil er sich damit auch mit- 
loben miisste — weil der ganze Weg, den ich eingeschlagen hiitte, 
wie auch die Resultate, zu denen ich dabei gefiihrt wiire, fast durch- 
gehends mit seinen eigenen, schon seit 30—35 Jahren angestellten 
Untersuchungen und Ideen zusammentrifen. In einem friihern Briefe 
schrieb er [Gauss, 25. Nov. 1804]: er hoffe diese Klippen einst um- 
schiffen zu kénnen — also er hofft! —“. 

Diese letzten Worte lassen ein gewisses Misstrauen Johanns 
gegen Gauss erkennen, das vielleicht durch folgenden Umstand erklirt 
wird, den Koloman Szily erzihlt: ,,Das Verhiltniss zwischen 
Wolfgang und Johann war nicht gut. Der Sohn war voll Neid 
und Undank bis zur letzten Stunde. Diesen Hass hatte in dem Sohne 
der grundlose Verdacht hervorgerufen, der Vater habe die im Appendix 
niedergelegten Ideen an Gauss verrathen, und dieser wolle ihn nun 
der Prioritit, auf jene Ideen gekommen zu sein, berauben“‘. — 

Zu den Worten: ,,Tentamen sammt Appendix wurden an Gauss 
gesandt“ ist noch eine Bemerkung erforderlich. Von dem ersten Bande 
des Tentamen ist der Appendix zuerst gedruckt worden, und Wolf- 
gang Bolyai schickte auf die Bitte seines Sohnes dessen ,, Werkchen“ 
an Gauss zur Beurtheilung, wie sein Brief vom 20. Juni 1831 zeigt. 
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Der Ueberbringer dieses Briefes war nach W. Bolyais eigener 
Angabe ein ungarischer Edelmann, Joseph von Zeyk, dessen Vater, 
Daniel von Zeyk, mit Gauss und Bolyai zusammen in Gottingen 
studirt hatte. In dem folgenden Briefe vom 6. Januar 1832 schreibt 
Bolyai an Gauss: ,,Dieses Werkchen hatte ich zu gleicher Zeit mit 
dem ersten Briefe [vom 20. Juni 1831] abgeschickt und wusste lange 
nicht, wo es in den fatalen Cholera-Umstinden hingekommen sey; 
nun schicke ich es durch Post unter Recepisse zum H. Jose ph von Zeyk 
{nach Franz Schmidt damals in Klausenburg] mit der Bitte, dass 
er einen Weg ausfindig mache“, und Gauss antwortet am 6. Marz 
1832: ,,Durch Deine beiden mir durch Herrn Zeyk zugestellten Briefe 
hast Du, mein alter unvergesslicher Freund, mich sehr erfreut. Ich 
zogerte nach Empfang des ersten Dir sogleich zu antworten, weil ich 
erst die Ankunft der versprochenen kleinen Schrift abwarten wollte“, — 


Wir lassen jetzt die neuen Urkunden fiir sich selbst sprechen. 


Mittheilungen aus dem Briefwechsel von Gauss und W. Bolyai. 


1. 
Gauss an W. Bolyai, Helmstedt, den 16. Dec. 1799*), 


Es thut mir sehr leid, dass ich unsere ehemalige gréssere Nihe 
nicht benutzt habe, um mehr von Deinen Arbeiten iiber die ersten 
Griinde der Geometrie zu erfahren; ich wiirde mir gewiss dadurch 
manche vergebliche Miihe erspart haben u. ruhiger geworden sein, als 
jemand wie ich es sein kann solange bei einem solchen Gegenstande 
noch so viel zu desideriren ist. Ich selbst bin in meinen Arbeiten 
dariiber weit vorgeriickt (wie wol mir meine anderen ganz heterogenen 
Geschiifte wenig Zeit dazu lassen); allein der Weg den ich eingeschlagen 
habe, fiihrt nicht so wol zu dem Ziele das man wiinscht und welches 
Du erreicht zu haben versicherst, als vielmehr dahin, die Wahrheit 
der Geometrie zweifelhaft zu machen. Zwar bin ich auf manches ge- 
kommen, was bei den meisten schon fiir einen Beweis gelten wiirde, 
aber was in meinen Augen so gut wie NICHTS beweiset z. B. wenn 
man beweisen kénnte dass ein geradlinigtes Dreieck méglich sei, dessen 
Inhalt grésser wiire als jede gegebne Fliche so bin ich im Stande die 
ganze Geometrie vollig streng zu beweisen. Die meisten wirden nun 
wol jenes als ein Axiom gelten lassen; ich nicht; es wire ja wol 
moéglich, dass so entfernt man auch die drei Endpunkte des A im 
Raume von einander annahme, doch der Inhalt immer unter (infra) 


*) Dieser Brief ist in der Hauptsache bereits von Herrn Geheimrath Schering 
im Jahre 1877 bei Gelegenheit der Centenarfeier von Gauss mitgetheilt worden. 
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einer gegebenen Grenze wire. Dergleichen Sitze habe ich mehrere 
aber in keinem finde ich etwas Befriedigendes. Mach doch ja Deine 
Arbeit bald bekannt; gewiss wirst Du dafiir den Dank nicht zwar des 
grofsen Publikums (worunter auch mancher gehdért der fiir einen ge- 
schickten Math. gehalten wird) einerndten, denn ich tiberzeuge mich 
immermehr, dass die Zahl wahrer Geometer fusserst gering ist und 
die meisten die Schwierigkeiten bei solchen Arbeiten weder beurtheilen 
noch selbst einmal sie verstehen kénnen — aber geniess den Dank 
aller derer deren Urtheil Dir allein wirklich schitzbar sein kann. — 
In Braunschweig ist ein Emigrant Namens Chauvelot, ein nicht 
schlechter Geometer, welcher vorgiebt, die Theorie der Parallellinien 
ganz begriindet zu haben, und seine Arbeit nichstens wird drucken 
lassen, aber ich verspreche mir nichts von ihm. In Hindenburgs 
Archiv 9's Stiick, befindet sich gleichfalls ein neuer Versuch iiber 


denselben Gegenstand, von einem gewissen Hauff, welcher unter aller 
Kritik ist. 


2. 
W. Bolyai an Gauss, Maros Vasarhely, den 16. Sept. 1804. 


Ich fiel auf den Gedanken, anstatt Zeit (nonum annum) und Fiille 
der Umstiinde ganz abzuwarten, Dir halbbogenweis damit der Brief 
nicht verdichtig werde auf der Post einiges zu schicken. In diesen 
Brief eingeschlossen schicke ich Dir Meine Géttingische Theorie der 
Parallelen*); auf den niachsten Posten bin ich willens die Grundlage 
der Arithmetik und Geometrie Dir zu schicken, welches auf drei 
Posten geschehen kan; wenn Dich etwas das System selbst interessiren 
sollte, das kénnte mir doch eine Gelegenheit seyn. — In etwa drei 
Jahren ist diese Theorie gelegen, Umstinde hielten mich ab — nun 
habe ich sie beim Lehren hervornehmen miissen, und es in einen 
engern Raum gepresst. Ich kan den Fehler nicht entdecken, priife 
Du der Wahrheit getreu, und schreibe mir sobald als nur midglich, 
schreibe Deine Einwendungen, oder wenn ich mich schlecht oder etwa 
zu kurz ausgedriickt oder im schreiben gefehlt hatte, ich habe es durch 
einen Studenten schreiben lassen, da ich nicht schén schreibe, aber 
ich hatte Miihe die Fehlern zu verbessern, und es kann auch jetzt in 
irgend einem Buchstaben auch von mir iibersehen geworden seyn. 
Hier ist kein Geschmack vor so was, auch sonst iiberhaupt bin ich 
von den hiesigen Aftergelehrten verdammt — Wenn Du dieses Werkchen 
davor werth hieltest (ich setze den Fall) so schicke es einer wiirdigen 
Akademie hin, das es beurtheilt werde (es soll gestempelt seyn). Ich 








*) Diese Theoria parallelarum folgt hinter den hier mitgetheilten Briefen. 
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bin auch auf die schlechte Seite gefasst, wiewohl ich nicht liugne, 
dass ich es noch nicht herausgegeben hatte, wenn ich um ruhiger 
leben zu kénnen zwischen meinen vielen Richtern, nicht um etwas 
fiufsere Ehre zu hazardiren gezwungen wire — Weist Du! was Hamlet 
sagt ,the spurns, that patient merit of th’ unworthy takes“. 


3. 
Gauss an W. Bolyai, Braunschweig, den 25. Nov. 1804. 


Nun .... noch Einiges tiber deine geometrische Mittheilung. 
Ich habe Deinen Aufsatz mit grossem Interesse und Aufmerksamkeit 
durchgelesen, und mich recht an dem ichten griindlichen Scharfsinne 
ergétzt. Du willst aber nicht mein leeres Lob, das auch gewisser- 
maassen schon darum partheiisch scheinen kénnte, weil dein Ideengang 
sehr viel mit dem meinigen Aehnliches hat, worauf ich ehemals die 
Lésung dieses Gordischen Knotens versuchte, und vergebens bis jetzt 
versuchte. Du willst nur mein aufrichtiges unverholenes Urtheil. Und 
dies ist, dass dein Verfahren mir noch nicht Geniige leistet. Ich will 
versuchen, den Stein des Anstofses, den ich noch darin finde (und 
der auch wieder zu derselben Gruppe von Klippen gehdrt woran 
meine Versuche bisher scheiterten) mit so vieler Klarheit als mir 
méglich ist ans Licht zu ziehen. Ich habe zwar noch immer die 
Hofnung, dass jene Klippen einst, und noch vor meinem Ende, eine 
Durchfahrt erlauben werden. Indess habe ich jetzt so manche andere 
Beschiftigung vor der Hand, dass ich gegenwirtig daran nicht denken 
kann, und glaube mir, es soll mich herzlich freuen, wenn Du mir 
zuvorkommst, und es Dir gelingt ra 
alle Hindernisse zu iibersteigen. 
Ich wiirde dann mit der innigsten 
Freude alles thun, um Dein Ver- 
dienst gelten zu machen und ins 
Licht zu stellen, soviel in meinen 
Kraften steht. Ich komme nun 
sogleich zur Sache. 

Bei allen tibrigen Schliissen 
finde ich gar nichts wesentliches 
einzuwenden: was mich nicht 
iiberzeugt hat ist blofs das Rason- 
nement im XIII Artikel. Du denkst 
dir daselbst eine ins Unbestimmte 7, 
fortgefiihrte Linie TT... kdefg... 
die aus lauter geraden und gleichen Stiicken besteht kd, de, ef, fg, &e . 

und wo die Winkel kde, def, efg, & einander gleich sind, und willst 
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beweisen, dass TT tiber kurz oder lang nothwendig iiber kp hinaus gehen 
werde. Zu dieser Absicht lissest du die gerade Linie kd co = Q sich 
nach der Seite zu wo TT liegt um & herumbewegen, so dafs sie nach 
und nach von einer Seite des Polygons TT zur folgenden kommt. Du 
zeigst vortrefflich dass Q so wie es stufenweise durch d, e, f, g & 
geht jedesmal niher an km kommt: gegen alles dieses lisst sich Nichts 
einwenden: aber nun fahrst Du fort. 

»Quapropter Q moveri potest modo praescripto usque dum in kg g’ co 
pervenerit &c und diese Schlussfolge ist die mir nicht einleuchtet. Aus 
deinem Rasonnement folgt meiner Einsicht nach noch gar nicht, dass 
der Winkel, um den Q, beim Durchlaufen einer Seite von TT.. .*), 
der kp naher kommt, nicht etwa immer unbedeutender werde, so dass 
das Aggregat aller successiven Anniherungen, so oft sie auch wieder- 
holt werden, dennoch immer noch nicht grofs [genug] werden kénnte, 
um @ in kp zu bringen, kénntest Du beweisen, dass dhe — ekf 
= fkg etc. so wire die Sache gleich aufs Reine. Aber dieser Satz ist 
zwar wahr, allein schwerlich ohne die Theorie der Parallelen schon 
vorauszusetzen, strenge zu beweisen. Man kénnte also immer noch 
besorgen, dass die Winkel dke, ekf, fkg &c successive abnehmen. 
Geschihe dies (bloss exempli gratia) in einer geometrischen Progression, 
so dass ekf = » < dke, fkg =» < dke &e (sodass yp kleiner als 1), 
so wiirde die Summe aller Anniberungen, so viele Male man sie auch 


fortsetzte, doch immer kleiner als iy >< ehF bleiben, und diese 


Grenze kénnte dann immer noch kleiner als der rechte Winkel dk 
sein. Du hast mein aufrichtiges Urtheil verlangt: ich habe es gegeben, 
und ich wiederhole nochmals die Versicherung, dass es mich innig 
freuen soll, wenn Du alle Schwierigkeiten tiberwindest. 


4. 
W. Bolyai an Gauss, Maros Vasarhely, den 20. Juni 1831. 


[Mein Sohn] ist schon OberLieutenant im Génie Corps, und wird 
schon bald Hauptman ein schéner Jiingling, virtuos auf der Violin, 
guter Fechter und brav, aber hat oft duellirt, und ist tiberhaupt noch 
ein zu wilder Soldat — aber auch sehr fein — Licht in Finsternis — 
und Finsternis im Lichte, und ein passionirter Mathematiker mit sehr 
seltenen Geistes Fahigkeiten — itzt ist er in Lemberg in Garnison — 
ein grofser Verehrer von Dir — Dich zu verstehen und zu schitzen 
fahig. — Auf seine Bitte schicke ich dieses sein Werkchen zu Dir: 
habe die Giite, es mit Deinem scharfen durchdringenden Auge zu 


*) [Die hier stehenden Buchstaben sind durch einen Knick des Papieres un- 
leserlich geworden ] 
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beurtheilen, und dein hohes Urtheil ohne Schonung in Deiner Antwort, 
auf die ich sehnsuchtsvoll warte, zu schreiben. Es ist der erste Anfang 
von meinem Werke, welches unter der Presse ist; ich war Willens 
den 1" Band itzt mitzuschicken: er ist aber noch nicht heraus. 

{Auf der Innenseite des Briefumschlages schreibt W. Bolyai noch 
Folgendes :] 

Nach meiner Ansicht, wird im Werkchen meines Sohnes, uv (nehm- 
lich wo a die b zuerst nicht schneidet, fiir c= der Einheit der Ge- 
raden) geometrisch construiert; woraus aber nicht bestimmt wird, wie 
grofs « sey, von 0 an bis R (jenes aus-, dieses eingeschlossen), Jedoch 
was immer in der Geometrie, ist von « entweder abhingig oder nicht; 
(z. B.) die sphirische Trigonometrie wird davon unabhingig § 26. fest- 
gesetzt, so wie die Oberfliche der Sphaere oder Zone — &c. Was 
aber davon abhingt, wird alles durch eine gewisse Function von u 
ausgedriickt, wo nichts als die Gréfse von « unbestimmt bleibt, und 
wahr fiir jeden subjectiv méglichen Werth von uw ist; wenn nehmlich 
fiir einen gewissen Fall f(u) == y und u 
durch abscisse (wachsend von 0 bis R) 
und y durch die entsprechende Ordinate / 
vorgestellt wird, so wird die Gréfse von 
y fiir jeden Werth von wu, auch fir w—R 








in der Grinze durch den allgemeinen von a . 
u abhangigen Ausdruck ausgedriickt — 

Er bedient sich gewisser grofser und . R 
kleiner Buchstaben, die aber alle gewisse ace 


Functionen von « sind; und es wire 

eleganter und klarer gewesen, sie so auszudriicken, da es aus dem 
Werke selbst leicht zu thun ist — iibrigens ist dieses nichts mehr und 
nur in Worten, von dem, was im Werke steht, verschieden. Am Ende 
zeigt er auch, dass wenn « nicht = R, so ist der Cirkel quadrieret. 


5. 
W. Bolyai an Gauss, Maros Vasarhely, den 16. Jan. 1832. 


[W. Bolyai tibersendet Gauss den Appendix und schreibt bei dieser 
Gelegenheit:] 

Mein Sohn war nicht gegenwirtig, wie sein Werkchen gedruckt 
wurde: er lies die Errata (die hinten sind) drucken; ich habe die 
meisten, um Dir weniger listig zu seyn, mit Feder corrigirt — Er 
schreibt aus Lemberg, das er nachdem manches vereinfacht und ele- 
ganter gemacht, und die Unmiglichkeit, a priori zu bestimmen, ob 
das Ax. XI wahr sey oder nicht, bewiesen habe. — 
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6. 
Gauss an W. Bolyai, Géttingen, den 6. Marz 1832. 


- - - Jetzt einiges tiber die Arbeit Deines Sohnes. 

Wenn ich damit anfange ,,dass ich solche nicht loben 
darf“: so wirst Du wohl einen Augenblick stutzen: aber ich kann 
nicht anders; sie loben hiefse mich selbst loben: denn der ganze 
Inhalt der Schrift, der Weg, den Dein Sohn eingeschlagen hat, und 
die Resultate, zu denen er gefiihrt ist, kommen fast durchgehends 
mit meinen eigenen, zum Theile schon seit 30—35 Jahren ange- 
stellten Meditationen iiberein. In der That bin ich dadurch auf 
das Aufserste iiberrascht. Mein Vorsatz war, von meiner eigenen 
Arbeit, von der iibrigens bis jetzt wenig zu Papier gebracht war, 
bei meinen Lebzeiten gar nichts bekannt werden zu lassen. Die 
meisten Menschen haben gar nicht den rechten Sinn fiir das, worauf 
es dabei ankommt, und ich habe nur wenige Menschen gefunden, 
die das, was ich ihnen mitteilte, mit besonderem Interesse auf- 
nahmen. Um das zu kénnen, mulfs man erst recht lebendig gefiihlt 
haben, was eigentlich fehlt, und dariiber sind die meisten Menschen 
ganz unklar. Dagegen war meine Absicht, mit der Zeit alles so 
zu Papier zu bringen, dass es wenigstens mit mir dereinst nicht 
unterginge. 

Sehr bin ich also iiberrascht, dass diese Bemihung mir nun 
erspart werden kann und hichst erfreulich ist es mir, dass gerade der 
Sohn meines alten Freundes es ist, der mir auf eine so merkwiirdige 
Art zuvorgekommen ist. 

Sehr priignant und abkiirzend finde ich die Bezeichnungen: 
doch glaube ich, dass es gut sein wird, fiir manche Hauptbegriffe 
nicht blofs Zeichen oder Buchstaben, sondern bestimmte Namen fest- 
zusetzen, und ich habe bereits vor langer Zeit an einige solcher Namen 
gedacht. So lange man die Sache nur in unmittelbarer Anschauung 
durchdenkt, braucht man keine Namen oder Zeichen; die werden 
erst néthig, wenn man sich mit andern verstindigen will. So kénnte 
z. B. die Fliche, die Dein Sohn F nennt, eine Parasphire, die Linie 
LZ ein Paracykel genannt werden: es ist im Grunde Kugelfliiche, oder 
Kreislinie von unendlichem Radius. Hypercykel kénnte der Complexus 
aller Punkte heifsen, die von einer Geraden, mit der sie in einer 
Ebene liegen, gleiche Distanz haben; eben so Hypersphiire. Doch 
das sind alles nur unbedeutende Nebensachen: die Hauptsache ist der 
Stoff, nicht die Form. 

In manchem ‘Theile der Untersuchung habe ich etwas andere 
Wege eingeschlagen: als ein Specimen fiige ich einen rein geometrischen 
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Beweis (in den Hauptziigen) von dem Lehrsatze bei, dass die Differenz 
der Summe der Winkel eines Dreiecks von 180° dem Fliacheninhalte des 
Dreiecks proportional ist. 

I, Der Complexus dreier Geraden ab, cd, ef, 
die so beschaffen sind, dass ab///de, cd///ef, 
ef///ba, bildet eine Figur, die ich Z nenne. Es 
lisst sich beweisen, dass solche immer in einem d 


Planum liege. “aaa 


II, Derjenige Theil des Planums, welcher . " 
zwischen*) den drei Geraden ab, cd, ef liegt, hat eine bestimmte 
endliche Area: sie heisse ¢, 

Ill. Indem zwei Gerade ab, ac sich in a unter dem Winkel p 
schneiden, mdge eine dritte Gerade de so beschaffen sein, dass 
ab///ed, ac///de: es liegt 
dann auch de mit ab u. ac nf 
in Einem Planum, und die ¥ 
Area der Filiche zwischen 
diesen Geraden ist endlich und 2 — 
nur von dem Winkel g ab- @ 
hingig; offenbar bilden in 2, 
de und bac nur Eine gerade + 
Linie, wenn gy = 180° ist, wo 
folglich verschwindet der Werth jener Area mit 180° — p: man setze 
also allgemein die Area = / (180° — m), wo f ein Functionszeichen 
bezeichnet. 


IV. Lebrsatz. Es ist allgemein 
fp + f (180° — g) =. 


b J 
f 


“lise> 
ty ¥) s 
PY \180°-——p d 
Cc a 





Den Beweis giebt die Figur, wo bac=g, bad=180°— g, ac///fe, 


*) Bei einer vollstindigen Durchfiihrung miissen solche Worte, wie ,,zwischen‘ 
auch erst auf klare Begriffe gebracht werden, was sehr gut oo, was ich 
aber nirgends geleistet finde. 
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ef///ab, ab///hg, ad///gh, und wo der Flacheninhalt roth ein- 
geschrieben ist. 


V. Lehrsatz. Es ist allgemein 


fo + fe +f (180 — 9» —y) =F. 








Der Beweis erhellet leicht aus der Figur, wo die drei Flachen- 
theile (7), (2), (3) die Werthe haben 


(1) = f (180° — » — y) 
(7) = f(9) 
(3) = f(¥) 

und ihre Summe = ¢ wird. 


VI. Corollarium. Es ist also 


f(~) + f(¥) =t — F(180°— »p— v) = f(o+ 9): 


woraus leicht folgt, dass 


& = constans, 


und zwar 














A, B, C sind, ist 
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VII. Lehrsatz. Der Flicheninhalt eines Dreiecks, dessen Winkel 


__ 180°—(A+B+C) 


180° ~<t 





! 

‘ 
! 

U 
t 








Den Beweis giebt die Figur. Es ist nimlich der Inhalt 


A 
a=fA= Tt 

B 

C . 
y= (CC mint i 


tmatptypem Aber ees, 


Ich habe hier bloss die Grundziige des Beweises angeben wollen, 
ohne alle Feile oder Politur, die ich ihm zu geben, jetzt keine Zeit 
habe. Es steht Dir frei, es Deinem Sohne mitzutheilen: jedenfalls 
bitte ich Dich, ihn herzlich von mir zu griifsen und ihm meine be- 
sondere Hochachtung zu versichern; fordere ihn aber doch zugleich 
auf sich mit der Aufgabe zu beschiftigen: 

»Den Kubikinhalt des Tetraeders (von vier Ebenen begrenzten 
Raumes) zu bestimmen “. 

Da der Flacheninhalt eines Dreiecks sich so einfach angeben 
lafst: so hatte man erwarten sollen, dass es auch fiir diesen Kubik- 
inhalt einen eben so einfachen Ausdruck geben werde: aber diese 
Erwartung wird, wie es scheint, getiuscht. 

Um die Geometrie vom Anfange an ordentlich zu behandeln, 
ist es unerlafslich, die Méglichkeit eines Planums zu beweisen; die 
gewohnliche Definition enthilt zu viel, und implicirt eigentlich 
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subreptive schon ein Theorem. Man mufs sich wundern, dass alle 
Schriftsteller von Euklid bis auf die neuesten Zeiten so nachlissig 
dabei zu Werk gegangen sind: allein diese Schwierigkeit ist von 
durchaus verschiedener [Natur] mit der Schwierigkeit, zwischen 2 und 
S zu entscheiden, und jene ist nicht gar schwer zu heben. Wahr- 
scheinlich finde ich mich auch schon durch Dein Buch hieriiber be- 
friedigt. 

Gerade in der Unméglichkeit, zwischen 2 und S a priori zu 
entscheiden, liegt der klarste Beweiss, dass Kant Unrecht hatte zu 
behaupten, der Raum sei nur Form unserer Anschauung. LEinen 
anderen ebenso starken Grund habe ich in einem kleinen Aufsatze 
angedeutet, der in den Gédttingischen Gelehrten Anzeigen 1831 
steht Stiick 64 Pag. 625*). Vielleicht wird es Dich nicht gereuen, 
wenn Du Dich bemiihest Dir diesen Band der G. G. A. zu ver- 
schaffen (was jeder Buchhindler in Wien oder Ofen leicht bewirken 
kann), da darin unter anderen auch die Quintessenz meiner Ansicht 
von den imaginiren Gréfsen auf ein Par Seiten dargelegt ist. 


7. 
W. Bolyai an Gauss, Maros Vasarhely, den 20. April 1835. 


[W. Bolyai iibersendet Gauss die beiden Biinde des Tentamen 
und schreibt unter Anderm:] 


Am Ende des II' Bandes ist nebst der Erleicht{[erJung man- 
cher im I' gegebenen Begriffe, auch eine gewisse Kinigkeit 
beyder Trigonometrien, nach dem Gedanke meines Svulnes. Gern 
hatte ich die Auflésung des Tetraeders drucken lassen (welche mein 
Sohn noch ein Jahr vor der Herausgabe seiner Appendix fand): aber 
die Formeln die ich sah, waren zu verwickelt, und ich weils sie 


*) Gauss bezieht sich auf die Selbstanzeige seiner Abhandlung: Theoremata 
residuorum biquadraticorum, commentatio secunda, in der er auf S. 637 sagt: ,,Dieser 
Unterschied zwischen rechts und links ist... in sich villig bestimmt, wenn wir 
gleich unsere Anschauung dieses Unterschiedes anderen nur durch Nachweisung 
an wirklich vorhandenen materiellen Dingen mittheilen kénnen“‘, und fiigt in 
einer Anmerkung hinzu: ,,Beide Bemerkungen hat schon Kant gemacht, aber 
man begreift nicht, wie dieser scharfsinnige Philosoph in der ersteren einen Beweis 
fiir seine Meinung, dass der Raum nur Form unserer iiusseren Anschauung sei, 
zu finden glauben konnte, da die zweite so klar das Gegentheil, und dass der 
Raum unabhingig von unserer Anschauungsart eine reelle Bedeutung haben muss, 
beweist.‘‘ 

Kant hat 1783 in den Prolegomena zu einer jeden kiinftigen Metaphysik 
(§ 13) die Existenz symmetrischer Figuren zum Beweise der Idealitit des Raumes 
zu verwerthen gesucht, wiihrend er 1768 in dem Aufsatze: Von dem ersten Grunde 
des Unterschiedes der Gegenden im Raume aus derselben Bemerkung die ,, Wirk- 
lichkeit des absoluten Raumes‘‘ hergeleitet hatte. 
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nicht. Und iiber alles hiitte ich den Beweis davon drucken Jassen, 
dass es absolut unméglich sey, dem menschlichen Auge es ein- 
zusehen, ob das XI Axiom wahr sey, oder nicht: mein Sohn be- 
hauptet den evidenten Beweis davon zu haben; ich kan sonst nichts 
beweisen, als dass sowohl das Seyn als das Nicht-Seyn dieses Satzes, 
mit den iibrigen euklidischen Axiomen gleich bestehen kénne, und 
dadurch zwei verschiedene Systeme (jedes fiir sich insofern gleich 
bestehend) seyen; welches ich schon seit vielen Jahren her weils — 
Aber es ist die Frage, ob nicht ein anderes Axiom sey, gleichen 
Ranges mit denen wenigstens, die Euklid und andere tacite annehmen, 
und die man in beyden Systemen annehmen mus — Was ich meinem 
Sohne vorgearbeitet habe, ist in Tom. I p. 488... 


Anhang. 


Wolfgang Bolyai an Sartorius von Waltershausen, Maros Vasarhely, 
den 13. Juli 1856. 


... Nun ging ich nach Wien... ein besonderer Umstand bewog 
mich zuerst Jena zu besuchen ... hérte keine Mathematik an, allein 
an der Saale spazierend fing ich aus dem im Gedichtnisse zerstreut 
Gebliebenen, ohne Buch iiber die Griinde der Mathematik zu griibeln 
an — und da ich auch meinte etwas gethan zu haben, hier an der 
Saale entstand die erste Wurzel dessen, was ich nachdem zu ver- 
feinern und zu erweitern suchte. Von Jena ging ich nach Géttingen: 
wo ich den sehr giitigen Professor Seyffer besuchend Gauss zuerst 
sah — ich als unwissender Selbstdenker sprach dreist (mit des leeren 
Fasses Klang) iiber die Seichtigkeit der Behandlung der Griinde der 
Mathematik — in Hinsicht der Multiplication, Division, Potenz.. . 
gerade Linie, Ebene — Gleichheiten in verschiedener Hinsicht u. d. gl. — 
Nach diesem begegneten wir uns auf dem Walle, jeder war allein — 
gesellten uns — gingen zu einander — und bald schwuren wir unter 
der Fahne der Wahrheit Briiderschaft. Hierauf ruhte er von seiner 
anhaltenden stillen Arbeit meistens bey mir aus — sprach nie im voraus, 
selbst bei Fertigem schweigend — nur einmal sah ich an ihm eine 
miissige Freude, wo er die kleine Tafel, auf welcher er das 17 Eck 
Disq. Ar, 662 berechnet hat, zum Andenken mir gab. 

Wir gingen auch zweye zu Fuss zu seinen Eltern nach Braun- 
schweig, seine Mutter fragte, ob aus ihrem Sohne etwas werde? und 
auf meine Antwort: der erste Mathematiker in Europa in Thrinen 
zerfloss, 
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Theoria. Parallelarum. 


[Auctore W. Boryai*).] 


Problema [1]. Sit ad rectam Am Fig. 1**) perpendicularis du 
(in Plano P.); sitque Aw — wn; et linea ex du et An conjuncta 
nominetur 7’; movea- 
turque 7’ in P ita, ut 
An in Ann'co movea- 
tur semper porro in in- 
finitum; moveaturque 
y , rs _ B simul in P aliud - 
. Fig. 1. aequaliter ut prius, ita 
ut An ejus in nyy'co 
moveatur semper porro in infinitum: quaeritur, @ fluens quam lineam 
describet? 
Resolutio: Nominetur linea illa 2; & est recta. 
Demonstratio. 











I. 2 non redit; quia tum duo perpendiculares ad eandem A Boo 
concurrerent ibidem; quod fieri nequit, quia tum et ab altera parte 
rectae A Boo perpendiculares eaedem concurrerent (ob casuum aequali- 
tatem). 


II. Atqui si 2 non esset recta rediret: quia 


*) [Zusitze der Herausgeber im Texte sind in eckige Klammern ein- 
geschlossen. Solche Stellen, bei denen die in der Einleitung erwihnte Abschrift 
einen verdorbenen Text bot, sind cursiv gedruckt.]} 

**) NB. 1. Plagam saepius denomino ab aliquo quod in ef est. 
2. Litera supra verticem virgulé signata denotat punctum. 
3. Linea aliqua (ex. gr. @w) in utramque partem producta in oo, 
denotatur per dwoo. 
4. Et dw producta in oo ex d in partem eam ubi w’ est denotatur 
per dwwu'oo. 
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Theorie der Parallelen. 


[Von W. Boyar] 


Aufgabe [1]. Auf der Geraden An (Fig. 1*)) stehe dv (in der 
Ebene P) senkrecht, und es sei Au wn. Der aus du und An 
bestehende Linienzug 
heisse 7’, und 7' werde 
in P so bewegt, dass 
sich An auf An n‘co 
immer weiter bis ins 
Unendliche _ bewegt. 
Gleichzeitig werde in 
P ein zweites T in 
gleicher Weise wie das erste bewegt, sodass sich das zugehérige An 
auf myy co immer weiter bis ins Unendliche bewegt. Man fragt, 
welche Linie @’ bei seiner Bewegung beschreibt? 

Lésung. Diese Linie heisse 2; 2 ist eine Gerade. 

Beweis. I. & kehrt nicht in sich zuriick, weil sonst zwei auf 
derselben Geraden ABoo senkrecht stehende Gerade an derselben 
Stelle zusammentrafen, und das kann nicht geschehen, weil sonst die- 
selben Senkrechten auch auf der andern Seite der Geraden A Boo 
zusammentrafen (wegen der Gleichheit der Fille). 

Il. Wire nun aber & keine Gerade, so kehrte es in sich zuriick. Denn: 


*) Anmerkung [auf der Figurentafel des Urtextes]. 

1. Eine Seite benenne ich éfters nach einem Dinge, das sich auf 
ihr befindet. 

2. Ein Buchstabe, der oben mit einem Striche bezeichnet ist, be- 
deutet einen Punkt. 

3. Eine Linie (z. B. dw), die nach beiden Seiten ins Unendliche 
verlingert ist, wird mit @woo bezeichnet. 

4. Wird dw von d’ aus ins Unendliche nach der Seite verlaingert, 
wo w’ ist, so dient als Zeichen daw’ co. 

















Fig. 1. 
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Ill. Accipiatur (ex Fig. 1) Fig. 2 ita, ut simoo sit 2, knoo 
vero sit Anoo; at @ ubicumque libet accipiatur ex Amoo, tantum 
ak=an, sifnjt sk—=nm=—du = ia 
eal ao... perpendiculares ad eandem kn; tum 
= ——— si = im, partes nimirum 18*) 2 aequa- 
liter generatae si a’ in @’ posito, d@’ in 7’, 
T moveatur (ut supra) donec @’ lineam im 
I i + generet, et iterum aliud 7 wut supra 
. Fig. 2. donee d@’ ejus generet lineam is; ex qui- 
bus generationibus aequalibus patet etiam 
angulum ais aequalem angulo aim generari. Hine etsi per is et im 
rectae intelligantur, dictum valet, nam partibus és et im r& & coin- 
cidentibus, etiam rectae és et dm coincidunt. 

















IV. Recta sm secta ab aé in O' perpendiculariter secatur; nam 
superponatur Oanm ipsi oaks; @ manebit in a’; 0 in 0; n’ cadet 
in k’ (quia ang. oak = nao = recto per Constr.); m’ vero cadet in 
s (quia anglulji eks = anm, nm = ks per Constr.); hine recta 
om cadit in 0s, adeoque anguli aos = aom; ergo ambo recti sunt. 


V. Hine t& & quaevis duo puncta sumantur s’ et mm’: perpen- 
1 > perp 
dicularis Voo ex medio o' rectae sm ad ipsam rectam sm, bisecat 
’ 
partem t& 2, quae inter s’ et m’ (nimirum ab s’ usque ad m’) est. 


VI. Porro si % abiens ex @ in plaga s’ habeat cum perpendiculari 
V (seu aé) punctum aliquod hk commune, idem h’ commune esse debet 
etiam plagae alteri m’ ex @ t& Y; tam ex generationibus utrinque 
aequalibus patet, quam et si superponatur linea, ex émm’co, taco 
conjuncta, lineae ex éss‘co et éiaco conjunctae, manente a@’ in a’ et 
# in @, manifestum est ex plane dictis (Ac. Ax. 2**)). 


VII. Si om’ ex m’ moveatur in més (parte té 2) usque in §; 
cum ponatur 2 non esse rectam, m’ simulac ex m’ moveatur, ex recta 
ms egredi debet (nam si in ea quantumvis moveretur, via quam de- 
seriberet integra esset linea recta, et si pars t8 @ recta esset ob 





*) [cs = tod.] 
**) [W. Bolyai bezieht sich hier und an einigen spiiteren Stellen, wie es 
scheint, auf gewisse Axiome, die er fiir seinen eigenen Gebrauch zusammenge- 
stellt hatte, die aber nicht mehr zu ermitteln sind. ] 
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Ii. Man nehme (auf Grund von Fig. 1) die Fig. 2 so an, dass 
simoo & ist, knoo aber Anoo. Ferner werde a’ auf Anco irgendwo 
angenommen, nur sei ak = an, und sk 














=nm = du=—ia mégen alle auf der pee ree 
Geraden kn senkrecht stehen. Dann sind ~~?— a ed 
si und im einander gleich, da sie als 

Theile von & in der gleichen Weise erzeugt 

sind, wenn w’ in a’, @’ iné’ liegt und T (wie 

vorhin) bewegt wird, bis d@’ die Linie im . B . - 


erzeugt, und zweitens das andre 7’, wie vor- 

hin, bis sein @’ die Linie és erzeugt. Aus diesen gleichen Erzeugungen 
geht hervor, dass auch die Winkel aés und aim bei der Erzeugung 
gleich ausfallen. Das Gesagte gilt daher noch, wenn man unter és 
und ém Gerade versteht; denn wenn die Theile és und ém von 2 
zusammenfallen, fallen auch die Geraden és und im zusammen. 

IV. Die Gerade sm wird von aé in oO’ senkrecht geschnitten; 
legt man nimlich oanm auf oaks, so bleibt @’ in a’, o' in o', n’ 
fallt auf &’ (weil der Winkel oak = nao = einem Rechten ist, nach 
der Construction), m’ aber fallt auf s’ (weil der Winkel aks =anm 
ist, und nm = ks, nach der Construction). Mithin fallt die Gerade 
om auf os, und iiberdies sind die Winkel aos und aom gleich, 
folglich sind beide Rechte. 

V. Man nehme also auf & irgend zwei Punkte s’ und m’ an, 
dann halbirt die in der Mitte o’ der Geraden sm auf dieser Geraden sm 
errichtete Senkrechte Voo den Theil von &%, der zwischen s’ und m’ 
liegt (némlich von s’ bis nach m’ hin). 

VI. Hat ferner 2 auf seinem Wege von @ nach der Seite von s’ 
hin mit dem Lothe V (oder a@é) einen Punkt h gemeinsam, so muss 
derselbe Punkt f auch der andern Seite von & angehéren, also von 
i’ aus der Seite, auf der m’ liegt; das erkennt man sowohl aus der 
auf beiden Seiten gleichen Erzeugung, als auch indem man die aus 
imm’oco und iaco zusammengesetzte Linie, auf die aus iss’oo und 
iaco zusammengesetzte Linie legt, wobei a’ in a’, w in @ bleibt, wie 
aus dem oben Gesagten klar ist (siehe Axiom 2). 

VIL. Wird m’ von m’ aus auf mis (einem Theile von &) bis 
nach s’ bewegt, so muss, wenn man annimmt, & sei keine Gerade, m’, 
sobald es sich von m’ fort bewegt, aus der Geraden ms heraustreten; 
wenn es sich naimlich auch noch so wenig in dieser bewegte, so wire 
der ganze Weg, den es beschriebe, eine Gerade, und wenn ein Theil 
von & gerade wiire, so ware, da die Erzeugung bis ins Unendliche 
gleichmiissig fortgesetzt wird, die ganze Linie & gerade. Nun aber 
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generationem in infinitum continuatam aequaliter, tota 2 esset recta); 
ingreditur vero m’ (in mis motum) rectam ms iterum tum in 8’ 
pervenit: ergo seu contigerit id antea quoque, seu non; accipiatur 
punctum illud rectae msoo, in quod m’ postquam ex m’ exiit, primum 
ingressum est, nomineturque- punctum illud e’ (Fig. 1), tum pars edm 

(seu me) t&é 2 in 
-—-~ unam plagam rectae 
em cadit. 

VIII. Bisecetur 
dicta edm (juxta V) 
in @;  ibi_ oritur 
Fig. 1. Aedm. 





a : P 














IX. Accipiatur ultra e’ ex 2, fe = ed; ang. fed = edm (nam 
sicut linea mde generatur, ita linea def generatur); ergo rectis 
mad, de, ef ductis, si ang. edu < recto, et feA < recto; anguli 
vero feA, deA, edu, udm sunt aequales (ob generationes utrin- 
que aequales) (Ac. Ax. 2). Recti tamen esse nequeunt, nam ed cum 
dm angulum duobus rectis minorem facit (aut ab altera parte majorem) 
cum to edm sit A (VIII). 


X. Si edu < recto (Fig. 3), tum edm <2 rectis, consequ. 
recta dm in plagam eam cadit rectae edoo, in qua dw est, ita 
ad fed <2 rectis; consequ. recta 

fe in plagam A’ (seu w’) rectae 

















f “ edco cadit; et fe atque dm 
—, in plagam eandem rectae ed 
cadunt; quod in aeternum’ sic 
continuari evidens est, ut na- 
J A u n tur li , 
Fig. 3. scatur linea composita m def ... 


ex rectis aequalibus ad angulos 
aequales, ita ut cujusvis lateri[s] duo adjacentia in plaga eadem 
sita sint. 


Si vero edu> recto (Fig. 4), tum edu + udm> 2 rectis, 
(at minus esse debet 4 rectis, quia adhuc angulus is deficit, quem 
ed cum dm ab altera parte facit); hinc dy" (id est prolongata ed) 
intra dm et du cadere debet; hinc @m in eam plagam cadit 
rectae edoo, in qua w non est; porro tum et dec A> recto, et 











ia); 


tur 
um 
lm 

in 
tae 


tur 


tur 


otis 
uli 
‘in- 
um 
m) 


qu. 
ita 
cta 
tae 


ed 
sic 
na- 


los 
em 


tis, 
em 
d) 
di 








W. Bolyais Theorie der Parallelen; 1804. 173 


tritt m’ bei seiner Bewegung auf mis, sobald es nach s’ gekommen 
ist, wieder in die Gerade mvs, mithin wird das entweder bereits vorher 
einmal geschehen sein oder nicht. Man denke sich auf der Geraden msoo 
den ersten Punkt, in den mm’, nachdem es m’ verlassen hat, gelangt 
ist, und nenne ihn e’ (Fig. 1); dann fallt der Theil edm (oder em) 
von & auf die eine Seite 

der Geraden em. g-~t — e 

















annem d.--- -_ TWWU.---------. 
VIII. Man halbire a id 
den genannten Theil 
edm (nach V.) in @: 
so entsteht ein Dreieck 
y A u n 
edm Fig. 1. 


IX. Man nehme 
jenseits von e’ auf & das Stiick fe ed an, dann ist der Winkel 
fed =edm,; denn wie die Linie mde erzeugt wird, so wird auch 
die Linie def erzengt. Zieht man daher die Geraden md, de, ef, 
und ist der Winkel ede kleiner als ein Rechter, so ist auch feA 
kleiner als ein Rechter. Die Winkel feA, de A, edu, udm aber 
sind einander gleich wegen der auf beiden Seiten gleichen Erzeugung 
(siehe Axiom 2). Rechte kénnen sie jedoch nicht sein, da ed mit 
dm einen Winkel bildet, der kleiner als zwei Rechte oder auf der 
andern Seite grésser als zwei Rechte ist, denn edm ist ein Dreieck (VIII). 

X. Ist edu kleiner als ein Rechter (Fig. 3), so ist ed Kleiner 
als zwei Rechte, folglich fallt die Gerade dm auf die Seite der Ge- 
raden edoo, auf der de liegt. 














Ebenso ist fed kleiner als zwei a ie 

Rechte, folglich fallt die Gerade -. eg 
fe auf die Seite der Geraden ait * “a 

edoo, auf der A’ oder w’ liegt, | 

und fe sowie dm fallen auf : 

dieselbe Seite der Geraden ed. q a on = - 


Es ist klar, dass es in dieser 
Weise ohne Aufhéren weiter geht, und es entsteht daher ein Linienzug 
mdef..., der aus gleichen Geraden unter gleichen Winkeln besteht, 
und zwar so, dass bei jeder Kante dieses Linienzuges die beiden an- 
liegenden Kanten auf derselben Seite liegen. 

Ist aber edw grésser als ein Rechter (Fig. 4), so ist edu + udm 
grésser als zwei Rechte, jedoch muss es kleiner als vier Rechte sein, 
weil noch der Winkel fehlt, den ed mit @m auf der andern Seite 
bildet. Mithin muss dy" (das heisst, die Verlingerung von ed) 
zwischen @m und dw fallen, mithin fallt @m auf die Seite der 
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deA + Aef> 2 rectis; consequ. eh (scilicet de in h’ prolongatum) 

inter fe et eA cadit; consequ. fe in plagam eam rectae edoo cadit, 

in qua non est w (nam 

h f, A’ et w in plagam eandem 

TY rectae dh cadunt) hine fe 

et dm in plagam eandem 
~~. — rectae ed cadunt. 

In utroque casu ergo, 

hac methodo continuata in 

Fig. 4. infinitum, nascitur linea 

ut supra plane dictum est; 

quae gamen non redit, quia tum duae perpendiculares concurrerent 


(Fig. 1). 

















XL Fig. 5 repraesentet lineam ejusmodi mdefg ... quae no- 
minetur TT; ad md erigatur perpendicularis pkoo; et kdd' oo vocetur 
Q; ac moveatur @ circa k’ per 

Y lineam defg ...; ast ne Q ultra 
z gk eat. Quando Q in kee'co 
J perveniet, tum ef (cadens in 
plagam rectae edoo eandem cum 
dm) cadet aut inter ew et ek 

u aut inter ek et ed, aut in 
y ekk’'co; si posterius sit, tum /” 
cadet aut inter e’ et Kk’ aut in K 

aut ultra k’; si f’ in 2 cadat, 

e erigatur ad ed ex 0’, ubi Ae divisa 
bifariam sit, perpendicularis 0q0o; 
tum oqoo bisecat partem eam 
. t&8 2, quae est ab e’ usque in f” 
k a ie (V.) et praeterea ex TT egredi debet 
per aliquod latus, et lateri illi ad- 

pertinentem partem r& & secare, 
Fig. 5. et tum & rediit (VI). Si vero ef 

inter ek et ed cadat, tum ef intra 

lineam ex ke et parte t& TT eousque ab k’ incipiendo usque ad é 
generatéa compositam tota continetur, nam ef secus partem dictam 
78 TI transiret (contra clausulam in X). Hine perpendicularis ad ef 
ex dimidio t8 ef egredi debet per aliquod latus partis dictae 78 TI, 




















30, 
ea 


st; 
nt 


isa 


im 


et 








W. Bolyais Theorie der Parallelen, 1804. 175 


Geraden edoo, auf der w’ nicht liegt. Ferner ist alsdann auch de A 
grésser als ein Rechter und deA + Aef grésser als zwei Rechte, 


folglich fallt eh (nimlich 

















die Verlingerung von de h f 

nach hi’) hier zwischen ites. 

fe und eA, folglich fallt a an 
fe auf die Seite der Ge- ae 
raden edoo, auf der aw J 
nicht liegt, denn A’ und r —- - = 


wu’ liegen auf derselben 
Seite der Geraden dh. 
Mithin fallen fe und @m auf dieselbe Seite der Geraden ed. 

In beiden Fallen entsteht also, wenn man dieses Verfahren ins 
Unendliche fortsetzt, ein Linienzug, wie er vorhin beschrieben worden 
ist. Dieser kehrt jedoch nicht in sich selbst zuriick, weil sonst zwei 
Senkrechte zusammentrifen (Fig. 1). 

XI. Figur 5 stelle einen solchen Linienzug mdefg... dar, 
der TT genannt werden mége. Auf md errichte man die Senkrechte 
gkcoo und bezeichne kd dco mit Q. 
Nunmehr werde Q um k herum 
an dem Linienzuge defg.. . hin 2 
bewegt; es fragt sich, ob Q iiber g 
gk hinausgeht. Ist Q@nach kee’ oo 
gelangt, dann fallt ef, das auf der- 
selben Seite der Geraden ed ov liegt c u 
wie dm, entweder zwischen ew y 
und ek oder zwischen ek und 
ed oder in ekk'co. 

Trifft das letzte ein, so fallt e 
entweder zwischen e’ und &’ oder oO 
auf k’ oder jenseits von &’. Fallt 
f nach 2’, so errichte man auf der 2 
Geraden eA in derem Halbirungs- k a 7 
punkte 0’ das Loth oqoo. Dann :* 
halbirt oqoo den Theil von &, a 
der sich von e’ bis f” erstreckt (V.), 
und muss ausserdem durch irgend 
eine Kante aus TT heraustreten und den Theil von &, der dieser Kante 
anliegt, schneiden, und alsdann ist 2 in sich zuriickgekehrt (V1). 

Fallt aber ef zwischen ek und ed, so wird ef ganz von dem 
Linienzuge eingeschlossen, der zusammengesetzt ist aus Ke und aus 


Fig. 4. 











Fig. 5. 
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et tum secare partem t& & lateri illi adpertinentem, praeterea secat 
partem t& 2 ipsi fe adpertinentem (V.), ergo tum & redit (VI). 
Notandum est, tum quando fe in ek caderet, f’ inter e' et kh’ cadere, 
secus violaretur clausula in X. 


XII. Si vero f’ inter ew et ek cadat, tum ang. wef + fed = 2 
rectis = eds + edm, atqui edm = fed (X.) ergo eds = uef. 


XIII. Vocetur R pars illa r& Q, quae ultra TT est, uti ey yoo 
et dss'oo.... Iam si Q uti praeceptum est circa k’ per TT porro 
moveatur, in lateris cujusvis fine quaeratur num latus sequens in Q 
ipsum cadat aut vero intus aut extus? 


Si duorum priorum casuum aliquis advenerit, tum & rediit (XI), 
idem enim casus est. Si vero semper extra Q cadat, tum pars pro- 
longata (uti ee lateris ed@) (lateris ad cujus finem @Q plane pervenit) 
in eam plagam t& Q in quam latus sequens cadit, cadit inter R et 
latus sequens; consequ. RF ultra illud latus sequens semper, quando 
ad initium ejus pervenit est intervallo aliquo quod R cum parte dicta 
prolongata facit (uti yew est) et insuper constante intervallo aequali 
angulo eds (XII.). Porro donec Q motu praescripto per aliquod 
latus t8 TT movetur, illud in initio secuit et porro secabit; adeoque Q 
tum semper angulum circa k’ describit eoque ipsi gk propius venit. 


Hine R semper aliquo intervallo ultra eam partem +é TT manet, 
quam @ percurrere tendit; et intervallum illud tantum abest ut nihilum 
fieret ut simulac Q motum incoepit in cujusvis lateris ré TT extremo, 
est constante angulo eds majus. 


Hine R nunquam intra TT venire poterit, nam intervallum tolli 
est inpossibile; cum quantitas, quae etsi quantovis decresceret, semper 
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dem bis jetzt, von %’ anfangend bis e’ hin, erzeugten Theile von TT; 
sonst ginge nimlich ef’, entgegen der in X. gemachten Bemerkung, 
durch den soeben genannten Theil von TT hindurch. Mithin muss 
die auf ef im Halbirungspunkte errichtete Senkrechte durch irgend eine 
Kante des genannten Theiles von TT austreten und alsdann den zu jener 
Kante gehérigen Theil von & schneiden. Ausserdem schneidet es aber 
den Theil von &, der zu fe selbst gehdrt (V.), und alsdann kehrt & 
in sich zuriick (VI). 

Noch ist zu bemerken, dass, wenn fe auf ek fiele, f’ zwischen 
e' und &’ fallt, sonst wiirde die in X. gemachte Bemerkung aufgehoben. 

XII. Fallt jedoch f zwischen ew und ek, dann ist der Winkel 
uef + fed gleich zwei Rechten, gleich eds + edm, es ist aber 
edm = fed (X.), also eds = wef. 

XIII. Es heisse R der Theil von Q, der jenseits TT liegt, wie 
eyy'co und dss‘oo .... Wird nun Q in der vorgeschriebenen Weise 
um &’ herum an TT hin weiter bewegt, so muss beim Endpunkte einer 
jeden Kante gefragt werden, ob die folgende Kante auf Q fallt oder 
nach innen oder nach aussen. 

Tritt einer der beiden ersten Fille ein, so ist & in sich zuriick- 
gekehrt (XI.), denn das ist ganz genau derselbe Fall. Fallt jedoch 
die folgende Kante von @ aus gesehen immer nach aussen, so ver- 
langere man die Kante, zu deren Endpunkte Q gerade gelangt ist, 
dahin, wohin die folgende Kante von Q aus gesehen fallt, und es wird 
diese Verlingerung (bei der Seite ed ist es ew) zwischen R und die 
folgende Kante fallen. Folglich liegt R, wenn es an den Anfangspunkt 
der folgenden Kante gelangt ist, immer jenseits dieser und ist von ihr 
durch einen Zwischenraum getrennt, nimlich durch den Zwischenraum 
zwischen R und der genannten Verlingerung (ein solcher ist yee), 
wozu noch ein constanter Zwischenraum gleich dem Winkel eds 
kommt (XII). Ferner hat @Q, wahrend es in der vorgeschriebenen 
Bewegung an einer Kante von TT hin bewegt wird, diese am Anfange 
geschnitten und hért nicht auf sie zu schneiden, und Q beschreibt 
dann sogar immer einen Winkel um &’ und kommt dadurch der Ge- 
raden gk immer niher. 

Mithin bleibt R immer um einen gewissen Zwischenraum jenseits 
des Theiles von TT, den Q zu durchlaufen im Begriffe ist, und dieser 
Zwischenraum wird niemals gleich Null, vielmehr ist er jedesmal, 
wenn @ seine Bewegung in dem Endpunkte einer Kante von TT begonnen 
hat, grésser als der constante Winkel eds. 

Mithin wird R niemals in das Innere von TT gelangen kénnen; 
denn dass der Zwischenraum verschwinde, ist unméglich, weil eine 
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tamen priusquam absumeretur, redintegratur in eandem constantem 
aut e& majus, tolli nequit. 

Quapropter @ moveri potest modo praescripto usque quo in 
gkg' oo veniet; tum vero etiam TT adest, secus enim R ex TT exiisset 
quod absurdum esse est demonstratum, tum vero aut extremum lateris 
alicujus +8 TT cadit in mkoo, et tum punctum aliquod 18 & (illud 
nempe) in gkoo cadit; aut latus aliquod r& TT per gkoo transiit 
iterum, ergo et pars ea tG 2, quae inter extrema lateris illius est, 
transiit per mkoo; in utroque casu & rediit (VI). 

Hine posito eo quod & non sit recta redire debet: Itaque cum 
demonstratum sit in (I) & non redire, falsum est 2 non esse rectam, 
quia per id veritas demonstrata destrueretur; omne vero, quod veritati 
repugnat, falsum est*). 


Scholfium]. Nihilo minus tamen per aliquod punctum 18 & 
non dari et aliam parallelam ipsi Am demonstratum adhuc non est, 
adeoque donec id fieret semper parallelae ita generatae aut generandae 
intelligantur. 

Corolflarium]. 2. Fig. 1. In generatione ré 2, ro det ex quovis 
loco sive porro eat, sive via qua venit redeat, generat aequaliter; 
hine facit angulos cum & ubique et utrinque aequales seu rectos. 

Thieorema]. 1. (Fig. 6). Recta cir- 
culum non potest in pluribus quam duobus 
punctis secare. 

Nam si rectae AB punctum a sit in 
peripheria, tum ad eandem rectam per- 
pendiculares co et cs concurrerent (contra 
Prob. Dem. 1). Sit nempe ec’ centrum, 
0a=o0A et sa—sB; tum anguli ad 
o sunt recti quia sunt aequales (ob co 
commune, €A = Ca et 0@ = 0A); pariter et anguli ad s’ erunt recti. 





Fig. 6. 


*) Hier folgt ein uns nicht verstiindliches Corollarium, das mit Strichen um- 
randet ist und zu dem W. Bolyai auf der Figurentafel hinter den friiher mit- 
getheilten Anmerkungen selbst bemerkt: 

»5. Corollarium Problematis I non est legendum, quia ad Definitiones tradi- 
tas alibi refertur“. (Den Zusatz zu Aufgabe I braucht man nicht zu lesen, da 
er sich auf anderwiirts mitgetheilte Definitionen bezieht.) 

Das Corollarium selbst lautet wie folgt: 

Cor[ollarium 1}. Hinc [Fig. 1) 2 est recta parallela ipsi Amoo; nam (Def. 42) 
quodvis y ex spatio quod = alteri Z est eidem simile, si in eadem Definitione 
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Grésse nicht verschwinden kann, die, wie sehr sie auch einmal ab- 
nehmen mége, doch immer wieder, bevor sie erschépft ist, zu derselben 
Constanten oder einer noch betriichtlicheren Grésse erginzt wird. 

Demnach lasst sich Q auf die vorgeschriebene Art bewegen, bis 
es nach gkg’oo gelangt. Dann ist aber auch TT an dieser Stelle, 
sonst wire nimlich R aus TT herausgetreten, was als widersinnig er- 
wiesen ist. Dann aber fallt entweder der Endpunkt einer Kante von 
TT auf mkoo und damit fallt ein Punkt von 2 (niimlich gerade dieser) 
auf mkoo, oder es ist eine Kante von TT zum zweiten Male durch 
ykoo hindurchgegangen, also ist auch der Theil von &, der zwischen 
den Endpunkten dieser Kante liegt, durch pkoo hindurchgegangen; 
in beiden Fallen ist 2 in sich zuriickgekehrt (VI). 

Mithin muss 2, wenn man annimmt, dass es keine Gerade sei, 
in sich zuriickkehren. Da nun unter (I.) bewiesen worden ist, dass 
& nicht in sich zuriickkehrt, so ist es falsch, dass 2 keine Gerade sein 
soll, weil dadurch eine bewiesene Wahrheit zerstért werden wiirde; 
alles aber, was einer Wahrheit widerspricht, ist falsch*). 

Anmerkung. Nichtsdestoweniger ist bis jetzt nicht bewiesen, 
dass es durch einen Punkt von & keine andre Parallele za An mehr 
giebt; bis das geschieht, hat man also unter Parallelen immer Linien 
zu verstehen, die so [wie 2] erzeugt oder zu erzeugen sind. 

Zusatz 2. Fig. 1. Bei der Erzeugung von & fallt das Erzeugniss 
von dw stets gleich aus, an welcher Stelle man auch anfingt, mag 
es nun vorwirts gehen oder auf dem Wege, den es gekommen ist, 
wieder zuriickkehren; mithin bildet de iiberall und auf beiden Seiten 
mit 2 gleiche oder rechte Wiukel. 


LehrsatzI. (Fig.6). Eine Gerade kann < 
einen Kreis nicht in mehr als zwei Punkten 
schneiden. 

Denn liige der Punkt @ der Geraden 
AB auf dem Umfange, so trifen co und 
cs, die auf eben dieser Geraden senkrecht 
stehen, zusammen (gegen Aufgabe 1, Be- 
weis I). Es sei niimlich ec’ der Mittelpunkt, Fig. 6. 
oa = 0A und sa = sB, dann sind die 
Winkel bei 0’ Rechte, weil sie gleich sind, denn co ist gemeinschaftlich 
und ¢A = ca, 0a = 0A; ebenso sind auch die Winkel bei s’ Rechte. 


*) Zusatz [1]. Mithin (Fig. 1) ist 2 eine Gerade, die zu Amnoo parallel 
ist, denn (Def. 42) jedes y aus dem Raume, das gleich einem andern Z ist, ist 
ihm dhnlich. Wenn in derselben Definition im Besonderen @ = 8 angenommen, 
y in y angenommen wird, und y und Z so gelegt werden, dass sie zusam- 
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Corfollarium]. Hine pars t6 A Boo ea, quae praeter AB est, 
extra peripheriam cadit, nam accipiatur centro B peripheria in eodem 
plano, peripheriam A@B intracludens (quod fieri posse patet si centro 
B in plano dicto radio omni, cujus alterum extremum est punctum 
peripheriae Aa@B, generentur peripheriae et deinde ultra extremam 
harum. peripheriarum ex centro B generatarum accipiatur punctum 
aliquod p in eodem plano et recta Bp centro B’ fiat peripheria); 
tum recta AB ultra A’ attingit peripheriam exteriorem, adeoque 
amplius intra peripheriam A@B non veniet, quia tum recta in tribus 
punctis secaret circulum; idem et de altera parte t8 A Boo probari 
potest ex centro A’. 


Theo[rema]. 2. Fig. 7. Si cathetus unus crescit, crescit hypo- 
thenusa. 

Nam scribatur centro d’ radio df circulus; hic adhuc habet 
cum @fe'co unum punctum B’ commune, si Ba = a8 (quia 
AdaB=AdaB); ergo recta 
B8'co (praeter BB) est extra 


\ peripheriam, ergo et y (Th. 1. 


é D 


Cor.), quam ob rem dy > d®. 











/ \ Cor[ollarium]. 1. Fig. 7 et 
B ne BT A c @ 8. Hine in triangulis rectangulis 

: — “im cathetus et hypothenusa ponunt 
aequalitatem. Nam superponatur DA ipsi da, D’ in 0’ cadente, et 
A’ in a’; ang. DAG et day sunt recti, demum etiam (cum DG = dy) 
to G in y' cadere debet; nam omnes aliae hypothenusae, quae ex d 
ad ayy'co duci possunt, sunt [aut] majores aut minores. 


Scholion. Non tamen universaliter verum est per duo latera 


(specialiter) a = 8 accipiatur, ac y’ in y accipiatur, ita positis y et Z ut coin- 
cidant; porro ducatur recta per quaevis duo puncta re 2 et per quaevis duo puncta 
ts Anoo ducatur alia, rectis 2 et Amoo jam ita sitis uti in Fig. 1, et rectae 
ductae erunt in eodem plano nec concurrent, cum una earum cadat in Q, altera 
in Anoo; ergo cum idem de quibusvis duobus rs 2 punctis et quibusvis duobus 


ts Anoo similiwm valeat, valet et de homologis, ergo (Deff. 44) 2 et Anoo 
sunt parallelae. 
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Zusatz. Mithin fallt der Theil von A Boo, der nach Wegnahme 
von AB iibrig bleibt, ausserhalb des Umfangs. Man denke sich in der- 
selben Ebene einen Kreis mit dem Mittelpunkte B, der den Umfang 
AaB einschliesst. Dass das méglich ist, erkennt man, wenn man in 
der genannten Ebene um den Mittelpunkt B mit einem jeden Halb- 
messer, dessen andrer Endpunkt ein Punkt des Umfanges Ae B ist, 
einen Kreis erzeugt, sodann jenseits des fussersten jener Kreise, die 
von dem Mittelpunkt B aus erzeugt sind, irgend einen Punkt p in 
derselben Ebene annimmt und mit der Geraden Bp und dem Mittel- 
punkte B’ einen Kreis beschreibt. Dann trifft die Gerade AB den 
iiusseren Umfang jenseits A’ und kommt iiberhaupt nicht wieder in 
den Umfang Ae@B, weil dann eine Gerade einen Kreis in drei Punkten 
schnitte. Dasselbe lisst sich von dem andern Theile von A Boo be- 
weisen, indem man A’ zum Mittelpunkte nimmt. 


Lehrsatz 2. Fig. 7. Wenn die eine Kathete wachst, so wiichst 
die Hypotenuse. 

Denn man beschreibe einen Kreis mit dem Mittelpunkte d’ und 
dem Halbmesser 08. Dieser hat mit @Ba'co noch einen Punkt B’ 
gemeinsam, wenn Ba = @@ ist, 
weil AdaB = AdaB, also liegt 
die Gerade BB B’oo, abgesehen von 
B§, ausserhalb des Umfanges, also 
auch y (Lehrsatz 1, Zusatz), und 
deshalb ist dy grésser als df. 

Zusatz 1. Fig. 7 und 8. Bei 
rechtwinkligen Dreiecken bedingen 
mithin Kathete und Hypotenuse 
die Gleichheit. Denn man lege DA auf da, so dass D’ auf d’ fillt 
und A’ auf @. Die Winkel DAG und day sind Rechte, endlich 
muss, da noch DG = dy ist, auch G’ auf y’ fallen, denn alle andern 
Hypotenusen, die man von Jd’ aus nach e@yy'oo ziehen kann, sind 
entweder grésser oder kleiner. 

Anmerkung. Es gilt jedoch nicht allgemein, dass ein Dreieck 











Fig. 7. Fig. 8. 


menfallen; wenn man ferner durch irgend zwei Punkte von 2 eine Gerade zieht 
und eine andre durch irgend zwei Punkte von Am, wobei die Geraden 2 und 
Anoo bereits so liegen, wie in Fig. 1, so liegen auch die gezogenen Geraden 
in derselben Ebene und treffen nicht zusammen, da die eine von ihnen auf 2, die 
andre auf Anoo fillt. Da also dasselbe von je zwei beliebigen Punkten von 
2 und von je zwei beliebigen von Amoo gilt, und beide Gerade einander 
ibnlich sind, so gilt es auch von entsprechenden Punkten, also (Def. 44) sind 
2 und Anoo parallel. 

13 
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et unum angulum determinari triangulum. Ex. gr. At Boy est pars 
A Bdy, quamvis ang. y communis sit, latus quoque dy commune 














et DB = dB. 
é 
e B al 
r Cor[ollarium]. 2. Hine si (ex 
O Fig. 1) accipiatur emn A, ducatur- 
que (Fig. 9) Am; tum AmeA 
ke 74 — = AAnm; superponatur unum 


eorum alteri et patebit angulorum 
omnium A? rectanguli summam esse 
dimidium quatuor rectorum; idem 
vero de quolibet A rectangulo valet, cum An et Ae quanta libet 
sumere fas est. 


Fig. 9. 


Cor[ollarium]. 3. Hine cum A quodvis possit in duo A@ rect- 
angula distingui, cujusvis A‘ angulorum summa est = 2 rectis. 


Thfeorema]. 3. Sie duas parallelas em et An (Fig. 9) recta 


secet in A’ et m’, anguli alterni m Amn et Ame sunt aequales, et 
mAk = Amy. 


Nam sit Am divisa bifariam in 0’; demittatur ex o' ad An 


perpendicularis. Si haec in 0A cadat, tum ang. alterni sunt recti et 
aequales (Prob. 1., Cor. 2.). 


Si extra oA cadat (ex. gr. in oa), tum ao continuata secare 
debet rectam em (per genesin t8 em in Prob. et Fig. 1); transiens 
ao in plagam rectae Am alteram secat rectam me in 8; A Aao 
= mo; anguli verticales sunt aequales et ang. @ et 8 sunt recti 


e/ a (Prob. 1, Cor. 2), ergo tertius aequalis 








7 tertio, et latus Ao = om. 
Hine et complementa ad duos 
rectos angulorum horum duorum alter- 
A ar norum pariter alterni sunt aequales. 
g. 10. 


Cor[ollarium]. 1. Hine et externus = interno opposito, nempe 
ymd = mAn, nam ymd = verticali Ame, qui est = mAn. 


Cor[ollarium]. 2. Hine (Fig. 10), si duas parallelas em et An 
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durch zwei Seiten und einen Winkel bestimmt ist. Zum Beispiel 
bildet das Dreieck Bdy einen Theil des Dreiecks Bdy, obgleich der 


Winkel y beiden gemeinsam ist, 





ebenso die Seite dy gemeinsam und é 
dB = dB. > «l 

Zusatz 2. Entnimmt man da- v@ r 
her aus Figur 1 emnA und zieht 0 





(Fig 9) Am, so ist AmeA 
= AAnm. Man lege das eine 
dieser Dreiecke auf das andre, so 
ist sofort klar, dass die Summe aller 
Winkel des rechtwinkligen Dreiecks 
die Halfte von vier Rechten ist. Dasselbe gilt aber in jedem be- 
liebigen rechtwinkligen Dreiecke, da man An und Ae beliebig gross 
annehmen darf. 

Zusatz 3. Da nun ein jedes Dreieck in zwei rechtwinklige Drei- 
ecke zerlegt werden kann, so ist die Summe der Winkel eines jeden 
Dreiecks gleich zwei Rechten. 

Lehrsatz 3. Werden zwei Parallelen em und An (Fig. 9) von 
einer Geraden in A’ und m’ geschnitten, so sind die Wechselwinkel 
mAn und Ame gleich und mAkK = Amy. 

Denn man halbire A in 0’ und fille von o’ das Lot auf An. 
Fallt dieses in 0A, so sind die Wechselwinkel Rechte und einander 
gleich (Aufgabe 1, Zusatz 2). 

Fallt es ausserhalb 0 A (zum Beispiel in 0@), so muss die Ver- 
lingerung von ao, zu Folge der Erzeugung von em in Aufgabe und 
Figur 1, die Gerade eam schneiden. Nach dem Uebergange auf die andre 
Seite der Geraden Am mige ao die Gerade me in B schneiden. 
Dann ist AAao = m8o; die Scheitelwinkel sind [naémlich] einander 
gleich, die Winkel @ und @ sind Rechte (Aufgabe 1, Zusatz 2), 
also ist auch der dritte Winkel dem 
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Fig. 9. 








dritten gleich, und iiberdies ist die | - 
Seite Ao gleich om. / Wei 
Mithin sind fiir diese beiden Wechsel- / Pe 
winkel auch die Erginzungen zu zwei LX / 
Rechten, die wiederum Wechselwinkel A a wa Sh 
g. 10. 


sind, einander gleich. 
Zusatz 1. Mithin ist auch ein fusserer Winkel gleich dem 
inneren entgegengesetzten, also ymd gleich mAmn, denn ymd ist 
gleich seinem Scheitelwinkel Ame, der gleich mAn ist. 
Zusatz 2. Werden mithin (Fig. 10) zwei Parallelen em und An 
13* 
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duae parallelae eA et mn secent, et sectionis puncta sint e’, m’, A’ 
et n’: tunc em = An et eA = mn, nam AeAm = nmaA, quia 
alterni aequales et Am commune. 


Thfeorema]. 4. Si (Fig. 9) ang[ul]i alterni sint aequales: tum 
rectae sectae concurrere nequeunt. Nam si emA=—=mAn et 
Amy = mAk, superponatur linea composita ex Am, myy'oo et 
Ann'co lineae compositae ex Am, Akk’oo et mee'oo, cadet A’ 
in m’, m’ in A’, myy'oo in Akk'oo et Ann'oo in mee'’oe, con- 
sequ., si mee’ co et Akk’oo concurrerent, etiam Ann'oo et myy'oo 
concurr[erjent, et tum duae rectae duo puncta communia habentes non 
coinciderent. 


Cor[ollarium]. Hine si internus externo opposito sit aequalis 
demonstratur idem. 


Thieorema]. 5. Fig. 11. Si At latus prolongetur, angulus ex- 
ternus = y-+ 2, nam «+ v= 2 rectis = y+ 2+; subtracto v 
ex utroque membro est « = y+ 2z. 








Fig. 1. Fig. 12. 


Thfeorema]. 6. Si (Fig 12) ad=db et af=fe tum 


Nam fiat rectae be per d’ parallela; haec per ae in puncto quo- 
dam f transeat necesse est; quia supra rectam beoo ex una plaga 
rectae baa’ oo in alteram debet transire, nam in ipsam baa’ oo cadere 
nequit, cum ita non esset parallela; itaque in Aabe ingreditur, egredi 
quoque ex eo debet (demonstrari potest modo ex Th. 1 Corol. petito), 
quod cum nequeat per be fieri, nempe parallelam per ae fieri debet; 
fiat in f°; deinde ducatur per d’ ipsi ae parallela transeat ea per be 
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von zwei Parallelen eA und mn geschnitten, und sind e’, m’, A’ 
und »’ die Schnittpunkte, so ist em gleich An und eA gleich mn, 
denn das Dreieck e Am ist gleich dem Dreiecke 22mA, weil Wechsel- 
winkel gleich sind, und Am beiden gemeinsam ist. 


Lehrsatz 4. Wenn (Fig. 9) Wechselwinkel einander gleich sind, 
so kénnen die geschnittenen Geraden nicht zusammentreffen. 

Denn ist emA gleich mAn und Amy gleich mAk, so lege 
man den aus Am, myy'co und Ann’oo zusammengesetzten Linien- 
zug auf den aus Am, Akk'’co und mee'co zusammengesetzten 
Linienzug. Dann fallt A’ auf m’, m’ auf A’, myy'co auf Akk'oo 
und Ann’‘oo auf mee’oo, folglich miissten, wenn mee’oo und Akk’' co 
zusammentrafen, auch Ann’oo und my y'co zusammentreffen, und dann 
fielen zwei Gerade, die zwei Punkte gemeinsam haben, nicht zu- 
sammen. 


Zusatz. Ist daher ein innerer Winkel einem dussern entgegen- 
gesetzten gleich, so lasst sich dasselbe beweisen. 


Lehrsatz 5. Fig. 11. Wird die Seite eines Dreiecks verlingert, 
so ist der Aussenwinkel z = y + 2. 

Denn es ist + v= 2 Rechten = y+2+ 0. Zieht man auf 
beiden Seiten v ab, so ist x =y-+ 2. 


a 


aed 


Fig. 11. Fig. 12. 











c 


Lehrsatz 6. Ist (Fig. 12) ad = db und af=fe, so ist 


Denn man ziehe durch @’ zu be die Parallele. Diese muss durch 
ae in einem gewissen Punkte / hindurchgehen, weil sie oberhalb der 
Geraden beoo von der einen Seite der Geraden baa'oo auf die andre 
iibergehen muss, denn auf baa’oo selbst kann sie nicht fallen, da sie 
dann keine Parallele ware. Sie tritt also in das Dreieck abe ein und 
muss auch aus diesem austreten, was man durch ein dem Zusatze des 
ersten Lehrsatzes entlehntes Verfahren beweisen kann. Da dies durch be, 
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in e: tum Adbe=adf, nam ang. dbe = adf (scilicet internus 
externo opposito), bd = da, et ang. bde = daf (externus interno 
opposito), ergo be = df = ec (Th. 3, Cor. 2); ergo be = 2df. 


Prob[{lema]. 2. Construere A ex datis angulis x, y, 2, quorum 
summa = 2 rectis. 

Res[olutio]. Fig. 13. Iungantur rectae ab et ae in a@ ad 
angulum x, ducatur bc; tum angulorum acb et abe summa = y+ 2 
(Th. 2, Cor. 3), ergo aut unum eorum aequale y, alterum = 2, aut 
unum est majus aliquo tay y et z, alterum plane tanto minus tar 

y et z altero. Sit abe >y, tum 

c moveatur bec’oo circa Bb’ per ca 

porro, donec in baa'co perveniat, 

“ 3 adeoque ang. abe fiat 0. Durante 
Fig. 13. eo motu (quia ang. abe per omnes 

angulos ipso abe minores variatur) 

sistatur bec co ibi quando angulum cum ba facit = y; tum quoque 
bec’ co per ae transit, quia omnis recta ex BD’ inter ab et be ducta 


per ae transire debet, tum ergo adest A petitum, tertius enim angulus 
= 2 rectis — (x+y) =z. 











Fig. 14. 


Prob[lema]. 3. Sit (Fig. 14) e—2, axu=—y, aux—z; detur 
recta definita 6: quaeritur recta ipsa 6 major ejusmodi, quae unum 
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als Parallele [zu df], nicht geschehen kann, so muss es durch ac 
geschehen. Es geschehe in f/’. Sodann ziehe man durch d@’ die Parallele 
zu ac, die in e’ durch be gehen mége. Dann ist das Dreieck dbe 
gleich dem Dreiecke adf, denn der Winkel dbe ist gleich adf, 
(namlich der innere dem dussern, entgegengesetzten), bd ist gleich da, 
und der Winkel bde gleich daf (der dussere dem innern, entgegen- 
gesetzten). Also ist be-=df=ec (Lehrsatz 3, Zusatz 2), also be = 2df. 


Aufgabe 2. Ein Dreieck aus gegebenen Winkeln 2, y, 2 zu 
construiren, deren Summe gleich zwei Rechten ist. 

Auflésung. Fig. 158. Man lege die Geraden ab und ae in a’ 
unter dem Winkel x an einander und ziehe bc, dann ist die Summe 
der Winkel aeb und abe gleich y + 2 (Lehrsatz 2, Zusatz 3), also 
ist entweder einer von ihnen gleich y, der andre gleich z, oder der 
eine ist grésser als der eine der : 
beiden Winkel y und z, der andre c 
um eben soviel kleiner als der andre 
der Winkel y und z. 

Es sei abe > y. Dann bewege 
man bee’oo um BD’ durch ca fort, 
bis es nach baa’oo gelangt, und somit der Winkel abe gleich Null 
wird. Wiahrend dieser Bewegung, bei welcher der Winkel abe alle 
Winkel, die kleiner als abe sind, durchliuft, halte man bec’ oo an 
der Stelle fest, wo es mit ba einen Winkel gleich y bildet. Auch 
dann geht bce'co noch durch ac, weil eine jede Gerade, die zwischen 
ab und be von Bb’ aus gezogen ist, durch ae hindurchgehen muss. 
Man hat also dann das verlangte Dreieck, denn der dritte Winkel ist 
gleich zwei Rechten, vermindert um x + y, also gleich z. 





Fig. 13. 








Fig. 14. 


Aufgabe 3. Es sei (Fig. 14) a=2, axu=y, apx =z, und 
gegeben sei eine bestimmte Gerade b. Gesucht wird eine Gerade, die 
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extremum n crure aww’ co habeat, alterum in crure aaa’ oo sitque 
parallela ipsi ux. 


Res[olutio]. Accipiatur xw—xa et wa = ua, atque (ex Theor. 6) 
recta wa erit 2ux; iterum si in a@ww'oco accipiatur ex w' recta 
=aw et in aaa’co ex @ accipiatur recta = aa et hoc continuetur; 
tum xu crescet in progressione geometrica (exponente 2), adeoque 
evadet aliquando major quam b. 


Corfollarium]. Ita si wx sit majus quam b, potest mux in 
talem rectam ipsa b minorem variari, quae unum extremum in eu 
habeat, alterum in @x; si rectae au et ax bisectae fuerint et methodus 
plane exercita retrorsum continuetur, ut xu decrescat in progressione 


cadente geometrica exponentis ; (Th. 6). 


Prob[lema]. 4. Fig. 14. Sit (juxta Prob. praec.) xu <b et 
wa>b, et ws=b et xr = bd, quaeritur recta aequalis ipsi 6 unum 
extremum in aw, alterum in aa@ habens, et ipsi wx parallela. 


Res[olutio]. Ducatur sv. Ea transeat in ¢ per wa; ducatur 
tu ita ut ang. atw sit — aux, tum tw, xu et wa nunquam con- 
currere queunt (Th. 4, Cor.); adeoque te per xw transire debet, fiat 
id in w; porro 7s est parallela ipsi xe; nam si demittantur ex 2 
et s’ perpendiculares ad a@woo, illae aut ipsae wx et sw erunt (et 
tum, quia 7x = sw, erunt rs et xw parallelae (Prob. 1) aut per- 
pendicularis ex 2 erit »q et altera ex s’ erit sh, tum vero 
A rqzx = shw, nam x= w, qa =/h, ergo r = 8, porro rx = SW; 
hine rq = sh, et (Prob. 1) as est parallela ipsi xe. Porro etiam 
tw est parallela ipsi sw, nam per ¢ potest parallela duci ipsi sz, 
et ea talis esse debet, ut ang. waa = ute (internus externo opposito), 
tw vero talis est, neque alia recta datur in hac plaga rectae aa, quae 
cum at in ¢ angulum aequalem ate faciat; hinc illa est ex ¢ sola 
parallela ipsi sw (sensu Prob. 1 Scholii intelligenda). 


Hine (Th. 3, Cor. 2) 41% = sw = b, quod erat petitum. 
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grésser als b und so beschaffen ist, dass sie ihren einen Endpunkt 
auf dem Schenkel a@w’oo, den andern auf dem Schenkel aaa’ co 
hat, und dass sie zu ux parallel ist. 

Auflésung. Man nehme xw gleich x@ an und ua gleich ua, 
so ist (nach Lehrsatz 6) die Gerade wa gleich 2ux. Nimmt man 
wiederum auf aww’oo von w’ aus eine Gerade gleich aw an, und 
nimmt auf aaa’oo von @ aus eine Gerade gleich aa an und fahrt 
so fort, so wachst xu in einer geometrischen Progression mit dem 
Exponenten 2 und wird somit einmal grésser als b. 

Zusatz. Ebenso kann man, wenn ux grésser als b ist, ux durch 
eine Gerade ersetzen, die kleiner als b ist und die ihren einen End- 
punkt auf au, den andern auf ax hat, indem man namlich ap und 
ax halbirt und das soeben angewandte Verfahren riickwirts fortsetzt, 
sodass xm in einer fallenden geometrischen Progression mit dem Ex- 


ponenten ; abnimmt (Lehrsatz 6). 


Aufgabe 4. Fig. 14. Es sei (gemiiss der vorhergehenden Aufgabe) 
xu<b und wa>b, sowie ws =—b und x» =—b. Man sucht eine 
Gerade, die gleich } ist, ihren einen Endpunkt auf aw, den andern 
auf aa hat und die zu wx parallel ist. 

Auflésung. Man ziehe die Gerade s, die ua@ in t’ tberschreite, 
und ziehe tw so, dass der Winkel atv gleich aux ist. Dann kénnen 
tu, xu und wa niemals zusammentreffen (Lehrsatz 4, Zusatz), und 
tw muss x2 iiberschreiten, was in ew’ geschehen mége. Ferner ist 
rs zu xw parallel; werden namlich von rv und s’ aus Lote auf 
awoo gefallt, so sind diese entweder wx und sw selbst, und dann 
sind, weil #x = sw ist, »s und xw parallel (Aufgabe 1), oder das 
Lot von 7 aus ist »q, und das andre von s’ aus ist sh. Dann aber 
iss Argqzx = shw, denn es ist x= w, q=h, also r=s, und 
ferner ist »% = sw, mithin rq = sh, und rs ist (nach Aufgabe 1) 
zu xw parallel. Ferner ist auch te zu sw parallel, denn durch ¢ 
lisst sich eine Parallele zu sw ziehen, und diese muss so beschaffen 
sein, dass der Winkel wae gleich wta ist, ein innerer dem dussern, 
entgegengesetzten. Aber tv ist so beschaffen, und es giebt auf dieser 
Seite der Geraden aa@ keine andre Gerade, die mit af in ¢ einen 
Winkel gleich at bildete. Mithin ist jene Gerade von ¢ aus die 
einzige Parallele zu sw (aufzufassen im Sinne der Anmerkung zu 
Aufgabe 1). 

Mithin ist (Lehrsatz 3, Zusatz 2) te — sw=—b, was ver- 
langt war. 
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Corfollarium]. Hine ex Probl. 2., 3., 4. patet construi posse A, 


cujus unum latus est datum b et angulorum adjacentium unus datus y, 
alter vero datus z. 


Thfeorema] 7. (Fig. 15). Sit quaevis recta AB, et rectae BD 
et AC in eadem plaga rectae AB in eodem plano; 
B et sit ang CAB+ ABD <2 rectis, tum 

ACC' oo et BD Do se invicem secabunt. 


D 


Nam (Prob. 4 et Cor.) sit ang. A = y, ang. 

B=z2z ete AB=b, atque A in w' cadens, B 

Fig. 16. A in ¢; tum BDoo et tuoo coincident, nec non 

ACco et wxoo adeoque illud punctum, quod 

ipsis tuco et wxoo commune est, etiam ipsis BDoo et CAco 
commune est. 


Th[eorema]. 8. Rectae unica tantum per aliquod punctum datur 
parallela (Def. 44). 

Nam ducatur alia (Fig. 1), una plaga intra parallelam ibidem 
constructam cadens. Summam angulorum internorum minorem faciet 
duobus rectis, nam duo anguli interni ibidem ambo recti sunt 
(Prob. 1, Cor. 2), adeoque (Th. 7) se invicem secarent Anoo et 
illa linea, quae praeter parallelam in Fig. 1 per idem punctum du- 
ceretur. 


Ad Theoriam parallelarum supplementum. 


XI. Fig. 5° repraesentat lineam ejusmodi mdefg ... quae nomi- 
netur TT; ad md erigatur perpendicularis gkcoo; porro mdd’co 
vocetur Q, ac moveatur @Q circa m’ per lineam mdefg... semper 
porro in oo. Dum Q in mee’co perveniet, quaeritur quorsum latus 
sequens cadet; ut hoc patefiat sectio prius sequens tractabitur. 


XIl. 2 extra mdefg... cadat necesse est (nimirum ubi latera 
angulum convexum faciunt); nam 
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Zusatz. Mithin lehren die Aufgaben 2., 3., 4., dass man ein 
Dreieck construiren kann, dessen eine Seite die gegebene Gerade b ist 
und bei dem von den anliegenden Winkeln der eine der gegebene 
Winkel y, der andre der gegebene Winkel 2 ist. 


Lekrsatz 7. (Fig. 15). Es sei AB eine beliebige Gerade, und 
die Geraden BD und AC mégen auf derselben 
Seite der Geraden AB in derselben Ebene liegen, D B 
und es seien die Winkel CAB und ABD w- 
sammen kleiner als zwei Rechte. Dann werden 
ACC’oo und BDD'o~ einander schneiden. 
Denn es sei (Aufgabe 4 und Zusatz) der 
Winkel A gleich y, der Winkel B gleich z und 
AB gleich b, und A’ falle auf w, B auf ¢. — A 
Dann fallen BDoo und tuco zusammen, und 
ebenso ACoo und wxoo, somit ist der Punkt [a] der tuoo und wxoo 
gemeinsam ist, auch den Geraden BDoo und CAoco gemeinsam. 


Lehrsatz 8. Zu einer Geraden giebt es durch einen beliebigen 
Punkt nur eine Parallele (Def. 44). 

Denn man ziehe eine andre (Fig. 1), die auf der einen Seite 
innerhalb der dort construirten Parallelen liegt. Sie wird als Summe 
der inneren Winkel weniger als zwei Rechte ergeben, denn die beiden 
inneren Winkel ebenda sind beide Rechte (Aufgabe 1, Zusatz 2), also 
miissten (Lehrsatz 7) Amoco und jene Linie, die ausser der Parallelen 
in Fig. 1 durch denselben Punkt gezogen wiirde, einander schneiden. 


Nachtrag zu der Theorie der Parallelen. 


XI. Figur 5° stellt eine solche Linie mdefg... dar, die TT 
genannt werden mége. Auf md errichte man die Senkrechte pkoo. 
Ferner werde mdd'oo mit Q bezeichnet, und Q werde um m’ herum 
durch die Linie mdefg ... immer weiter bis ins Unendliche bewegt. 
Wenn @Q nach mee’oo gelangt, so fragt es sich, wohin die folgende 
Kante [ef] fallen wird. Damit dies klar werde, schalten wir zuvor 
den folgenden Abschnitt ein. 

XII. & fallt nothwendig ausserhalb mdefg ..., das heisst, dahin, 
wo die Kanten einen erhabenen Winkel bilden. Denn: 
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1) Fig 5’. Si & habeat ejusmodi partem, cujus medium et duo 
extrema in peripheriam circuli alicujus cadant, tum tota 2 in gyrum be 


f 














Fig. 5°. 
torquebitur; nam sint a’, b’, d@ puncta illa; accipiatur angulus d 
bde = abd, erit e in &, et in eadem peripheria, quia e’ eo d 
cadit, ubi arcui @b aequalis h 
b arcus ultra @ finitur, tum . 
enim angulus bde = abd fi 


(per trium illorum AAl™™ et 
angulorum ad basin aequali- 
tatem). Hine si db arcus 
ultra e’ et ita porro trans- 
feratur, in gyrum redigetur & 
(quoties libuerit); tum ab 
aut est pars aliquota peri- 
pheriae, et tunc 2 in a@ 
rediit, aut non, et hoc in 
easu prodibit latus ¢k. Tum 
e medio lateris cujusvis eruta 
perpendicularis aliud aliquod 
latus egrediendo secabit, adeo- 
que lineam 2% in duobus saltem punctis secabit (secaret partem 
lineae & illi lateri adnexam, ad quam perpendicularis ducta erigitur, 
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1) Fig. 5’. Enthalt 2 einen solchen Theil, dessen Mitte und dessen 
beide Endpunkte in den Umfang eines Kreises fallen, so wird sich dann 
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die ganze Linie 2 im Kreise herumwinden. Es seien namlich a’, b’, d’ 
diese Punkte. Man nehme den Winkel bde gleich abd an, dann 


liegt e’ auf 2 und auf dem- 
selben Umfange, weil e’ dahin 
fallt, wo ein dem Bogen db 
gleicher Bogen jenseits d’ 
endigt; denn alsdann ist der 
Winkel bde gleich abd, weil 
jene drei Dreiecke und die 
Winkel an ihren Grundlinien 
gleich sind. Wird mithin der 
Bogen @b iber e’ hinaus immer 
wieder abgetragen, so zieht sich 
2 beliebig oft im Kreise herum. 
Dann ist ab entweder ein 
echter Theil des Umfanges und 
alsdann ist 2 in a’ in sich zuriick- 
gekehrt, oder das ist nicht der 


Fall, und dann entsteht die Kante ik. Dann schneidet die in der Mitte 
einer Kante errichtete Senkrechte jedesmal beim Heraustreten eine 





Fig. 5°. 








Fig. 5’. 
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altera vice lateri per quod transiit adnexam); quo pacto & 


rediit (V1). 


2) Fig. 5”. Pars lineae 2 lateri cuivis lineae TT adnexa in 
unam plagam lateris ejus cadit, nam prius in aliqua plaga incipere 
debet (ex. gr. extra, uti ea); transeat 
L—.he in alteram plagam; ab altero extremo 

? 
a @ (Ac. Ax. 2) item in eadem plaga plane ita 
“6 ~d_ incipiet; transeat in alteram plagam per y’; 
(num inter @ et y' adhuc redierit in 
plagam priorem, haud in censum venit). Erunt rectae puncta a’, y',d’ 
cum 2 communia. Accipiatur b’ e plaga interiore; fiat ad (pars 
lineae 2) = by; erit ab = dy, porro fiat bk = parti ya; cadet k’ 
inter e et a’, nam ak opportet esse = by = ad, remanere autem 
ke debet; nam vocetur A pars ea = yd, et vocetur B pars ay, 
erit rectae ed adnexa = 2A-+ B, unde si dematur ad (quod est 
minus quam A) manebit plus quam A + B, adeoque ultra 4+ B 
adhue superesse Ke oportet. Tum vero erit pars abk = dya, 
adeoque a’, b’, k’ sunt in recta, at tum recta ab transeundo ex una 
plaga in aliam secabit rectam ed, et ab b’ in k’ eundo pariter, 
adeoque duo puncto habebunt duae rectae communia nec tamen 
coincident (contra superius demonstrata). Consequ. 2 cum recta tria 
puncta habere nequit communia; demonstratio eadem est si recta 


inter duo exteriora lineae 2 puncta (e tribus dictis) ut latus con- 
sideratur. 


vf 


Fig. 5”. 


3) Fig. 5°”. Pars lineae & lateri cuivis adnexa cadit in plagam 
exteriorem lateris ejus. Nam sint ef et ed latera lineae TT; sit eo 
recta angulum fed bifariam secans, sint a et b’ meditullia laterum 
dictorum. Si perpendiculares ex iis (ad latera erectae) secent rectam 
eoce, tum per AA™ aequalitatem /’, e', d in peripheria circuli 
erunt, adeoque & rediit (per 1.). Si vero perpendicularis quaedam 
inter e’ et a sit ad fe, quae (si perpendicularis ad fe a e’ inci- 
piendo per e00'co moveatur manente ef in eff’ co) erit limes, 
antequam perpendicularis mota semper [secabit] et ibi prima vice, 
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gewisse andre Kante und schneidet somit die Linie 2 in wenigstens 
zwei Punkten; sie wiirde nimlich den Theil der Linie 2 schneiden, der 
zu jener Kante gehért, auf der die gezogene Senkrechte errichtet ist, 
und wiederum den Theil, der zu der Kante gehért, durch die sie hin- 
durchgegangen ist. Auf diese Weise ist 2 in sich zuriickgekehrt (VI). 

2) Fig. 5”. Der zu einer beliebigen Kante von TT gehérige Theil 
von & fallt [ganz] auf die eine Seite dieser Kante. Denn zuniichst 
muss die Linie & auf irgend einer Seite 
beginnen, zum Beispiel ausserhalb, wie ea. 
Sie mége auf die andre Seite hiniiber- 
gehen. Am andern Endpunkte (s. Axiom 2) 
wird sie ebenfalls auf derselben Seite —*s 
genau in derselben Weise beginnen. Sie mége durch y' auf die andre 
Seite hiniibergehen; ob sie bereits zwischen @ und y' auf die andre 
Seite zuriickgekehrt ist, kommt nicht in Betracht. Die Gerade [ed] 
hat mit 2 die Punkte a’, y’, d’ gemeinsam. Man nehme Bb’ auf der 
innern Seite an. Macht man ad (einen Theil der Linie &) gleich by, 
so ist ab = dy. Macht man weiter bk gleich dem Theile ya, so 
fallt A’ zwischen e’ und a’. Denn ak muss gleich by gleich ad 
sein, und Ae muss iibrig bleiben. Bezeichnet man nimlich den Theil 
ea gleich yd mit A und den Theil ay mit B, so ist der zur Geraden 
ed gehirige Theil gleich 24-+ B; nimmt man davon ad hinweg, 
das kleiner ist als A, so bleibt mehr als 4 + B iibrig, und es muss 
somit ausser A + B noch Ke iibrig bleiben. Dann aber ist der Theil 
abk gleich dya, und a’, b’, k’ liegen [ebenso wie a’, y’, a’] in einer 
Geraden. Dann aber schneidet die Gerade ab beim Uebergange von 
der einen Seite auf die andre die Gerade ed, und ebenso beim Ueber- 
gange von b’ nach k’, und es haben zwei Gerade zwei Punkte gemein- 
sam, ohne zusammenzufallen, entgegen dem oben Bewiesenen. Folglich 
kann 2 mit einer Geraden nicht drei Punkte gemeinsam haben. Der 
Beweis ist derselbe, wenn man die Gerade zwischen zwei dussern Punkten 
der Linie 2 (von den drei genannten) als Kante auffasst. 

3) Fig. 5°. Der Theil der Linie 2, der zu irgend einer Kante 
[von TT] gehért, liegt auf der fiussern Seite dieser Kante. Denn es 
seien ef und ed Kanten der Linie TT, ferner sei eo die Halbirungs- 
linie des Winkels fed, und a’ und Db’ seien die Mittelpunkte der ge- 
nannten Kanten. Schneiden die in a’ und Bb’ auf den Kanten errichteten 
Senkrechten die Gerade e000, so liegen f’, e', @’ wegen der Gleich- 
heit der Dreiecke auf dem Umfange eines Kreises, und & kehrt nach 
1) in sich zuriick. Giebt es aber, wenn man die Senkrechte auf fe 
von e’ anfangend durch e00' co bewegt, wihrend ef in eff’co bleibt 
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non secabit rectam eoo co, tum demittatur perpendicularis ex 0 
ad fe, cadat in w’, centro 0 radio eo scribatur circulus; is (cum di 








Fig. 5°" *). 


oe hypothenusa > catheto wo) incipiet extra ef et transibit per wf 
inter w’ et f’, nam uf > we, adeoque (per superiora) fo > eo. 


Iam pars lineae & lateri adnexa aut in plagam interiorem aut 
exteriorem cadet (per 2); si in interiorem, tunc aut ingredietur 
circulum (uti e7d) aut non; si prius, tum egredi oportet ad d’ 
(quod extra circulum situm est) et tunc e’, t, mw’ in peripheriam 
cadunt, adeoque 2 rediit (per 1). Si circulum non ingrediatur, tunc 
pars lateri ed adnexa aut eqsd erit aut epad et pars lateri ef 
adpertinens pro epxd erit eyxf et pro eqsd erit evsf (pars 
lateri ed adpertinens enim per f” ire nequit, quia tum, parte lateri 
ef adnexa in f’ veniente, rediret 2); in quovis casu partes lineae & 
secabunt se invicem, in priore in 2’, in posteriore in s’, et tum & 


*) [Der Buchstabe uw fehlt in der Originalfigur.] 
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giebt es da auf fe zwischen e’ und a’ eine gewisse Senkrechte, welche 
die Grenze bildet, vor deren Erreichung die bewegte Senkrechte immer 








Fig. 5”. 


die Gerade e@o'oo schneidet und bei deren Erreichung sie das zum 
ersten Male nicht thut, so fille man von o' aus auf fe das Lot, das 
in ee’ treffen mége, und beschreibe mit dem Halbmesser e0 um den 
Mittelpunkt 0’ einen Kreis. Dieser wird, da die Hypotenuse eo grésser 
ist, als die Kathete wo, ausserhalb ef beginnen und durch wf zwischen 
w’ und f” hindurchgehen; denn wf ist grésser als «we, und daher, nach 
dem Vorhergehenden, fo grésser als eo. 

Nun fallt der Theil der Linie 2, der zu einer Kante gehért, nach 
2) entweder auf die innere oder auf die dussere Seite. Fillt er auf die 
innere, so tritt er entweder in den Kreis ein, wie e7d, oder nicht. Ge- 
schieht das erste, so muss er, um nach d@’ zu kommen, was ausserhalb 
des Kreises liegt, heraustreten, und dann fallen e’, ¢’, uw’ in den Umfang, 
2 kehrt somit nach 1) in sich zuriick. Tritt 2 nicht in den Kreis ein, 
dann ist der zur Kante ed gehérende Theil entweder eqsd oder epxd, 
und der zur Kante ef gehérende Theil ist eyaf fir epad und evsf 
fir eqsd; der zur Kante ed gehérende Theil kann nimlich nicht 
durch f” gehen, weil der zur Kante ef gehérende Theil nach /” kommt, 
14 
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rediit. Consequenter pars lineae 2 lateri cuivis adpertinens semper 
in plagam convexitatis (exteriorem dictam) cadet, et 2 cadet tota in 
plagam exteriorem lineae TT. 


XII. [Fig. 5°] Modo quaeratur quorsum latus ef cadat. Cum 
atera ef et dm in plagam rectae ed eandem cadant, latus fe cadere 
oportet aut supra me aut in emm’oo aut inter em et ed. Si 


f 














Fig. 5°. 


secundus casus fuerit, tum f” aut inter m’ et e’ cadet aut in m’ aut 
ultra m’; si in m’, tum & rediit; si ultra m’ in o’, tum pars lateri 
ef adpertinens secatur a parte lateri mp adpertinente, et & rediit; 
si intra m’ cadat, perpendicularis e medio lateris ef eruta utrinque 
in co secabit lineam 2 in duobus saltem punctis (transeundo semel 
per partem lateri fe adpertinentem, altera vice per partem (lineae 2) 
lineae mde adpertinentem), et tum & rediit (per VI et I). Adeoque 
cum hoc ad caswm cujusvis lateris sequentis adplicare fas sit, quodvis 
latus sequens cadet supra mdd'oo (seu Q), nimirum fe cadet supra 
me, et fg supra mf etc.... 
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und somit & in sich zuriickkehren wiirde. In jedem Falle schneiden Theile 
der Linie 2 einander, im ersten in 2’, im zweiten in s’, und dann 
kehrt 2 in sich zuriick. Folglich liegt der Theil der Linie &, der zu irgend 
einer Kante gehért, immer auf der Seite der Wélbung, die wir als die 
iiussere bezeichnet haben, und & fallt ganz auf die iussere Seite der Linie TT. 

XIII. Nunmehr mige gefragt werden, wohin die Kante ef fillt. 
Da die Kanten ef und dm auf dieselbe Seite der Geraden ed fallen, 
so muss die Kante fe entweder oberhalb me fallen oder auf em m’ oo 


) 














Fig. 5°. 


oder zwischen em und ed. Findet der zweite Fall statt, so fallt 
entweder zwischen mm’ und e’ oder auf am’ oder tiber m’ hinaus. 
Wenn auf m’, so kehrt 2 in sich zuriick; wenn iiber m’ hinaus nach 
o’, so wird der zur Seite ef gehérende Theil von dem zur Seite ap 
gehérenden Theile geschnitten, und 2 kehrt in sich zuriick; fallt /” 
innerhalb mm’, so wird die in der Mitte der Kante ef errichtete und 
nach beiden Seiten ins Unendliche verlingerte Senkrechte die Linie 2 
in wenigstens zwei Punkten schneiden, zum ersten Male beim Hindurch- 
gehen durch den zur Kante fe gehérenden Theil und zum zweiten 
Male beim Hindurchgehen durch den zur Linie mde gehérenden Theil 
der Linie 2, und dann kehrt 2, nach VI. und I. in sich zuriick. Und 
da man diese Ueberlegung auf jede beliebige folgende Kante anwenden 
kann, so fallt jede folgende Kante oberhalb madd’ co oder Q, namlich 
fe fallt oberhalb me und fg oberhalb m/f und so weiter. 
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XIV. Ita si accipiatur medium partis cujusvis (uti partis md 
in t’) et ducantur eo rectae e lateris extremis (ut mt et td), porro 
partis mt quoque medium accipiatur, atque ex m’ et @# ducantur 
eo rectae, et ita porro in infinitum, ut cuivis lateri adpertinens pars 


=, cadet 
pars mt extra rectam mt (per XII) et cadet & extra omnia illa 
latera (instar TT). 


lineae 2 decrescat in progressione geometrica exponentis 


XV. Pars ef cadet inter ey et rectam ef, nam si infra ey 
veniret, tum ex e eundo in / praeter e’ et m’ adhue [punctum] 
haberet 2 cum recté commune, adeoque & rediret. Pariter patet partem 
ef cadere inter rectas ew et ef. 


XVI. Fig. V’’. Angulus quem facit md cum recté ex m’ ad 
cujusvis lateris lineae TT extremum ducta est aequalis angulo, quem 
facit cum efidem recta latus 
illud. Ex. gr. gmd=mgf 
et hmd = mhg. Nam 
ab m’ usque ad illud ex- 
tremum numerus laterum 
lineae TT est aut par aut 
impar. Si par (uti ex. gr. 
ab m’ usque ad g’) tum 
sit # medium _ rectae 
gm, duceatur recta ez, 
dein superimponatur gfez 
ipsi mdez, maneat ¢ 
ne,fnd, g nm 
cadere possunt, tum vero # 
in # cadet, quia ez latus 

m a commune, et mz = gz, 
Fig. Vv’. ez et mz vero in illa 
plaga nonnisi in uno puncto 
possunt se invicem secare (per superiora). 














Si numerus fuerit impar (uti in hgfedm), tum sit medium w 
lateris ef et é lateris hm. Superimponatur wfghi ipsi wedmi, 
maneat w in w; f’ in e, g ind et h’ in m’ cadere possunt, tunc 
mi =hi et wi = sibi in illa plaga non nisi in uno puncto se in- 
vicem secare queunt. 
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XIV. Denkt man sich daher bei jedem Theile die Mitte, wie die 
des Theiles md in @’, und zieht dahin von den Endpunkten der Kante 
aus Gerade, wie mé€ und ¢d, denkt man sich ferner auch die Mitte 
des Theiles mé und zieht dahin von m’ und? aus Gerade und so fort 
ins Unendliche, sodass der zu jeder Kante gehérende Theil der Linie 2 
in einer geometrischen Progression mit dem Exponenten ; abnimmt, 
dann fallt der Theil »¢ auf Grund von XII. ausserhalb der Geraden 


mt, und & fallt ausserhalb aller dieser Kanten. 

XV. Der Theil ef fallt zwischen ey und die Gerade ef; denn 
lage er unterhalb ey, so hitte 2 beim Uebergange von e’ nach /” 
ausser e’ und m’ mit der Geraden [mvey] noch einen Punkt gemein- 
sam, und & kehrte daher in sich zuriick. In ahnlicher Weise erkennt 
man, dass der Theil ef zwischen die Geraden ew und ef fallt. 


XVI. Fig. V’’. Der Winkel, den md mit der Geraden bildet, 
die von m’ aus nach dem Endpunkte jeder einzelnen Kante der Linie TT 
gezogen ist, ist gleich dem 
Winkel, den jene Kante mit 
derselben Geraden bildet; 
zum Beispiel ist ymd=mgf 
und hmd = mhg. 

Denn von m’ an bis 
zu jener letzten Kante ist 
die Anzahl der Kanten der 
Linie TT entweder gerade oder 
ungerade. Ist sie gerade, wie 
zum Beispiel von m’ an 
bis zu g’, so sei 2 die Mitte 
der Geraden gm. Man ziehe 
die Gerade ez und lege 
gfez auf mdez. Es 
bleibe e’ in e’; f’ kann auf d’, 
g auf m’ fallen, dann aber 
fallt 2 auf 2’, denn ez ist die 
gemeinsame Kante, und mz ist gleich gz, ex und mz aber kénnen ein- 
ander auf dieser Seite nur in einem Punkte schneiden (nach dem Fritheren). 

Ist die Anzahl ungerade, wie bei hgfedm, so sei w die Mitte 
der Kante ef und é die Mitte der Kante hm. Man lege wfghi auf 
wedmi. Es bleibe w' in w'; f’ kann auf e’, g’ auf d’, und h’ auf 
m’ fallen, und dann kénnen mi gleich hé und wé gleich sich selbst 
einander auf dieser Seite nur in einem Punkte schneiden, 
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XVII. Hinc cum angulus ad m’ per motum rectae Q crescat, 
et anguli verticales sint aequales, angulus qui apud d@’ est =o et fit 
= « apud e’, fit major in 6, adhuc major dum > fit, crescit in majus 
fiendo @ et ita porro sine fine (non asseritur in oo). 


XVII. Fig. 5°. Angulus quem facit latus quodvis productum 
cum 2 porro fluente est ubique aequalis (per dicta). Angulus quem 
facit ew cum parte fe lineae 2 (cadente inter rectas ef et ew) 
est = angulo quem facit f2 cum parte fg lineae 2 (cadente inter fr 
et fg), quod continuari posse in oo patet. At si addatur angulus 
wey quem facit (si rectae Q (quod est mdd’oo) pars quae ultra 2 
cadit, R vocetur) R cum lateris continuatione, cum hic crescat (XVII), 
et summa crescet; fiat ut exactius concipiatur radio certo (ex. gr. ef), 
qui semper idem maneat, centro (pro hoc casu e’) arcus fy, hic 
mensura hujus anguli esse poterit. 


XIX. At inquiramus, num hic angulus, quem R cum & facit, 
semper porro sine fine continuo crescat. Si TT varietur juxta XIV, ut 
latera fiant omni dabili minora, extremis venientibus omni dabili 
propius, tum quoque in cujusvis novi lateris initio angulus, de quo 
sermo est, crescit. Nullum vero tempus datur, sub quo non crevisset; 
nam secat in temporis ejus initio Q lineam & in aliquo puncto ¢ 
(Fig. 5) et in fine temporis ejus in 1, erit pars ey lineae & (denotante 
Ps m numerum quantumlibet magnum) plus quam 

a ter major (parte mtd) G) -= , quod == quan- 

Fig. 5”. titati omni dabili minori, itaque et si lateris ex- 
tremum non cadet in ¢, sed in a’, cum e¢a@ sit < parte lineae & uni 
lateri adpertinente, remanebit adhuc, si ex a’ accipiantur duo latera 


versus 9, aliquid, crescet ergo etiam sub hoc tempore angulus dictus, 
cum in fine cujusvis lateris crescat. 





XX. Angulus hic (qui vocetur x) simul cum angulo quem Q 
cum latere primo facit, crescens sine fine continuo, aut in tantum 
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XVII. Da mithin der Winkel bei m’ durch die Bewegung der 
Geraden Q wiichst, und da Scheitelwinkel einander gleich sind, so wird 
dieser Winkel, der bei @ gleich Null und bei e’ gleich a ist, bei 
grésser, und noch grésser, wenn er y wird, er wichst noch weiter, 
indem er gleich 6 wird, und so weiter ohne Ende, es wird aber nicht 
behauptet, ins Unendliche. 

XVIII. Fig. 5°. Der Winkel, den die Verlingerung einer jeden 
Kante mit der sich immer weiter erstreckenden Linie 2 bildet, ist, 
nach dem Gesagten, tiberall derselbe. Der Winkel, den ew mit dem 
zwischen die Geraden ef und ew fallenden Theile fe der Linie 2 
bildet, ist gleich dem Winkel, den fr mit dem zwischen fr und fg 
fallenden Theile fg der Linie & bildet, und das lasst sich augenscheinlich 
ins Unendliche fortsetzen. Fiigt man aber den Winkel wey hinzu, 
den R, wenn der iiber 2 hinausfallende Theil der Geraden Q, das heisst 
madd oo, R genannt wird, mit der Verlingerung der Kante [de] bildet 
so wichst dieser Winkel (XVII.), und daher wachst auch die Summe. 
Um eine genauere Vorstellung zu haben, beschreibe man mit einem 
gewissen Halbmesser, zum Beispiel mit ef, der immer derselbe bleibe, 
um einen Mittelpunkt, fiir den vorliegenden Fall um e’, den Bogen fy, 
der kann als Maass dieses Winkels dienen. 

XIX. Fragen wir jedoch, ob nicht dieser Winkel, den R mit 2 
bildet, immer weiter ohne Ende bestiandig wichst. Wenn TI, gemiiss 
XIV., abgeiindert wird, sodass die Kanten kleiner werden als jede an- 
gebbare Grésse, und ihre Endpunkte einander niher kommen als jede 
angebbare Grésse, so wichst auch dann beim Anfange einer jeden neuen 
Kante der Winkel, von dem die Rede ist. Es giebt aber keine Zeit, 
wahrend der er nicht gewachsen wire. Denn am Anfange dieser Zeit 
schneidet Q die Linie & in irgend einem Punkte ¢, 


und am Ende dieser Zeit in 7, dann ist der Theil _ 
ey der Linie 2, wenn m eine beliebig grosse Zahl 7 
bezeichnet, mehr als dreimal so gross als der Theil Fig. 5°. 

mtd mal (3) = =, also gleich einem Ausdrucke, der kleiner ist 


als jede angebbare Grésse. Wenn daher auch der Endpunkt der Kante 
nicht nach ¢’, sondern nach a@ fallt, indem e@ kleiner ist, als der zu 
einer Kante gehérende Theil der Linie &, so bleibt immer noch etwas 
iibrig, wenn man sich von @ aus zwei Seiten nach 9 hin denkt. 
Folglich wird der genannte Winkel auch wahrend dieser Zeit wachsen, 
da er am Ende einer jeden Kante wichst. 

XX. Da dieser Winkel, der x genannt werden midge, zugleich 
mit dem Winkel, den Q mit der ersten Seite bildet, ohne Ende 
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excrescet, ut Q ultra mk perveniat, et tunc si hucusque dicta ab altera 
parte ex @ praestentur, et pars mtdefg... lineae 2 et pars 
amp... ultra gk venient, adeoque aut in mkoo concurrerent duae 
partes, aut gkoo praeter ¢ adhuc duo puncta habebit cum & com- 
munia, adeoque & rediit; aut vero habebit x limitem 4, ad quem omni 
dabili propius ibit, sed eum attingere nunquam poterit, donec Q circa 
m’ per 2 moveatur. Tum x in @ sit = A, incrementa vero semper 
nova sint a, B, y, 0,... quae quamvis lege continui fiant, ita ut inter 
quaevis duo innumerabilia sint, nihilominus tamen ita exponere licet. 
Hoe pacto erit series infinita A+ae-+86+y-+0-+---:, cujus summae 
limes est A, id est cujus quotcunque membra (parte in oo abeunte 
residué) summentur, tamen minus quam 4 prodibit, et pro quavis data 
quantitate q potest ad aliquod membrum usque omnium summa talis 
produci, cujus differentia ab 4 sit <q. At si omnia membra seriei 
infinitae summari possent, ne ullum remaneat, limes ipse prodiret (in 
hoc casu 4). Atqui hic Q@ per omnia puncta partis mtdefg... 
lineae Zoo succedendo omnia incrementa acquisivit, omnibus ergo 
membris seriei summatis (plane in illo temporis puncto experte cum 
Q prima vice non est in &, inter quod et desertionem lineae & mutatio 
nulla evenire potest, cum ad mutationem duae partes temporis adesse 
debent, punctum temporis autem est expers in quo prima vice exiit 
Q ex 2) angulum z factum esse =A oportet, postquam @Q ex & 
exiit. Atqui hoc absurdum est, cum tunc « = 0 factum sit. Ergo 
absurdum est angulum z non crevisse eousque ut Q per pkoo transiret. 
Ergo & nisi recta sit redit (contra I). Ergo & recta est*). 








*) [Das Axiom, das bei diesem Beweise stillschweigend vorausgesetzt wird, 


hat W. Bolyai selbst in dem Generalis Conspectus Geometriae folgendermassen 
formulirt: 


Axioma intervalli. 
»5i duarum linearum simplicium uniformium utrinque »tarum, in plano se 
invicem secantium, apertura (id est angulus ad punctum sectionis) maneat utrin- 
que constante quodam earundem linearum angulo semper majore ante temporis t 


finem: in puncto experte temporis ipsum ¢ terminante una alteram transiliisse 
nequit.‘*] 
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bestandig wiachst, so wird er entweder so weit anwachsen, dass 
Q tiber mk hinaus gelangt, und dann wird, wenn das bis jetzt Gesagte 
auch auf den andern Theil [von 2] von @ aus angewandt wird, sowohl 
der Theil mtdefg... der Linie & als auch der Theil @mp... iiber 
gk hinauskommen, und daher werden entweder in gkoo zwei Theile 
zusammentreffen oder gkoo wird ausser ¢ noch zwei Punkte mit & 
gemein haben, also kehrt 2 in sich zuriick; oder x wird eine Grenze 
4 haben, der es naher kommt, als jede angebbare Grésse betragt, die 
es jedoch niemals erreichen kann, so lange Q@ um m’ herum durch 2 
bewegt wird. Alsdann sei x in @’ gleich A, die bestindig neuen 
Zuwiichse aber seien a, B, y, 0,...; diese geschehen allerdings nach 
dem Gesetze der Stetigkeit, sodass es zwischen je zweien unzahlig 
viele giebt, aber nichts desto weniger darf man sie so darstellen. Auf 
diese Weise erhalt man die unendliche Reihe A+a+6+y+0-+--., 
deren Summe zur Grenze 4 hat, das heisst, bei der die Summe von 
beliebig vielen Gliedern (wihrend der Theil, der ins Unendliche geht, 
als Rest iibrig bleibt) kleiner als 4 ausfallt, und bei der man, wenn 
eine beliebige Grésse q gegeben ist, die Summation bis zu einem 
solechen Gliede erstrecken kann, dass die Abweichung von 4 kleiner 
ist als g. Kénnte man jedoch alle Glieder der unendlichen Reihe 
summiren, sodass keines iibrig bliebe, so erhielte man die Grenze selbst 
(in diesem Falle 4). Hier hat @, indem es durch alle Punkte des 
Theiles mtdefg ... der Linie Loco geht, alle Zuwiichse erschépft. 
Hat man also alle Glieder der Reihe summirt — und das ist gerade in 
dem Augenblicke geschehen, wo sich Q zum ersten Male nicht in 2 
befindet, denn zwischen diesem Augenblicke und dem Verlassen der 
Linie £ kann keine Verinderung eintreten, da zu einer Veranderung 
zwei Zeittheile vorhanden sein miissen, jener Augenblick aber, in dem 
@ zum ersten Male aus 2 herausgetreten ist, keinen Antheil an der 
Zeit hat — so muss der Winkel x gleich 4 geworden sein, sobald Q 
aus 2 herausgetreten ist. Das ist aber widersinnig, da alsdann 270 
wird. Folglich ist es widersinnig, dass der Winkel zx nicht soweit 
gewachsen sein soll, bis Q durch gkoo hindurchgeht. Folglich kehrt 
2 in sich zuriick, gegen I., es sei denn eine Gerade. Folglich ist 2 
eine Gerade. 
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Briefwechsel zwischen Gauss und W. Bolyai. 


Gauss an Bolyai 
1) Braunschweig, 29. Sept. 
2) ss , 21. April 
3) . , 30. Sept. 
4) * , 29. Nov. 
5) ss » 9 Jan. 
6) ‘ , 22. April 
7) . , 17. Mai 
8) e , 29. Mai 
9) Helmstedt , 16. Dec. 
10) Braunschweig, 3. Dec. 
11) * , 20. Juni 
12) e , 28. Juni 
13) Braunschweig, 25. Nov. 
14) Gottingen , 20. Mai 
= .» - =— 
16) Gottingen, 6. Marz 
17) aa 23. Oct. 
18) o ‘ 20. April 


1797 
1798 
1798 
1798 
1799 


1799 
1799 


1799 
1799 


1802 
1803 
1804 
1804 
1808 
1808 


1832 


1836 
1848 





Bolyai an Gauss 


1) Gottingen , 31. Oct. 1798 
2) » ‘ 30. Dec. 1798 
> * , 4. Marz 1799 
Ss ; 20. Marz 1799 
5) oy , 9. April 1799 
S » ‘ 12.Mai 1799 
oy ; 20. Mai 1799 
Se , 27.Mai 1799 
9) Pest, 11. Sept. 1799 
10) Clausenburg, = 13. April 180 
11) Domald, 11. Sept. 1802 
12)Clausenburg, 24. Febr. 1803 
13) Domald, 1. Marz 1804 
14) Maros Vasdrhely, 16. Sept. 1804 


15) ‘a , 18. Dee. 1807 
16) ™ , 27. Dee. 1808 
17) , 10. April 1816 


18) Maros Vasarhely, 20. Juni 1831 
19) Maros Vasdarhely, 16. Jan. 1832 
20) Maros Vasarhely, 20. April 1835 


21) , 4. Oct. 1835 
22) ‘ , 3. Oct. 1836 
23) “ , 18. Jan. 1848 
24) i , 6, Febr. 1853 


Bei den Briefen, aus denen im Vorstehenden Stiicke mitgetheilt sind, ist 
jedesmal der Abgangsort und der Abgangstag cursiv gedruckt. 
Einige fiir unsre Zwecke nicht in Betracht kommende Stellen aus Briefen 


von Gauss an Bolyai hat L. Hénselmann in seinem Buche: 


Carl Friedrich 


Gauss, Leipzig 1878, auf 8, 40—42, 48, 49 und 92 abgedruckt. 














Beitrage zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre. 
Von 


Geore Cantor in Halle a/S. 
(Zweiter Artikel.) 


§ 12. 
Die wohlgeordneten Mengen. 


Unter den einfach geordneten Mengen gebiihrt den wohlgeordneten 
Mengen eine ausgezeichnete Stelle; ihre Ordnungstypen, die wir 
,Ordnungszahlen‘ nennen, bilden das natiirliche Material fiir eine ge- 
naue Definition der héheren transfiniten Cardinalzahlen oder Machtig- 
keiten, einer Definition, die durchaus conform ist derjenigen, welche 
uns fiir die kleinste transfinite Cardinalzahl Alef-null durch das System 
aller endlichen Zahlen v geliefert worden ist (§ 6). 

, Wohlgeordnet‘ nennen wir eine einfach geordnete Menge F (§ 7), 
wenn ibre Elemente f von einem niedersten f, an in bestimmter Succession 
aufsteigen, so dass folgende zwei Bedingungen erfiillt sind: 

I. ,,Es giebt in F ein dem Range nach niederstes Element f,‘. 

Il. ,,Jst F’ irgend eine Theilmenge von F und besitet F ein oder 
mehrere Elemente hiheren Ranges als alle Elemente von F’, so existirt 
ein Element f’ von F, welches auf die Gesammtheit F’ sunichst folgt, 
so dass keine Elemente in F vorkommen, die ihrem Range nach swischen 
F’ und f' fallen.‘‘*) 

Im Besondern folgt auf jedes einzelne Element f von F’, falls es 
nicht das héchste ist, ein bestimmtes anderes Element f’ dem Range 
nach als nédchsthoheres; dies ergiebt sich aus der Bedingung II, wenn 
man fiir F’ das einzelne Element f setzt. Ist ferner beispielsweise 
in F eine unendliche Reihe auf einander folgender Elemente 


<i <e”ee OS ert)... 
enthalten, doch so, dass es in F auch solche Elemente giebt, die 


*) Es stimmt diese Definition der ,wohlgeordneten Menge‘, abgesehen vom 
Wortlaut, durchaus mit derjenigen iiberein, welche in Bd. XXI der Math. Ann. 
pag. 548 (Grundlagen e. allg. Mannigfaltigkeitslehre pag. 4) eingefiihrt wurde. 
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héheren Rang haben als alle e), so muss nach der Bedingung II, 
wenn man darin fiir F’ die Gesammtheit {e®} setzt, ein Element /” 
existiren, so dass nicht nur 

f > 
fiir alle Werthe von v, sondern dass es auch kein Element g in F 
giebt, welches den beiden Bedingungen geniigt 

9~<f;, 

g > el”) 
fiir alle Werthe von ». 

So sind z. B, die drei Mengen 


(G5 Gg, - 2+ Gey oe:)s 
(@,) Gq, ~- - Byy~ oo dy, bg, - Ou, +), 


(yy Bags © » + Boy oo Bay Ogg so Byny so Oy Gey %) 
wo 


ly << Appt < dy < dup <6, << Cy 
wohlgeordnet. Die beiden ersten haben kein hiéchstes Element, die 
dritte hat das héchste Element ¢,; in der zweiten und dritten folgt 
auf simmtliche Elemente a, zunichst b,, in der dritten auf siimmtliche 
Elemente a, und b, zunichst ¢,. 
Im Folgenden wollen wir die in § 7 erklarten Zeichen < und >, 
welche dort zum Ausdruck der Rangbeziehung je zweier Elemente ge- 


braucht wurden, auf Gruppen von Elementen ausdehnen, so dass die 
Formeln 


M<WN, 
M>wN 
der Ausdruck dafiir seen, dass in einer vorliegenden Rangordnung 


alle Elemente der Menge M niederen resp. héheren Rang haben, als 
alle Elemente der Menge N. 


A. ,Jede Theilmenge F, einer wohlgeordneten Menge F hat ein 
niederstes Element.“ 

Beweis. Gehért das niederste Element /, von F zu F,, so ist 
es zugleich das niederste Element von F,. 

Andernfalls sei F’’ die Gesammtheit aller Elemente von F, welche 
niederen Rang haben als alle Elemente von F,, so ist eben deshalb 
kein Element von F zwischen F”’ und F, gelegen. 

Folgt also f’ (nach Il) zunachst auf F” so gehért es nothwendig 
zu F’; und nimmt hier den niedersten Rang ein. 

B. ,,Ist eine einfach geordnete Menge F so beschaffen, dass sowohi 
F, wie auch jede ihrer Theilmengen ein niederstes Element haben, so 
ist F eine wohlgeordnete Menge.‘ 
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Beweis, Da F ein niederstes Element hat, so ist die Bedingung I 
erfiillt. 

Sei F’ eine Theilmenge von F derart, dass es in F ein oder 
mehrere Elemente > F” giebt; F, sei die Gesammtheit aller dieser 
Elemente und /f’ das niederste Element von F',, so ist offenbar f’ das 
auf F” zunichst folgende Element von F. Somit ist auch die Be- 
dingung II erfiillt und es ist daher F eine wohlgeordnete Menge. 

C. ,,Jede Theilmenge F" einer wohlgeordneten Menge F ist gleich- 
falls eine wohlgeordnete Menge.“ 

Beweis. Nach Satz A hat F’ sowohl, wie jede Theilmenge F’” 
von F” (da sie zugleich Theilmenge von F ist) ein niederstes Element; 
daher ist nach Satz B F” eine wohlgeordnete Menge. 

D. ,,Jede einer wohlgeordneten Menge F dhnliche Menge G ist 
gleichfalls eine wohlgeordnete Menge.‘ 

Beweis. Ist M eine Menge, welche ein niederstes Element be- 
sitzt, so hat, wie aus dem Begriffe der Aehnlichkeit (§ 7) unmittelbar 
folgt, auch jede ihr ahnliche Menge N ein niederstes Element. 

Da nun Go F sein soll und F als wohlgeordnete Menge ein 
niederstes Element hat, so gilt dasselbe von G. 

Ebenso hat jede Theilmenge G’ von G ein niederstes Element; 
denn bei einer Abbildung von G@ auf F entspricht der Menge G’ als 
Bild eine Theilmenge F” von F’, so dass 

G'w F’. 
F’ hat aber nach Satz A ein niederstes Element, daher auch G’. Es 
haben also sowohl G, wie auch jede Theilmenge G’ von G ein niederstes 
Element; nach Satz B ist daher G eine wohlgeordnete Menge. 

E. ,,Werden in einer wohlgeordnete Menge G an Stelle ihrer Ele- 
mente g wohlgeordnete Mengen substituirt in dem Sinne, dass wenn 
F, und F, die an Stelle der beiden Elemente g und g’ tretenden wohl- 
geordneten Mengen sind und g <q’, alsdann auch F, < Fy, so ist die 
auf diese Weise durch Zusammensetzung aus den Elementen stimmtlicher 
Mengen F, hervorgehende Menge H eine wohlgeordnete.“ 

Beweis. Sowohl H, wie auch jede Theilmenge H, von H haben 
ein niederstes Element, was nach Satz B H als wohlgeordnete Menge 
kennzeichnet. Ist nimlich g, das niederste Element von G, so ist das 
niederste Element von F,, zugleich niederstes Element von H. Hat 
man ferner eine Theilmenge H, von H, so gehéren ihre Elemente zu 
bestimmten Mengen F,, die znsammengenommen eine Theilmenge der 
aus den Elementen F’, bestehenden, der Menge G ihnlichen wohl- 
geordneten Menge {F;} bilden; ist etwa F, das niederste Element 
dieser Theilmenge, so ist das niederste Element der in F,, enthaltenen 
Theilmenge von H, zugleich niederstes Element von H,. 
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§ 13. 
Die Abschnitte wohlgeordneter Mengen. 


Ist f irgend ein vom Anfangselement f, verschiedenes Element der 
wohlgeordneten Menge F’, so wollen wir die Menge A aller Elemente 
von F, welche </, einen ,Abschnitt von F‘ und zwar den durch das 
Element f bestimmten Abschnitt von F’ nennen. Dagegen heisse die 
Menge FR aller iibrigen Elemente von F' mit Hinschluss von f ein 
,Rest von F’* und zwar der durch das Element f bestimmte Rest von F. 
Die Mengen A und R sind nach Satz C, § 12 wohlgeordnet, und wir 
kénnen nach § 8 und § 12 schreiben: 


(1) F=(A, R), 
(2) R= (f, R), 
(3) A<R. 


R’ ist der auf das Anfangselement f folgende Theil von R und reducirt 
sich auf 0, falls R ausser f kein anderes Element hat. 
Nehmen wir als Beispiel die wohlgeordnete Menge 
FF ete (Gig Gay « + « Gog « + 0 Ogg Bing 2 « e Bpy « + + Cag Soy) 
so sind hier durch das Element a, der Abschnitt 
. (a, 4) 
und der zugehérige Rest 
(Gg, Gigs » 0 + Bvpes oo Oy, Dy, 2 0. Dury oo «Cys Cys Cy)» 
durch das Element b, der Abschnitt 
(Gg 5 Gay «+ + Gey +s) 
und der zugehérige Rest 
(By, Dg, - «+ Duy +++ Cry Cay Cy), 
durch das Element c, der Abschnitt 
(gy gy - - - By, - - Oy, Bg, . - Op, es » G) 
und der zugehirige Rest 


- (Cy, C3) 
bestimmt. 


Sind A und A’ zwei Abschnitte von F, f und /’ die sie bestim- 
menden Elemente und ist 
(4) {' <f 
so ist A’ auch Abschnitt von A. 

Wir nennen A’ den kleineren, A den grésseren Abschnitt von F: 
(5) A <A. 
Dementsprechend kénnen wir auch von jedem A von F sagen, dass 
er kleiner ist als F' selbst: 


(6) A<F. 
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A. ,,Sind zwei dhnliche wohlgeordnete Mengen F und G auf einan- 
der abgebildet, so entspricht jedem Abschnitti A von F ein dhnlicher 
Abschnitt B von G, und jedem Abschnitt B von G ein dhnlicher Ab- 
schnitt A von F, und die Elemente f und g von F und G, durch 
welche die einander sugeordneten Abschnitte A und B bestimmt sind, 
entsprechen einander ebenfalls bei der Abbildung.‘‘ 

Beweis. Hat man zwei ahnliche einfach geordnete Mengen M 
und N auf einander abgebildet, sind m und m zwei zugeordnete Ele- 
mente und ist M’ die Menge aller Elemente von M, welche <m, 
N’ die Menge aller Elemente von N, welche <n, so entsprechen bei 
der Abbildung M’ und N’ einander. Denn jedem Element m’ von YU, 
das <_m, muss (§7) ein Element n’ von N entsprechen, das <n 
und umgekehrt. 

Wendet man diesen allgemeinen Satz auf die wohlgeordneten 
Mengen F' und G an, so erhalt man das zu Beweisende. 

B. ,,Hine wohlgeordnete Menge F ist keinem ihrer Abschnitte A 
dhnlich.“ 

Beweis. Nehmen wir an, es sei F' co A, so denken wir uns eine 
Abbildung von F auf A hergestellt. Nach Satz A entspricht alsdann 
dem Abschnitt A von F als Bild ein Abschnitt A’ von A, so dass 
A wA. Es wire also auch A’ oo F und es ist A’ < A. Aus A’ 
wiirde sich in derselben Weise ein kleinerer Abschnitt A” von F 
ergeben, so dass A” co F und A” < A’ u. s. w. 

Wir erhielten so eine nothwendig wnendliche Reihe 


A>A >A”... AM > Avr),... 
von stets kleiner werdenden Abschnitten von F’, die alle der Menge F 
ibnlich waren. 


Bezeichnen wir mit /, f’, f”,...f, ... die diese Abschnitte be- 
stimmenden Elemente von F’, so ware 


f>f>f'.. fO> fo, . 0. 
Wir wiirden also eine wnendliche Theilmenge 


AFP. .f%,..+) 
von F haben, in welcher kein Element den niedersten Rang einnimmt. 
Solche Theilmengen von F' sind aber nach Satz A, § 12 nicht 
moglich, Die Annahme einer Abbildung von F auf einen ihrer Ab- 
schnitte fiihrt also zu einem Widerspruch, und es ist daher die Menge 
F keinem ihrer Abschnitte ahnlich. 


Ist auch nach Satz B eine wohlgeordnete Menge F keinem ihrer 
Abschnitte &hnlich, so giebt es doch immer, wenn F unendlich ist, 
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andere Theilmengen von F, welchen F ihnlich ist. So ist z. B. die 
Menge 

FP am (6, . Gos - - » Gvy +++) 
jedem ihrer Reste 


(Qxti, Ant2, +--+ Axty, +> -) 
ihnlich. Es ist daher von Bedeutung, dass wir dem Satz B auch 
noch folgenden an die Seite stellen kénnen: 

C. ,,Eine wohlgeordnete Menge F' ist keiner Theilmenge irgend eines 
ihrer Abschnitte A dhnlich. 

Beweis. Nehmen wir an, es sei F” Theilmenge eines Abschnittes 
A von F und F’ co F. Wir denken uns eine Abbildung von F auf 
F’ zu Grunde gelegt; dabei wird nach Satz A dem Abschnitte A von 
F ein Abschnitt F'” der wohlgeordneten Menge F’ als Bild entsprechen ; 
dieser Abschnitt werde durch das Element f’ von F’ bestimmt. Es ist 
f’ auch Element von A und bestimmt einen Abschnitt A’ von A, von 
welchem F’” eine Theilmenge ist. 

Die Annahme einer Theilmenge F” eines Abschnittes A von F, 
so dass F’ co F, fihrt uns daher zu einer Theilmenge F” eines Ab- 
schnittes A’ von A, so dass F'” ~ A. 

Dieselbe Schlussweise ergiebt eine Theilmenge F’’” eines Abschnittes 
A” von A’, so dass F’’ cj A’. Und wir erhalten so fortgehend, wie 
im Beweise des Satzes B, eine nothwendig wnendliche Reihe immer 
kleiner werdender Abschnitte von F 


4>4>2...4"%> 2"... 


und damit die unendliche Reihe der diese Abschnitte bestimmenden 
Elemente 


f>f'>f" ...f> fom... 


in welcher kein niederstes Element vorhanden wire, was nach dem 
Satze A, § 12 unméglich ist. Es giebt daher keine Theilmenge F” eines 
Abschnittes A von F, so dass F’ cw F. — 

D. ,,Zwei verschiedene Abschnitte A und A’ einer wohlgeordneten 
Menge F sind nicht einander chnlich,“ 

Beweis. Ist A’ < A, so ist A’ auch Abschnitt der wohlgeord- 
neten Menge A, kann daher nach Satz B nicht A dhnlich sein. 

E. ,,Zwei dhnliche wohlgeordnete Mengen F uud G lassen sich 
nur auf eine einzige Weise auf einander abbilden.“ 

Beweis. Setzen wir zwei verschiedene Abbildungen von F' auf 
G voraus und sei f ein Element von F’, dem bei den beiden Abbildungen 
verschiedene Bilder g und g in G entspriichen. A sei der Abschnitt 
von F, der durch f bestimmt ist, B und B seien die Abschnitte von 
G, die durch g und g’ bestimmt sind. Nach Satz A ist sowohl A cv B, 
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wie auch A © B, und es wiire daher auch Bw B’, was gegen den 
Satz D streitet. — 


F. ,,Sind F und G ewei wohlgeordnete Mengen, so kann ein 
Abschnitt A von F hichstens einen ihm dhnlichen Abschnitt B in 
G haben.“ 

Beweis. Wiirde der Abschnitt A von F' zwei ihm ahnliche Ab- 
schnitte Bund B’ in G haben, so wiiren auch B und B ahnilich, was 
nach Satz D unmdglich ist, — 


G. ,Sind A und B ithnliche Abschnitte zweier wohlgeordneter 
Mengen F und G, so giebt es auch zu jedem kleineren Abschnitt 
A’ < A von F einen dhnlichen Abschnitt B’ < B von G und eu jedem 
kleineren Abschnitt B’ < B von G einen dhnlichen Abschnitt A’ < A 
von F« 

Beweis folgt aus Satz A, wenn derselbe auf die ihnlichen Mengen 
A und B angewandt wird. 


H. ,,Sind A und A’ zwei Abschnitte einer wohlgeordneten Menge F, 
Bund B’ ihnen chnliche Abschnitte einer wohlgeordneten Menge G, und 
ist A <A, so ist B< B. 

Beweis folgt aus den Sitzen F und G. 

I. ,,Ist ein Abschnitt B einer wohlgeordneten Menge G keinem 
Abschnitt einer wohlgeordneten Menge F' dhnlich, so ist sowohl jeder 
Abschnitt B’ > B von G als auch G selbst weder einem Abschnitt 
von EF noch F selbst chnlich.“ 

Beweis folgt aus Satz G. 


K. ,,Giebt es zw jedem Abschnitt A einer wohlgeordneten Menge F 
einen thm dhnlichen Abschnitt B einer andern wohlgeordneten Menge 
G, aber auch umgekehrt zu jedem Abschnitt B von G einen thm dhn- 
lichen Abschniitt A von F, so ist F co G.“ 

Beweis. Wir kénnen F und G nach folgendem Gesetz auf 
einander abbilden: 
das niederste Element f, von F’ entspreche dem niedersten Element g, 
von G. Ist f>/f, irgend ein anderes Element von Ff, so bestimmt 
es einen Abschnitt A von F; zu diesem gehért der Voraussetzung 
nach ein bestimmter ahnlicher Abschnitt B von G; das den Abschnitt 
B bestimmende Element g von G sei das Bild von f. Und ist g irgend 
ein Element von G, das >g,, so bestimmt es einen Abschnitt B 
von G, zu dem voraussetzungsgemiss ein ahnlicher Abschnitt A von 
F gehért; das Element f, welches diesen Abschnitt A bestimmt, sei 
das Bild von g. 

Dass die auf diese Weise definirte gegenseitig eindeutige Zuord- 
nung von F' und G eine Abbildung im Sinne von § 7 ist, folgt leicht. 

Sind niimlich f und f’ zwei beliebige Elemente von F’, g und g’ 


Mathematische Annalen. LL, 15 
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die ihnen entsprechenden Elemente von G, A und A’ die durch / und /’, 
B und B die durch g und g’ bestimmten Abschnitte, und ist etwa 


. f <7, 
so ist 
A <A; 
nach Satz H ist daher auch 
B<«B 
und folglich 
9 <9: 


L. ,,Giebt es zu jedem Abschnitt A einer wohlgeordneten Menge F 
einen thm dhnlichen Abschnitt B einer andern wohlgeordneten Menge G, 
ist hingegen mindestens ein Abschnitt von G vorhanden, zu dem es keinen 
dihnlichen Abschnitt von F giebt, so existirt ein bestimmter Abschnitt 
B, von G, so dass B, © Fi“ 

Beweis. Wir fassen die Gesammtheit aller Abschnitte von G 
ins Auge, zu denen es keine ahnlichen Abschnitte in F giebt; unter 
ihnen muss es einen kleinsten Abschnitt geben, den wir B, nennen. 
Dies folgt daraus, dass nach Satz A, § 12 die Menge der alle diese 
Abschnitte bestimmenden Elemente ein niederstes Element besitzt; der 
durch letzteres bestimmte Abschnitt B, von G ist der kleinste aus 
jener Gesammtheit. Nach Satz 1 ist jeder Abschnitt von G, der > B, 
ist, derartig, dass zu ihm kein fthnlicher Abschnitt in F’ vorhanden 
ist, es miissen daher die Abschnitte B von G, welchen ahnliche Ab- 
schnitte von F gegeniiberstehen, alle < B, sein, und zwar gehdért zu 
jedem Abschnitt B < B, ein tihnlicher Abschnitt A von F, weil eben 
B, der kleinste Abschnitt von G@ ist unter denen, welchen keine fbn- 
lichen Abschnitte in F entsprechen. 

Somit giebt es zu jedem Abschnitt A von F' einen dhnlichen 
Abschnitt B von B, und zu jedem Abschnitt B von B, einen ahnlichen 
Abschnitt A von F; nach Satz K ist daher 

Fo B,. — 

M. ,,Hat die wohlgeordnete Menge G mindestens einen Abschnitt, 
au dem kein dhnlicher Abschnitt in der wohlgeordneten Menge F vor- 
handen ist, so muss jeder Abschnitt A von F einen ihm dhnlichen 
Abschnitt B in G haben.“ 

Beweis. Sei B, der kleinste Abschnitt in G von allen, zu denen 
keine ahnlichen in F vorhanden sind. (M. s. den Beweis von L). 
Wiirde es Abschnitte in F geben, denen keine ahnlichen Abschnitte 
in G@ gegeniiberstehen, so wiirde auch unter diesen einer der kleinste 
sein, wir nennen ihn A,. Zu jedem Abschnitt von A, wiirde alsdann 
ein ahnlicher Abschnitt von B, und zu jedem Abschnitt von B, ein 
ahnlicher Abschnitt von A, existiren. Nach Satz K wire daher 


B, ~ A,. 
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Dies widerspricht aber dem, dass zu B, kein thnlicher Abschnitt in 
F vorhanden ist. Es kann daher in F keinen Abschnitt geben, dem 
nicht ein aihnlicher in G gegeniibersteht, — 


N. ,,Sind F und G zwei beliebige wohlgeordnete Mengen, so sind 
entweder 1) F und G einander dhnlich , oder es giebt 2) einen bestimmten 
Abschnitt B, von G, welcher F dhmlich ist, oder es giebt 3) einen be- 
stimmten Abschnitt A, von F, welcher G dhnlich ist; und jeder dieser 
drei Fille schliesst die Moglichkeit der beiden anderen aus.‘‘ 

Beweis. Das Verhalten von F zu G kann ein dreifaches sein. 

1) Es gehért zu jedem Abschnitte A von F' ein abnlicher Ab- 
schnitt B von G und umgekehrt zu jedem Abschnitte B von G ein 
ihnlicher Abschnitt A von F. 

2) es gehdrt zu jedem Abschnitt A von F ein ahnlicher Abschnitt 
B von G, dagegen giebt es mindestens einen Abschnitt von G, dem 
kein ihnlicher Abschnitt in F’ entspricht. 

3) Es gehért zu jedem Abschnitt B von G ein ahnlicher Abschnitt 
A von F, dagegen giebt es mindestens einen Abschnitt von F’, dem 
kein thnlicher Abschnitt in G entspricht. 

Der Fall, dass es sowohl einen Abschnitt von F, dem kein ahn- 
licher in G@ entspricht, wie auch einen Abschnitt von G giebt, dem 
kein aihnlicher in F entspricht, ist nicht méglich; er wird durch den 
Satz M ausgeschlossen. 

Nach Satz K ist im ersten Falle 

FuweG. 
Nach Satz L giebt es im zweiten Falle einen bestimmten Abschnitt 
B, von B, so dass 
Bw F, 
und im dritten Falle einen bestimmten Abschnitt A, von F’, so dass 
A, w G. 

Es kann aber nicht gleichzeitig Foo G@ und Fo B, sein, da 
Grunde kann nicht gleichzeitig F co G und G ow A, sein. 

Aber auch das Zusammenbestehen von F' co B, und G ow A, ist 
unméglich; denn nach Satz A wiirde aus F' co B, die Existenz eines 
Abschnitts B,’ von B, folgen, so dass A, co B,’. Es wiire daher auch 
G co B,’ gegen den Satz B. — 

QO. ,,[st eine Theilmenge F’ einer wohlgeordneten Menge F keinem 
Abschnitt von F' Ghnlich, so ist sie F selbst dhnlich. 

Beweis. fF” ist eine wohlgeordnete Menge nach Satz C, § 12. 
Wire F” weder einem Abschnitt von F' noch F' selbst ahnlich, so 
gibe es nach Satz N einen Abschnitt F,’ von F’, der F aihnlich wire. 
F;' ist aber eine Theilmenge desjenigen Abschnitts A von F, der 
15* 
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durch dasselbe Element bestimmt ist, wie der Abschnitt F,’ von F’. 
Es miisste also die Menge F einer Theilmenge eines ihrer Abschnitte 
ihnlich sein, was dem Satz C widerspricht. 


§ 14. 
Die Ordnungszahlen wohlgeordneter Mengen. 


Nach §7 hat jede einfach geordnete Menge WM einen bestimmten 
Ordnungstypus M; es ist dies der Allgemeinbegriff, welcher sich aus 
M ergiebt, wenn unter Festhaltung der Rangordnung ihrer Elemente 
von der Beschaffenheit der letzteren abstrahirt wird, so dass aus ihnen 
lauter Einsen werden, die in einem bestimmten Rangverhiltniss zu 
einander stehen. Allen einander dhnlichen Mengen, und nur solchen, 
kommt ein und derselbe Ordnungstypus zu. 

Den Ordnungstypus einer wohlgeordneten Menge F' nennen wir 
die ihr zukommende ,Ordnungszahl'. 

Sind « und 6 zwei beliebige Ordnungszahlen, so kénnen sie ein 
dreifaches Verhalten zu einander haben. Sind namlich F und G@ zwei 
wohlgeordnete Mengen derart, dass 

Fou, G=8, 
so sind nach dem Satze N, § 13 drei sich gegenseitig ausschliessende 
Fille méglich: 
1) FuwG. 
2) Es giebt einen bestimmten Abschnitt B, von G, so dass 
Fw B,. 
3) Es giebt einen bestimmten Abschnitt A, von F’, so dass 
Gow A;. 

Wie man leicht sieht, bleibt jeder dieser drei Fille bestehen, wenn 
F und G durch ihnen dhnliche Mengen F” und G’ ersetzt werden; 
demnach haben wir es auch mit drei sich gegenseitig ausschliessenden 
Beziehungen der Typen @ und # zu einander zu thun. 

Im ersten Falle ist « = B; im zweiten sagen wir, dass a < 8, 
im dritten, dass a> 6B. 

Wir haben also den Satz: 

A. ,,Sind « und B zwei beliebige Ordnungszahlen, so ist entweder 
a <= B, oder «a < B, oder a > B.“ 

Aus der Erklirung des Kleiner- und Grésserseins folgt leicht: 

B. ,,Hat man drei Ordnungszahlen a, B, y und ist «<B, B<y; 
so ist auch a < y.“ 

Die Ordnungszahlen bilden also in ihrer Gréssenordnung eine ein- 


fach geordnete Menge; spiiter wird sich zeigen, dass es eine wohl- 
geordnete Menge ist. — 
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Die in § 8 definirten Operationen der Addition und Multiplication 
von Ordnungstypen beliebiger einfach geordneter Mengen sind natiir- 
lich auch auf die Ordnungszahlen anwendbar. 

Ist a= F, B—=G, wo F und G zwei wohlgeordnete Mengen 
sind, so ist 
(1) a+ p=(F,G). 

Die Vereinigungsmenge (F’, G) ist offenbar auch eine wohlgeordnete 
Menge; wir haben also den Satz: 

C. ,,Die Summe zweier Ordnungszahlen ist ebenfalls eine Ord- 
nungszahl. 

In der Summe a + £6 heisst « der ,Augendus‘, 6B der ,Addendus‘. 

Da F ein Abschnitt von (F, G), so hat man stets: 
2) a<ats. 
Hingegen ist G nicht ein Abschnitt, sondern ein Rest von (F, G), kann 
daher, wie wir in § 13 sahen, der Menge (F, G) ahnlich sein; trifft 
dies nicht ein, so ist G nach Satz 0, §13 einem Abschnitt von 
(Ff, G) thnlich. Es ist also 


(3) Bsats. 
Sonach haben wir: 


D. ,,Die Summe zweier Ordnungszahlen ist stets grosser als der 
Augendus, dagegen grésser oder gleich dem Addendus. Hat man 
a+ B=a-+ y, so folgt hieraus immer, dass B = y.“ 

Im Allgemeinen sind «+ 86 und B+ «a nicht gleich. Dagegen 
hat man, wenn y eine dritte Ordnungszahl ist 


(4) (@+ 8) +y=a+ (6+y7). 
D. bh. 


K. ,,Bei der Addition von Ordnungszahlen ist das associative Ge- 
setz giiltig. 

Substituirt man in der Menge G vom Typus 6 fiir jedes Element g 
je eine Menge F, vom Typus «, so erhalt man nach Satz E, § 12 eine 
wohlgeordnete Menge H, deren Typus durch die Typen « und # villig 
bestimmt und das Product a. B genannt wird: 


(5) F,=«, 
(6) a.p=—H., 
F. ,,Das Product zweier Ordnungszahlen ist ebenfalls eine Ord- 
nungszahl.‘ 
In dem Product« .f heisst a der ,Multiplicandus*, 8 der ,Multiplicator‘. 
Im Aligemeinen sind «. 8 und B . « nicht gleich. Man hat aber (§ 8) 
(7) (@.B).y=a. (B.7). 
D. h. 
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G. ,,Bei der Multiplication von Ordnungszahlen gilt das associative 
Gesetz.“ 

Das distributive Gesetz hat im Allgemeinen (§ 8) nur in folgender 
Form hier Giiltigkeit 
(8) a.(B+y)=a.B+a.y. 

In Bezug auf die Grésse des Products gilt, wie man leicht sieht, 
der Satz: 

H. ,,Jst der Multiplicator grisser als 1, so ist das Product zweier 
Ordnungszahlen stets grisser als der Multiplicandus, dagegen grisser oder 
gleich dem Multiplicator. Hat man «B = ay, so folgt hieraus immer, 
dass B = y.‘ 

Andrerseits ist offenbar: 

(9) a.l=—=l.a=—«a. 

Es kommt hier noch die Operation der Subtraction hinzu. Sind « und B 
zwei Ordnungszahlen und « < #, so existirt immer eine bestimmte 
Ordnungszahl, die wir 6 — a nennen, welche der Gleichung geniigt 


(10) «+ (B—«) =8. 
Denn ist G = B, so hat G einen Abschnitt B, so dass B= a; den 
zugehérigen Rest nennen wir S und haben 


G=(B, 8S), 
pB=a+S, 
also 
(11) pB—a=S8. 


Die Bestimmtheit von 6 — « erhellt daraus, dass der Abschnitt B 
von G ein vollig bestimmter (Satz D, § 13), daher auch S eindeutig 
gegeben ist. — Wir heben folgende, aus (4), (8) und (10) fliessende 
Formeln hervor: 


(12) (y+ 8)—(y+a)=—f—a, 
(13) 7(B — «) = pB — ya. 


Von Bedeutung ist es, dass die Ordnungszahlen stets auch in 
unendlicher Anzahl sich summiren lassen, so dass ihre Summe eine 
bestimmte, von der Reihenfolge ihrer Summanden abhingige Ord- 
nungszahl ist, 

Ist etwa 


B;, By,..- Br, -.- 


eine beliebige einfach unendliche Reihe von Ordnungszahlen und 
hat man 


(14) By = G,, 








mima-—™ ma ae-_-» a,@eoi™ 


— —™\ a= ™ tet -—™ mw -—™ 


eas et —_. = 





ve 


er 


ig 
le 


1 


|- 


id 








Zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre II. 


so ist (Satz E, § 12) auch 

(15) G = (G,, G,,...G,,...) 

eine wohlgeordnete Menge, deren Ordnungszahl 6 die Summe der #, 
darstellt. Wir haben also 


(16) B+ Br+-+- +B +: = G=8 


und man hat, wie aus der Definition des Productes leicht hervor- 
geht, stets 


(17) 7° (Bi, +B.+++- +B +: )=7 Bi ty Bote +7:By+ + 


Setzen wir 


(18) a, = 6B, + B,+---+8,, 
so ist 

(19) a, = (G,,G,,...G,). 
Es ist 

(20) Gyi1 > Ay, 


und wir kénnen nach (10) die Zahlen 6, durch die Zahlen a, wie folgt 
ausdriicken : 


(21) By = 05 Boyt = O41 — a. 
Die Reihe 

Biy Hy, ++ + Ayr eee 
stellt daher eine beliebige unendliche Reihe von Ordnungszahlen dar, 
welche die Bedingung (20) erfiillen; wir nennen sie eine ,/'undamental- 
reihe’ von Ordnungszahlen (§ 10); zwischen ihr und £ besteht eine Be- 
ziehung, die sich folgendermassen aussprechen lisst: 

1) B ist > a, fiir jedes v, weil die Menge (G,, G,,.,.G,), deren 
Ordnungszah] a, ist, ein Abschnitt der Menge G ist, welche die Ord- 
nungszahl £ hat. 

2) Ist 6’ irgend eine Ordnungszahl < #, so ist von einem gewissen 
v an stets > B. 


Denn da p' < B, so giebt es einen Abschnitt B’ der Menge G vom 
Typus #’. Das diesen Abschnitt bestimmende Element von G muss 
einer von den Theilmengen G,, wir wollen sie G,, nennen, angehoren. 
Dann ist aber B’ auch Abschnitt von (G,, G,,...G,,) und folglich 
B’ < a,,, daher 


a > Bp 
fir v > vy. 


Somit ist B die auf alle a, der Grosse nach nichstfolgende Ord- 
nungszahl; wir wollen sie daher die ,Grenze‘ der a, fiir wachsende v 
nennen und mit Lim @, bezeichnen, so dass nach (16) und (21): 


(22) Lim oy = 0, + (%—@) + +++ + (G41 — a) + + +>: 
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Wir kénnen das Vorangehende in folgendem Satze aussprechen: 


I. ,,Zu jeder Fundamentalreihe {a,} von Ordnungszahlen gehirt 
eine Ordnungszahl Lim a,, welche auf alle a, der Grisse nach zunichst 


folgt; sie wird dargestellt in der Formel (22). 

Wird unter y irgend eine constante Ordnungszahl verstanden, 
so beweist man leicht mit Hilfe der Formeln (12), (13), (17) die in 
folgenden Formeln enthaltenen Sitze: 


(23) Lim (y-+a,) = y + Lim @,, 
(24) Limy-a, =y-Lima,. 


Wir haben in §7 bereits erwahnt, dass alle einfach geordneten 
Mengen von gegebener endlicher Cardinalzahl v einen und denselben 
Ordnungstypus haben. Dies lisst sich hier wie folgt beweisen. Jede 
einfach geordnete Menge von endlicher Cardinalzahl ist eine wohl- 
geordnete Menge; denn sie muss, ebenso wie jede ihrer Theilmengen 
ein niederstes Element haben, was sie nach Satz B, § 12 als eine 
wohlgeordnete Menge kennzeichnet. 

Die Typen endlicher einfach geordneter Mengen sind daher nichts 
Anderes als endliche Ordnungszahlen. Zwei verschiedenen Ordnungs- 
zahlen « und 6 kann aber nicht eine und dieselbe endliche Cardinal- 
zahl vy zukommen. Ist nimlich etwa « < 6 und G =f, so existirt, 
wie wir wissen, ein Abschnitt B von G, so dass B= a. 

Es wiirde also der Menge G und ihrer Theilmenge B dieselbe 
endliche Cardinalzahl v eignen. Dies ist nach Satz C, § 6 unméglich. 

Die endlichen Ordnungszahlen stimmen daher in ihren Eigenschaften 
mit den endlichen Cardinalzahlen iiberein. 

Ganz anders verhilt es sich mit den transfiniten Ordnungszahlen; 
zu einer und derselben transfiniten Cardinalzahl a giebt es eine un- 
endliche Anzahl von Ordnungszahlen, die ein einheitliches zusammen- 
hangendes System bilden, welches wir die ,Zahlenclasse Z(a)‘ nennen. 
Sie ist ein Theil der Typenclasse [a] (§ 7). 

Den niichsten Gegenstand unserer Betrachtung bildet die Zahlen- 
classe Z(x,), welche wir die zweite Zahlenclasse nennen wollen. 

In diesem Zusammenhange verstehen wir namlich unter der ersten 
Zahlenclasse die Gesammtheit {v} aller endlichen Ordnungszahlen. — 
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§ 15. 
Die Zahlen der zweiten Zahlenclasse Z(x,). 


Die zweite Zahlenclasse Z(%») ist die Gesammtheit {a} aller Ord- 
nungstypen « wohlgeordneter Mengen von der Cardinalzahl x, (§ 6). 
A. ,,Die zweite Zahlenclasse hat eine kleinste Zahl wo —= Lim v.“ 


Beweis, Unter  verstehen wir den Typus der wohlgeordneten 
Menge 


(1) Fy = (fis fer+++ f+ +) 
wo v alle endlichen Ordnungszahlen durchliuft und 
(2) hy <fun- 
Es ist also (§ 7) 
(3) o = Fy 
und (§ 6) 
(4) @ = &.- 


w ist daher eine Zahl der zweiten Zahlenclasse und zwar die kleinste. 
Denn ist y irgend eine Ordnungszahl < @, so muss sie (§ 14) Typus 
eines Abschnitts von F, sein. JF, hat aber nur Abschnitte 
A= (f;,fr,-- -f) 

mit endlicher Ordnungszahl v. Es ist daher y = v. 

Es giebt also keine transfiniten Ordnungszahlen, welche kleiner 
waren als w, die daher die kleinste von ihnen ist. Nach der in § 14 
gegebenen Erklérung von Lim a, ist offenbar @ = Lim v. 


B. ,,Ist a irgend eine Zan der zweiten Sebteniane, so folgt auf 
sie als néichstgréssere Zahl derselben Zahlenclasse die Zan a+ 1.“ 
Beweis. Sei F’ eine wohlgeordnete Menge vom Typus « und 
von der Cardinalzahl x: 
" (5) Fa, 
(6) a = No- 
Wir haben, wenn unter g ein neu hinzutretendes Element verstan- 
den wird, 


(7) a+1—(F,g). 

Da F ein Abschnitt von (F, g) ist, so haben wir 
(8) e+i1>ae. 

Es ist 


a+l=a+iaxn+l—rx, (§ 6). 
Die Zahl a + 1 gehdrt also zur zweiten Zahlenclasse. Zwischen 
« und a+ 1 giebt es aber keine Ordnungszahlen; denn jede Zahl y, 
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die < «+1, entspricht als Typus einem Abschnitte von (F, g); ein 
solcher kann nur entweder F' oder ein Abschnitt von F sein. y ist 
also entweder — oder < a. — 


C. ,,Ust a, a, ...@,,... rgend eine Fundamentalreihe von Zahlen 
der ersten oder zweiten Zahlenclasse, so gehirt auch die auf’ sie der 
Grosse nach zundchst folgende Zahl Lim «, (§ 14) der zweiten Zahlen- 


4 classe an.“ 
Beweis. Nach § 14 ergiebt sich aus der Fundamentalreihe {«,} 
die Zahl Lim «,, indem man eine andere Reihe £,, B,,... By, ... 


herstellt, so dass 
By = 0%, By =O — @,.~ Boys = Mp1 — My... 
Sind dann G,, G,,...G,,... wohlgeordnete Mengen derart, dass 
G, = B,, 
G a= (G,, G,,... Gy...) 
eine wohlgeordnete Menge und 
Lim « = G. 
v 


so ist auch 


Es handelt sich daher nur um den Nachweis, dass 
G =— No . 


Da aber die Zahlen £,, 8,,...68,,... der ersten oder zweiten 
Zahlenclasse angehéren, so ist 


Gy < &%, 
daher 


GE <%H- =X 


G ist aber jedenfalls eine transfinite Menge, also ist der Fall G <M 
ausgeschlossen. — 


Zwei Fundamentalreihen {a,} und {a,’} von Zahlen der ersten 
oder zweiten Zahlenclasse nennen wir (§ 10) ,eusammengehorig‘, in 


Zeichen 

(9) {ay} i {o'}, 

wenn zu jedem v endliche Zahlen 4,, uw, vorhanden sind, so dass 
(10) a >a, ADA, 

und 


(11) iy > hy, > ty 








‘0 
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D. ,,Die zu zwei Fundamentalreihen {«,}, {a,'} gehdrigen Grenz- 
zahlen Lim a, und Lim a, sind dann und nur dann gleich, wenn 


{es} {au}. a 


Beweis. Der Kiirze halber setzen wir Lim a, = B, Lim a, =. 


Nehmen wir zuerst an, es sei {a} || { a,’ } so behaupten wir, dass 
B=y. Ware nimlich 6 nicht gleich y, so miisste eine von diesen 
beiden Zahlen die kleinere sein, etwa 8B < y. Von einem gewissen v 
an wire a, > 6 (§ 14), daher auch wegen (11) von einem gewissen 
wan a, >. Dies ist aber unméglich, weil 6p = Lim a,, also fiir 
alle w a, < B. 

Wird umgekehrt vorausgesetzt, dass B = y, so muss, weil a, < y, 
von einem gewissen 4 an a, > a@,, und weil a, << 8, von einem ge- 
Wissen @ an @, > a sein; d. h. es ist {a,}||{a,}. 

E. ,,Jst a irgend eine Zahl der zweiten Zahlenclasse, v, eine be- 
liebige endliche Ordnungszahl, so ist v,+a=—=a und daher auch 
a— v= a,“ 

Beweis. Wir tiberzeugen uns zuerst von der Richtigkeit des 
Satzes wenn e«=@. Es ist 


o = (fi, fr ooefeyees)y 
Vy = (91> Gos ++- In)» 








daher 





Vy + © = (91, 929-++ Gr» firfer---fr- +) =O. 
Ist aber « > @, so haben wir 
«= o+(«—o), 
vy + a= (%+0) + (a—o) = @ + («—0) =a. 
F. ,,Ist v, irgend eine endliche Ordnungszahl, so ist v..@ = a.“ 
Beweis. Um eine Menge vom Typus »)-@ zu erhalten, hat man 
fir die einzelnen Elemente f, der Menge (f,, f,,-..f,.-.-) Mengen 
(v.15 Jv2) ++ Jv,»,) Vom Typus vp zu substituiren. Man erhilt die Menge 


(91,15 Ja25 +++ Gry99 G29 © + + GJ209 © + © Yudy Judo +++ Grrr + +)» 
welche der Menge {f,} offenbar ahnlich ist; daher ist 
Yyoa= oO. 
Kiirzer ergiebt sich dasselbe wie folgt: nach (24) § 14 ist, da o—= Lim », 
: y,o <= Lim vv. : 
Andrerseits ist , 


[vov} | fr}, 


Lim »v = Lim vy = a, 
v ¥ 


mithin 


also 


V,@ = @. 
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G. ,,Man hat immer 


(a+ ”)o=—aa, 
unter « eine Zahl der zweiten, unter v,. eine solche der ersten Zahlen- 
classe verstanden.“ 
Beweis. Wir haben 


Lim vy = @. 
Nach (24) § 14 ist daher 
(a-+-)@ = Lim (a+ )v. 


Es ist aber 
1 2 v 

a ‘nace ae” 
(a+%)v = (a+) + (a+) + +--+ (a-+%) 

1 2 v—l 

dl al ell 
= a+ (% Fe) + (Fe) -+- (VF a) + % 

1 2 v 


= Ghat +--- a+ 
=av-+ vy. 
Maun hat nun, wie leicht zu sehen, 


{av-+yv,}|| {av}, 
und folglich of lt) 


Lim (@-++- ))v = Lim («v-+,) = Lim av = eo. 


H. ,,Jst a irgend eine Zahl der zweiten Zahlenclasse, so bildet die 
Gesammtheit {a} aller Zahlen a der ersten und zweiten Zahlenclasse, 
welche kleiner sind als a, in ihrer Grissenordnung eine wohlgeordnete 
Menge vom Typus a.“ 

Beweis. Sei F' eine wohlgeordnete Menge derart, dass F = a; 
/, sei das niederste Element von F. Ist a’ eine beliebige Ordnungs- 
zahl < a, so giebt es (§ 14) einen bestimmten Abschnitt A’ von F, 
so dass 

A =a’, 
und umgekehrt bestimmt jeder Abschnitt A’ durch seinen Typus 
A =a eine Zahl «’ < @ der ersten oder zweiten Zahlenclasse; denn, 


da F' =x), so kann A’ nur eine endliche Cardinalzahl oder x, sein. 

Der Abschnitt A’ wird durch ein Element f’ > /, von F bestimmt 
und umgekehrt bestimmt jedes Element f’ > /, von F einen Abschnitt 
A’ von F. Sind f’ und f” zwei Elemente >/f, von F, A’ und A” 
die durch sie bestimmten Abschnitte von F’, a’ und «” deren Ordnungs- 


typen, und ist etwa f’ <<", so ist (§ 13) A’ < A” und daher a’ < a’. 
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Setzen wir daher F = (f,, F’), so wird, wenn man dem Element f” 
von F” das Element @ von {a’} zuordnet, eine Abbildung dieser 
beiden Mengen gewonnen. Es ist somit 


{a} =F’ 
Nun ist aber F” = « — 1 und nach Satz E «a —1—<a, daher 
{a} =a. 


Da @ = &, so ist auch {a\— Np; es gilt daher: 
I. ,,Die Menge {«'} aller Zahlen «' der ersten und eweiten Zahlen- 


classe, welche kleiner sind als eine Zahl a der zweiten Zahlenclasse, hat 
die Cardinalzahl x», .“ 


K. ,,Jede Zahl « der zweiten Zahlenclasse ist entweder derart , dass 
sie aus einer niachst kleineren «, durch Hineufiigung der 1 hervorgeht: 


a= &, + 1, 
oder es ldsst sich eine Fundamentalreihe {«,} von Zahlen der ersten 
oder zweiten Zahlenclasse angeben, so dass 


a = Lim a,.“ 
v 


Beweis. Seia—/F. Hat F ein dem Range nach hichstes 
Element g, so ist F' =(A,g), wo A der durch g bestimmte Abschnitt 
von F ist. Wir haben dann den ersten Fall, nimlich 


a=-A+l=a,+1. 


Ks existiri also eine ndchst kleinere Zahl, die eben a, genannt wird. 
Besitzt aber F’ kein héchstes Element, so fassen wir den Inbegriff 
{a’} aller Zahlen der ersten und zweiten Zahlenclasse ins Auge, welche 
kleiner als @ sind. Nach Satz H ist die Menge {«’} in ihrer Gréssen- 
ordnung iihnlich der Menge F; unter den Zahlen a’ ist daher keine 
die grésste. Nach Satz I lisst sich die Menge {a’} in die Form {a,'} 
einer einfach unendlichen Reihe bringen. Gehen wir von a, aus, so 
werden im Allgemeinen in dieser von der Gréssenordnung abweichen- 
den Rangordnung die niachstfolgenden a,', a,... kleiner sein als a,’; 
jedenfalls aber kommen im weiteren Verlaufe Glieder vor, die > a@,’; 
denn «,’ kann nicht grésser sein als alle anderen Glieder, weil unter 
den Zahlen {a,'} keine grésste vorhanden ist. Die mit dem kleinsten 
Index versehene Zahl «,’, welche grésser ist als a@,', sei a. Ebenso 
sei a, die mit dem kleinsten Index versehene Zahl der Reihe {«,'}, 
welche grésser ist als a. Indem wir so fortfahren, erhalten wir 
eine unendliche Reihe wachsender Zahlen, eine Fundamentalreihe: 


, , ’ ’ 
a1, Xoo» Qe, » see Xo,» ee ee 
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Es ist 
1< @ < Qs <+t+< Oy < Ort, oy 
Oi! Shy Sey Soo SO Sas 
@, <a, stets wenn p< Q,, 


und da offenbar v < 9,, so haben wir immer 
a <a. 
Man sieht hieraus, dass jede Zahl «,, daher auch jede Zahl a’ < « 
von Zahlen a, fiir hinreichend grosse Werthe von v iibertroffen wird. 
« ist aber die auf alle Zahlen a’ der Grésse nach zunichst folgende 


Zahl, mithin auch die niichst gréssere Zahl in Bezug auf alle a. 
Setzen wir daher a; — a, Oe,4 = O41» 80 ist 


a= Lim «,. 
¥ 


Aus den Sitzen B, C,...K erhellt, dass die Zahlen der zweiten 
Zahlenclasse sich auf zwei Weisen aus kleineren Zahlen ergeben. Die 
einen, wir nennen sie Zahlen erster Art, erhilt man aus einer niichst- 
kleineren «, durch Hinzufiigung der 1, nach der Formel 


a= oa, + 1; 
die anderen, wir nennen sie Zahlen zweiter Art, sind so beschaffen, 
dass es fiir sie eine ndchstkleinere «, gar nicht giebt; diese gehen aber 


aus Fundamentalreihen {a,} als deren Grenzeahlen hervor, nach der 
Formel 


a = Lim a,. 
v 


« ist hier die auf simmtliche Zahlen a, der Grésse nach néichst- 
folgende Zahl. 
Diese beiden Weisen des Hervorgehens grésserer Zahlen aus 


kleineren nennen wir das erste und das zweite Erzeugungsprincip der 
Zahlen der zweiten Zahlenclasse. 


§ 16. 
Die Machtigkeit der zweiten Zahlenclasse ist gleich der zweitgréssten 
transfiniten Cardinalzahl Alef-eins. 


Bevor wir uns in den folgenden Paragraphen einer eingehenderen 
Betrachtung der Zahlen der zweiten Zahlenclasse und der sie be- 
herrschenden Gesetzmissigkeit zuwenden, wollen wir die Frage nach 
der Cardinalzah! beantworten, welche der Menge Z(x,) = {a} aller 
dieser Zahlen zukommt. 
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A. ,,Die Gesammtheit {a} aller Zahlen « der zweiten Zahlenclasse 
bildet in ihrer Grossenordnung eine wohlgeordnete Menge.‘ 

Beweis. Verstehen wir unter A, die Gesammtheit aller Zahlen 
der zweiten Zahlenclasse, die kleiner sind als eine gegebene Zahl «, 
in ihrer Gréssenordnung, so ist A, eine wohlgeordnete Menge vom 
Typus «—@. Dies geht aus Satz H, § 14 hervor. Die dort mit {a’} 
bezeichnete Menge aller Zahlen a’ der ersten und sgweiten Zahlenclasse 
ist aus {vy} und A, zusammengesetzt, so dass 


{a} = ({v}, Ae). 


Daher ist a has a 
{a} = {v} +A. 
und da Ee i 
: {a} =a, {vy} =o, 
so ist 


A,=a—@. 


Sei J irgend eine Theilmenge von {a} derart, dass es Zahlen 
in {@} giebt, die grésser sind als alle Zahlen von J. Sei etwa a, eine 
dieser Zahlen. Dann ist auch J eine Theilmenge von Agi und zwar 
eine solche, dass mindestens die Zahl a, von Agi grosser ist, als 
alle Zahlen von J. Da Ag+: eine wohlgeordnete Menge ist, so muss 
(§ 12) eine Zahl @ von Agi, die daher auch eine Zahl von {a} ist, 
auf alle Zahlen von J zunichst folgen. Es ist somit die Bedingung II, 
§ 12 an {a} erfillt; die Bedingung I, § 12 ist auch erfiillt, weil {a} 
die kleinste Zahl w hat. — 

Wendet man nun auf die wohlgeordnete Menge {a} die Siatze A 
und C, § 12 an, so erhilt man die folgenden Sitze: 

B. ,,Jeder Inbegriff von verschiedenen Zahlen der ersten und aweiten 
Zahlenclasse hat eine kleinste Zahl, ein Minimum.“ 

C. ,,Jeder Inbegriff von verschiedenen, in ihrer Grissenordnung 
aufgefassten Zahlen der ersten und zweiten Zahlenclasse bildet eine wohl- 
geordnete Menge.“ 


Es soll nun zunichst gezeigt werden, dass die Michtigkeit der 
zweiten Zahlenclasse von derjenigen der ersten, welche x, ist, ver- 
schieden ist. 

D. ,,Die Miéchtigkeit der Gesammtheit {a} aller Zahlen « der 
zweiten Zahlenclasse ist nicht gleich x.“ 

Beweis. Wire {a} =x), so kénnte man die Gesammtheit {a} 
in die Form einer einfach unendlichen Reihe 

V12 Vor- + +9 Yoree- 
bringen, so dass {y,} die Gesammtheit aller Zahlen der zweiten 
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Zahlenclasse in einer von der Gréssenordnung abweichenden Rang- 
ordnung darstellen wiirde, und es enthielte {y,} ebensowenig wie {a} 
eine grésste Zahl. 

Von y, ausgehend sei 7,, das mit dem kleinsten Index versehene 
Glied jener Reihe > y,, yo, das mit dem kleinsten Index versehene 
Glied > yo, u.s. w. Wir erhalten eine unendliche Reihe wachsender 
Zablen 


Vir Vers +++ Veyre +> 
so dass 


1S ee Sey 55 Or < Ort, 
V1 < Ve < Year * Vey < Perair 
vy < Vey- 
Nach Satz C, § 14 wiirde es eine bestimmte Zahl d der zweiten Zahlen- 
classe geben, nimlich 
ri) = Lim Vey? 
welche grésser wire, als alle yp; folglich wire auch 
a>” 
fiir jedes v. 
Nun enthalt aber {y,} alle Zahlen der zweiten Zahlenclasse, 
folglich auch die Zahl 0; es wire also fiir ein bestimmtes » 
é = Vr.) 
welche Gleichung mit der Relation d > y,, unvertriglich ist. Die 
Annahme {a} =x, fiihrt also zu einem Widerspruch. 


E. ,,Ein beliebiger Inbegriff {B\ von verschiedenen Zahlen B der 
eweiten Zahlenclasse hat, wenn er unendlich ist, entweder die Cardinal- 


zahl x, oder die Cardinalzahl {a} der zweiten Zahlenclasse. 

Beweis. Die Menge {8} in ihrer Gréssenordnung ist als Theil- 
menge der wohlgeordneten Menge {a} nach Satz O, § 13 entweder 
einem Abschnitte A, der letzteren (d. h. dem Inbegriffe aller Zahlen 
der zweiten Zahlenclasse, welche < a, in ihrer Gréssenordnung) oder 
der Gesammtheit {a} selbst ahnlich. Wie im Beweise von Satz A 
gezeigt wurde, ist Ay, =a —o. 

Wir haben also entweder {f} =a — @ oder {B} =a a}, daher 


auch (B) entweder = a, — @ oder ={a}. Es ist aber a, — @ ent- 
weder eine endliche Cardinalzahl oder — x, (Satz I, § 15). Der erste 
Fall ist hier ausgeschlossen, weil {B} als enendliche Menge vorausge- 
setzt ist. Somit ist die Cardinalzahl {B} entweder = x, oder = {a («). 


F. ,,Die Méchtigkeit der zweiten Zahlenclasse {a} ist die zweit- 
grosste transfinite Cardinalzahl Alef-eins.‘ 
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Beweis. Es giebt keine Cardinalzahl a, welche > x und 


{6} von {a} existiren, so dass {B} = (. 
Dem soeben bewiesenen Satze E zufolge hat aber die Theilmenge 


{8} entweder die Cardinalzahl x, oder die Cardinalzahl {ce} . Es ist 


daher die Cardinalzahl {a} nothwendig die auf x, der Grosse nach 
niichstfolgende Cardinalzahl, welche wir x, nennen. 

In der zweiten Zahlenclasse Z(sx,) besitzen wir daher den natiir- 
lichen Repriisentanten fiir die zweitgrésste transfinite Cardinalzahl 
Alef-eins. 


§ 17. 
Die Zahlen von der Form wy, + w*—'y, +--+ + m%. 


Es ist zweckmissig, sich zunichst mit denjenigen Zahlen von 
Z(s,) vertraut zu machen, welche ganze algebraische Functionen end- 
lichen Grades von @ sind. Jede derartige Zahl liisst sich, und dies 
nur auf eine Weise, in die Form bringen 


(1) Pp = wy, + oy, + +++ +H, 
wo #, v) endlich und von Null verschieden sind, v,,v,,..., aber 
auch Null sein kénnen. Dies beruht darauf, dass 
(2) a vy’ + oy = ay, 
falls uw << pw und vy >0, vr > 0. 
Dern nach (8), § 14 ist 

ot’ y + atv = wo (v'+wH-K'y), 

und nach Satz E, § 15 
v + ot" y = oH’ y, 
Es kénnen daher in einem Aggregate von der Form 
oot ote + oy +t... 

alle Glieder fortgelassen werden, denen nach rechts hin Glieder héheren 


Grades in @ folgen. Dies Verfahren kann so lange fortgesetzt werden, 
bis die in (1) gegebene Form erreicht ist. Wir heben noch hervor, dass 


(3) ay + oy = wo (y+yr’), 
Vergleichen wir nun die Zahl » mit einer Zahl w derselben Art 
(4) v= wey + wt 9, +--+ + Qa. 
Sind w und 4 verschiedeu und etwa uw < 4, so haben wir nach (2) 
Q + y=y, 
daher 
g<¥. 


Mathematische Annalen, IL. 
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Sind w=—=A, v, und g, verschieden, und etwa vy < gy, so ist nach (2) 


+ (@*(e9—m%) + OQ, + +++ +e) = ¥, 
daher auch 


< ¥v. 
Ist endlich ° 


wd, % = 0, = OH, -- Yor = Ost, FSU, 
dagegen v, von Q, verschieden und etwa vg <Q, so ist nach (2) 


P + (@**(Qo—%e) + "Gots + +++ Ox) = ¥, 
daher wieder 
g<y. 
Wir sehen also, dass nur bei volliger Identitiit der Ausdriicke » 
und w die durch sie dargestellten Zahlen gleich sein kénnen. 
Die Addition von g und y fithrt zu folgendem Resultat: 
1) ist uw < A, so ist, wie schon oben bemerkt wurde, 
PTUR 9G. 
2) Ist wu =A, so hat man 
P+ v= @(%) +0) + "9, +--+ + @2- 
3) Ist w > 4, so hat man 
P+ Y= wh yy + Oy, +--+ oy, 71 + @*(v, 2+ Q) 
+ o"9,+---+ a. 
Um die Multiplication von g und # auszufiihren, bemerken wir, dass, 
wenn @ eine endliche von Null verschiedene Zahl ist, die Forme! besteht: 
(5) PO = O99 + wH-ty, +--+ + Hy, 
Sie ergiebt sich leicht durch Ausfiihrung der aus 9 Gliedern bestehen- 


den Summe 9+ 9+---+ 9. 
Durch wiederholte Anwendung des Satzes G, § 15 erhilt man 


ferner, unter Beriicksichtigung von F, § 15 


(6) Qa = ott, 
daher auch 
(7) gat = wt, 


Nach dem distributiven Gesetze [(8), § 14] ist 

PY = OQ, + Gate, + +--+ PO + HE. 

Die Formeln (4), (5) und (7) liefern daher folgendes Resultat: 

1) Ist eg = 0, so hat man 

py = ato, + aetto, +---+ wttte, 1) = oy. 
2) Ist g, nicht = 0, so ist 

PY = oto, + aettto, +--+ w+, 1+ wr Q, 

+ at ty ee fy, 
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Zu einer bemerkenswerthen Zerlegung der Zahlen gy kommen wir 
auf folgende Weise: Es sei 


(8) gy = ox, + ox, +++ + a"tx,, 
wo 
w> > Hy > >We 20 
und %), %,,--+.%- von Null verschiedene endliche Zahlen sind. Wir 
haben dann 


gy = (ox, + w*x, +--+ + wt %,) (ox, +1). 


Durch wiederhokte Anwendung dieser Formel erhalten wir 


gp = wt te (wt 1—Me yx, +1) (cot—2~ Me—1 yg 1).-- (a %+ 1). 
Nun ist aber 
ax + 1 = (w*+1)x, 


falls x eine von Null verschiedene endliche Zahl ist, daher: 


(9) gp = ot x, (at “© + 1) x71 (w"*-2 1 4 1) eg... 

».- (@at—™ + 1)x,. 
Die hier vorkommenden Factoren o* +- 1 sind simmtlich ungzerlegbar, 
und es lasst sich eine Zahl @ in dieser Productform nur auf eine 
einzige Weise darstellen. Ist w,—0, so ist m von der ersten Art, 
in allen anderen Fallen von der zweiten Art. 

Die scheinbare Abweichung der Formeln dieses Paragraphen von 
denjenigan, welche bereits in Bd. XXI, pag. 585 (Grundl. pag. 41) ge- 
geben wurden, hingt nur mit der verinderten Schreibweise des Pro- 
ductes zweier Zahlen zusammen, da wir nun den Multiplicandus links, 


den Maultiplicator rechts setzen, damals jedoch die entgegengesetzte 
Regel befolgten. 


§ 18. 
Die Potenz y* im Gebiete der zweiten Zahlenclasse, 


Es sei — eine Verdnderliche, deren Gebiet aus den Zahlen der 
ersten und zweiten Zahlenclasse mit Einschluss der 0 besteht. y und 0 
seien zwei demselben Gebiete angehérige Constanten und zwar 

@>0, y>1. 

Wir kénnen dann folgenden Satz begriinden: 

A. ,,Es giebt eine einzige, villig bestimmte eindeutige Function 
f(§) der Verdnderlichen &, welche folgende Bedingungen erfiillt: 

1) f(0) =0. 

2) Sind & und &” zwei beliebige Werthe von &, und ist 

g< 8, 


f(&) < F(@)- 


so ist 


16° 
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3) Fiir jeden Werth von & ist 


fE+1) =fOr- 
4) Ist {&} eine beliebige Fundamentalreihe, so ist auch { f(&,)} 
eine solche und hat man 





& = Lim &,, 
so ist 


f(6) — Lim f(é.).“ 
Beweis. Nach 1) und 3) haben wir 


f(Q1) = dy, f(2) = dyy, f3) =Prry,°.. 
und man hat, wegen 0 >0, y > 1 


(1) < f(2) < £8) << --+<f@%) <f(~t+),:-+ 
Somit ist die Function f(§) fiir das Gebiet § <  viéllig bestimmt. 
Nehmen wir nun an, es stehe der Satz fest fiir alle Werthe von &, 
die <a sind, wo «@ irgend eine Zahl der zweiten Zahlenclasse ist, 
so ist er auch giiltig fir §<«. Denn ist « von der ersten Art, so 


fol 3): 
olgt aus 3) f(a) = f(a) > fle); 


es sind also auch die Bedingungen 2), 3), 4) fir §< a erfiillt. Ist 
aber « von der zweiten Art und {a,} eine Fundamentalreihe derart, 
dass Lim a, = a, so folgt aus 2), dass auch { f(a,)} eine Fundamental- 


reihe ist, und aus 4), dass f(a) = Lim f(«,). Nimmt man eine andere 
Fundamentalreihe {a,’} derart, dass: Lim «,’ =a, so sind wegen 2) 


die beiden Fundamentalreihen { /f(a,)} und {f(a,’)} zusammengehirig; 
es ist daher auch f(«) — Lim f(a,’). Der Werth f(a) ist also auch 


in diesem Falle eindeutig bestimmt. 

Ist a irgend eine Zahl < a@, so iiberzeugt man sich leicht, dass 
/(a’)< f(a). Es sind also die Bedingungen 2), 3), 4) auch fiir 
& =a erfillt. Daraus folgt die Giiltigkeit des Satzes fiir alle Werthe 
von &. 

Denn gabe es Ausnahmewerthe von &, fiir welche er nicht be- 
stinde, so miisste nach Satz B, § 16 einer derselben, wir nennen 
ihn a«, der kleinste sein. Es wire dann der Satz giiltig fir § <a, 
nicht aber fiir § << a@, was mit dem soeben Bewiesenen in Widerspruch 
stehen wiirde. 

Es giebt daher fiir das ganze Gebiet von & eime und nur eine 
Function /(§), welche die Bedingungen 1) bis 4) erfiillt. 
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Legt man der Constanten d den Werth 1 bei, und wird alsdann 


die Function f(§) mit yt 


bezeichnet, so kénnen wir folgenden Satz formuliren: 

B. ,,Lst y eine beliebige der ersten oder zweiten Zahlenclasse angehirige 
Constante >1, so giebt es eine ganz bestimmte Function y® von &, so dass 

1) Y=—1. 

2) Wenn & < &", so ist y* < yt. 

3) Fiir jeden Werth von & ist y*+ = pty. 

4) Ist {§,} eine Fundamentalreihe, so ist auch {y*"} eine solche, 
und man hat, falls § = Lim &, auch 


y == Lim yr 


Wir kénnen aber auch den Satz aussprechen: 
C. ,,Ist f(§) die in Satz A charakterisirte Function von &, so ist 
f (8) = 37°.“ 

Beweis. Im Hinblick auf (24), § 14 tiberzeugt man sich leicht, 
dass die Function 6 yf nicht nur den Bedingungen 1), 2), 3) des Satzes A, 
sondern auch der Bedingung 4) desselben geniigt. Wegen der Einzig- 
keit der Function f(&) muss sie daher mit dy* identisch sein. 

D. ,,Sind « und B zwei beliebige Zahlen der ersten oder zweiten 
Zahlenclasse mit Einschluss der 0, so ist 

YOt8 mm yo yh 
Beweis. Wir betrachten die Function p(&) = yet. 
Im Hinblick darauf, dass nach Formel (23), § 14 


Lim (a@ + &) = @ + Lim &,, 


erkennen wir, dass (&) folgende vier Bedingungen erfiillt: 
I opQ)—y- 
2) Wenn &' < &", so ist p(&’) < o(&”). 
3) Kir jeden Werth von & ist p(§+1) = p(&)y. 
4) Ist {&,} eine Fundamentalreihe derart, dass Lim §, = &, so ist 
(8) = Lim 9(§). 
Nach Satz C ist daher, d = y* gesetzt, 
p(&) = 7*7*. 
Setzen wir hierin § = 8, so folgt 
yrth ae y* yl, 
E. ,,Sind a und B zwei beliebige Zahlen der ersten oder zweiten 
Zahlenclasse mit Einschluss der 0, so ist 


yt — (9). 
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Beweis. Betrachten wir die Function »(£) = y** und bemerken, 
dass nach (24), § 14 stets Lim af, =a Lim ,, so kénnen wir auf 


Grund des Satzes D Folgendes behaupten: 

1) ¥(0) = 1. 

2) Wenn &' < &", so ist w(&’) < w(&”). 

3) Fiir jeden Werth von & ist »(E+1) = p(&)y*. 

4) Ist {&} eine Fundamentalreihe, so ist auch {#(&,)} eine solche 
und man hat, falls § = Lim &,, auch ¥(&) — Lim y(&,). 

Man hat daher nach Satz C, wenn darin 6 —1 und y* fiir 
gesetzt wird: 

v(&) = (7*. — 

Ueber die Grésse von y* im Vergleich mit & lasst sich der folgende 
Satz aussprechen : 

F. ,,Jst y > 1, so hat man fiir jeden Werth von & 

y > & 

Beweis. In den Fallen & —0O und & = 1 leuchtet der Satz uw- 
mittelbar ein. Wir zeigen nun, dass, wenn er fiir alle Werthe von& 
gilt, die kleiner sind als eine gegebene Zahl a> 1, er auch fir 
§ = a richtig ist. 

Ist @ von der ersten Art, so ist vorausgesetztermassen 


acy, 
daher auch 


avycymy=y, 
yt > a, + a, (y—1). 


Da sowohl «a, wie y —1 mindestens —1 sind und a, + 1 — a ist, 
so folgt 


mithin 


yea=>a. 
Ist dagegen « von der zweiten Art und zwar 
a = Lim a,, 


so ist, wegen a, < a, der Voraussetzung gemiiss 


a <y™ 
daher auch - ’ 
Lim a, < Lim »”, 
d. h. ; j 
a<y. 
Wiirde es nun Werthe von & geben, fiir welche 
E>, 


so wiisste unter ihnen nach Satz B, § 16 einer der kleinste sein; wird 
dieser mit « bezeichnet, so hatte man ftir —§ << a 
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g<7, 


a>y, 
was dem vorhin Bewiesenon widerspricht. Somit haben wir fiir alle 


dagegen 


Werthe von & 
ye >é. 


§ 19. 
Die Normalform der Zahlen der zweiten Zahlenclasse. 


Ks sei a irgend eine Zah] der zweiten Zahlenclasse. Die Potenz 
o* wird fiir hinreichend grosse Werthe von § grésser als a. Dies ist 
nach Satz F, § 18 stets der Fall fiir § >a, im Allgemeinen wird es 
aber auch schon fiir kleinere Werthe von & eintreten. 

Nach Satz B, § 16 muss unter den Werthen von &, fiir welche 


at > a 


einer der kleinste sein; wir nennen ihn # und iiberzeugen uns leicht, 
dass er nicht eine Zahl der zweiten Art sein kann. Ware nimlich 


B = Lim B, 
so hitte man, da B, < 6, 
a” = a, 
daher auch 
Lim a S @. 
Es wire also 
af Sa, 
wahrend doch 
of > a, 


Also ist B von der ersten Art. Wir bezeichnen f, mit  , so 
dass 6 = a, +1, und kénnen daher behaupten, dass es eine villig 
bestimmte Zahl a, der ersten oder zweiten Zahlenclasse giebt, welche die 
beiden Bedingungen erfiillt: 

(1) a» <a, a~a > a. 
Aus der zweiten Bedingung schliessen wir, dass nicht fiir alle 
endlichen Zahlwerthe von v 
ax~v<a, 
da sonst auch Lim @*v = @%@ < a wiire. 
Die kleinste endliche Zahl v fiir welche 
a~y > a, 


bezeichnen wir mit x + 1. Wegen (1) ist %) > 0. 
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Es giebt also auch eine vollig bestimmte Zahl x, der ersten Zahlen- 
classe, so dass 


(2) @% x, <a, a% (%,-+- 1) > @ 
ist. Setzen wir a — o%x, =a’, so haben wir 
(3) & = W% x, + a 

und 

(4) 0< a’ < a, 0< % <a. 


Es lasst sich aber « nur auf eine einzige Weise unter den Bedingungen 
(4) in der Form (3) darstellen. Denn aus (3) und (4) folgen riickwirts 
zunachst die Bedingungen (2) und daraus die Bedingungen (1). 

Den Bedingungen (1) geniigt aber nur die Zahl a, = 6_,, und 
durch die Bedingungen (2) ist die endliche Zahl x, eindeutig bestimmt. 
Aus (1) und (4) folgt noch mit Riicksicht auf Satz F, § 18, dass 
(5) a <a, a Sa. 

Wir kénnen daher die Richtigkeit des folgenden Satzes behaupten: 

A. ,dede Zahl « der zweiten Zahlenclasse lisst sich, wnd zwar 
nur auf eine einzige Weise auf die Form bringen: 


& = G% %) + a’, 
so dass 


0< a < w, 0< *% < @; 
«’ ist immer kleiner als a, dagegen a, kleiner oder gleich a. 
Ist « eine Zahl der zgweiten Zahlenclasse, so lasst sich auch auf 
sie der Satz A anwenden und wir haben 
(5) a =a x, + a”, 


O< a’ < w, 0<x,< a, 
und es ist 


a <M, a” < a, 
Im Allgemeinen erhalten wir eine weitere Folge analoger Glei- 
chungen: 
(6) a” = 0% H+ a”, 
(7) a” = @% x, + al, 


Diese Folge kann aber nicht wnendlich sein, sie muss nothwendig 
abbrechen. 


Denn die Zahlen a@, a’, «”,..,. nehmen ihrer Grésse nach ab, es ist 
Pl Sy oe wee 
Wire eine Reihe von abnehmenden transfiniten Zahlen unendlich, 
so wiirde kein Glied derselben das kleinste sein; dies ist nach Satz B, 
§ 16 unméglich. Es muss daher fiir einen gewissen endlichen Zahlwert t 
alt) — 0— 
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sein. Verbinden wir nun die Gleichungen (3), (5), (6), (7) mit einan- 
der, so erhalten wir den Satz: 

B. ,,Jede Zahl a der zweiten Zahlenclasse lisst sich, wnd zwar 
nur auf eine einzige Weise in der Form darstellen 


a= 0° x, + wx, + +++ wo He, 
WO Gy, @,,... a, Zahlen der ersten oder sweiten Zahlenclasse sind, 
welche den Bedingungen geniigen: 
& >a >a > +++ > ue D0 
wiihrend *,, %*,,..-%2,t-+- 1 von Null verschiedene Zahlen der ersten 
Zahlenclasse sind.“ 

Die hier nachgewiesene Form der Zahlen der zweiten Zahlenclasse 
wollen wir ihre Normalform nennen; a, heisse der ,Grad‘, a, der 
Exponent‘ von a; fiir t = 0 sind Grad und Exponent einander gleich. 

Je nachdem der Exponent a, gleich oder grisser als 0, ist « eine 
Zahl der ersten oder der zweiten Art. 

Nehmen wir eine andere Zahl 6 in der Normalform: 

(8) B= old, + oh, +--+ + ody. 
Sowohl zum Vergleich von « mit 6, wie auch zur Ausfihrung ihrer 
Summe und Differenz, dienen die Formeln: 
(9) a x +a x = w% (x +x), 
(10) at x) + @% 2” = wx", a <a” 
x, x, haben hier die Bedeutung endlicher Zahlen. 
Es sind dies Verallgemeinerungen der Formeln (2) und (3), § 17. 


Piir die Bildung des Products «8 kommen die folgenden Formeln 
in Betracht: 


(11) ak =ao”x A+ ox, +---+a%,, IOcAca, 
(12) a0 == Mtl, 
(13) aah = mts, fp >0. 
Die Potenzirung «? ist leicht ausfiihrbar auf Grund der folgenden 
Formeln : 
(14) at == @%*y, + ++-, 0O<dica. 
Die auf der Rechten hinzukommenden Glieder haben niederen Grad 


als das erste. Hieraus folgt leicht, dass die Fundamentalreihen {a*} 
und {@%*} zusammengehirig sind, so dass 


(15) A == Gp%”, a >0. 
Daher ist auch in Folge des Satzes E, § 18: 
(16) a = gu g¢ >0, p>. 


Mit Hiilfe dieser Formeln lassen sich folgende Siatze beweisen: 
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C. ,,Sind die ersten Glieder @% x%,, wS>4, der Normalformen der 
beiden Zahlen a und B nicht gleich, so ist « kleiner oder grisser 
als B, je nachdem w% x, kleiner oder grodsser als wo 4, ist. Hat man 
aber 


wo” x, = wA,, ox, = wd, ... oe te = wy, 
und ist w"e+1x_,, Kleiner oder grisser als w*e+ 4,11, so ist auch a ent- 
sprechend kleiner oder grosser als B.“ 
D. ,,Ist der Grad o, von « kleiner als der Grad B, von 8, so ist 


. a+p=8. 
Ist a, = B,, so ist 


a + B= aw (%+-dy) + wd, + +++ wy, 
Ist aber 


’ & > Bo, % > By,-- + M% > By, Meri < Bo, 
so ist 


a+ p= ox, +---+ wx, + oA, + aA +.---. + w%e4, 
E. ,,Jst B von der zweiten Art (Bz >), so ist 
ap = orth 4 gttha 4... 4 atten, — w%B: 
ist aber B von der ersten Art (Bg—=0), so ist 


B= oF 4, 4 tig 4... 4 @*tho-14, 1 + wx dg 
+ ox, +--.+ w**x,.“ 
F. ,,Ist B von der zweiten Art (B, >), so ist 
a == M%~F ; 
ist aber B von der ersten Art (Bg—=0) und zwar B = B+ ig, wo B 
von der sweiten Art ist, so hat man: 
off == g'o 

G. ,,Jede Zahl « der zweiten Zahlenclasse liasst sich und zwar nur 

auf eine einzige Weise in der Productform darstellen: 


a = 0" x, (oo! + 1) x1 (@* + 1) #2 - + + (@’*+1) x, 

und es ist 

Vo Gey Vy Ge—-1 — Mey Yo — Mea — Ae-1, ++ - Ye My — 
wihrend %,,%,,...%_ dieselbe Bedeutung wie in der Normalform haben. 
Die Factoren w’ + 1 sind alle unzerlegbar.“ 

H. ,,Jede der eweiten Zahlenclasse angehdrige Zahl « zweiter Art 
lisst sich und zwar nur auf eine Weise in der Form 

a = wo 

darstellen, wo y, > 0 und a eine der ersten oder eweiten Zahlenclasse 
angehorige Zahl erster Art ist.“ 








sé 
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I. ,,Damit zwei Zahlen « und B der zweiten Zahlenclasse die 


Relation 
e+ B=—B+a 
erfiillen, ist es nothwendig und hinreichend, dass sie die Form haben 
a=yu, P=yyr, 
wo uw und v Zahlen der ersten Zahlenclasse sind.“ 


K. ,,Damit zwei Zahlen « und B der zweiten Zahlenclasse, welche 
beide von der ersten Art sind, die Relation 


ap = Ba 
erfiillen, ist es nothwendig und hinreichend, dass sie die Form haben 
a=y, py’, 


wo w und v Zahlen der ersten Zahlenclasse sind. 

Um die Tragweite der nachgewiesenen Normalform und der mit 
ihr unmittelbar zusammenhingenden Productform der Zahlen der zweiten 
Zahlenclasse zu exemplificiren, mégen die sich darauf griindenden 
Beweise der beiden letzten Siitze I und K hier folgen. 

Aus der Annahme 


c+p=pte 
schliessen wir zunichst, dass der Grad a von a dem Grade £, von B 
gleich sein muss. Denn wire etwa a, < 6,, so hatte man, nach 


Satz D, 
a = 
daher auch ciate 
B +a B, 
was nicht mdglich ist, da [(2) § 14] 
B+a>6. 


Wir kénnen daher setzen 


e=aruta, P=arv+fy, 
wo die Grade der Zahlen a’ und f’ kleiner sind als a,, w und v end- 
liche von 0 verschiedene Zahlen sind. 
Nach Satz D ist nun 


at P=ar(u+r) +6, P+amor(uty) +a, 


also 
o% (u +) + 6 = o%(u +) + @’. 
Wegen Satz D, § 14 ist daher 
B =e’. 


Somit haben wir 


B = wv + a’ 


a= ory +e, 
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und wenn 
o% + a =y 
gesetzt wird, nach (11): 
aye, B=yv. 
Setzen wir andrerseits zwei der zweiten Zahlenclasse zugehérige Zahlen 
der ersten Art a und B voraus, welche die Bedingung 
aB = pa 
erfiillen und nehmen an, dass 
a > Bp. 
Wir denken uns nach Satz G beide Zahlen in ihrer Productform 
und es sei 
a= da’, B = 0p, 
wo « und # ohne gemeinsamen linksseitigen Endfactor (ausser 1) seien. 
Man hat alsdann 
« > Bp 


und 


a dB = pda’. 
Alle hier und im Weiteren vorkommenden Zahlen sind von der ersten 
Art, weil dies von « und # vorausgesetzt wurde. 
Die letzte Gleichung lasst zunachst (im Hinblick auf Satz G) 
erkennen, dass « und B nicht beide transfinit sein kénnen, weil 
ihnen in diesem Falle ein gemeinsamer linksseitiger Endfactor anhaften 


wiirde. Auch kénnen sie nicht beide endlich sein; denn es wire als- 
dann @- transfinit und, wenn x der endliche linksseitige Endfactor von 
0 ist, so miisste 
an = px, 
daher auch 
a’ = B 
sein. Es bleibt also nur die Méglichkeit, dass 
«>a, B <a. 
Die endliche Zahl §’ muss aber 1 sein: 
pf =1, 
weil sie sonst in dem endlichen linksseitigen Endfactor von a’ als 
Theil enthalten wire. 
Wir kommen zu dem Resultat, dass 6 = @, folglich 
a= Ba, 
wo « eine der zweiten Zahlenclasse angehdrige Zahl der ersten Art 
ist, die kleiner als a@ sein muss: 
a“ ca. 
Zwischen « und B besteht die Relation 
a B = pa. 
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Ist daker auch a’ > B, so schliesst man in derselben Weise auf 
die Existenz einer transfiniten Zahl erster Art a” < a’, so dass 


a = Ba’, a” B = Ba’. 
Falls auch a” noch > #, existirt eine ebensolche Zahl a” < a”, 
so dass 


a” _ Ba”, a” B an Ba”, 
u. 8. W. 


Die Reihe abnehmender Zahlen «@, a, a’, a”,... muss nach 


Satz B, § 16 abbrechen. Es wird daher fiir einen bestimmten endlichen 
Index @, 


al@o) < B 
sein. Ist 
aed = B, 


a= Bet, P= B; 
der Satz K wire dann bewiesen, und man hitte 
y=6, w=—atil, v—l. 
ae) < B, 
aed == B, 
a= B%B,, BB, — 6B, B, < 8B. 
Daher giebt es auch eine endliche Zahl @,, so dass 


6 = pT 8,, B; B, = B,B,, B, < B,. 


Im Allgemeinen hat man analog: 
B, = BY Bs, B, Bs = BsB,, Bs < B, 
u. 8. W. 


Auch die Reihe abnehmender Zahlen £,, 6,, B,,... muss nach 
Satz B, § 16 abbrechen. 
Es existirt daher eine endliche Zahl x, so dass 


By-1 = pe . 
b. = 


so hat man 


Ist aber 
so setzen wir 


und haben 


Setzen wir 
so ist 


cue, Ses, 
wo w und » Zihler und Nenner des Kettenbruchs 


© xs i. 
y Cot oF. 1 


Cx 
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§ 20, 
Die e-Zahlen der zweiten Zahlenclasso. 


Der Grad a, einer Zahl « ist, wie aus der Normalform 
(1) a= @% x, + ax, +--+, @ >a >, D<Sa <a 


im Hinblick auf Satz F, § 18 sofort einleuchtet, niemals grisser 
als a; es fragt sich aber, ob es nicht Zahlen a giebt, fiir welche 
& == a ist. 

Jedenfalls miisste sich in einem solchen Falle die Normalform 
von « auf das erste Glied reduciren und dieses = w* sein, d. h. es 
miisste « Wurzel der Gleichung 


(2) wt ce E 


sein. Andrerseits wiirde jede Wurzel « dieser Gleichung zur Normal- 
form w* haben; ihr Grad wire ihr selbst gleich. 

Die Zahlen der zweiten Zahlenclasse, die ihrem Grade gleich sind, 
stimmen also durchaus iiberein mit den Wurzeln der Gleichung (2). 
Es ist unsere Aufgabe, diese Wurzeln in ihrer Gesammtheit zu _be- 
stimmen. Um sie von allen iibrigen Zahlen zu unterscheiden, nennen 
wir sie die ,e-Zahlen der zweiten Zahlenclasse‘. 


Dass es aber solche «-Zahlen giebt, geht aus folgendem Satze 
hervor: 


A. ,,Ist y irgend eine, der Gleichung (2) nicht geniigende Zahl der 
ersten oder zweiten Zahlenclasse, so bestimmt sie eine Fundamentalreihe 
{y } durch die Gleichungen 


—" | 7 — g/r—1 
Vy =O", Yo =O", Py Do 


Die Grenze Lim y, = E(y) dieser Fundamentalreihe ist stets eine e-Zahl.“ 


Beweis. Da y keine «-Zahl ist, so ist a’ >y, dh. y, >». 
Nach Satz B, § 18 ist daher auch @” > @’, d. h. y, > y, und in der- 
selben Weise folgt, dass y, >y, u. s. w. Die Reihe {y,} ist somit 
eine Fundamentalreihe. Ihre Grenze, die eine Function von y ist, 
nennen wir E(y) und haben: 


wo” — Lim wo” = Lim 7,41 = E(y). 


v ¥ 


Ey) ist daher eine ¢-Zahl. — 
B. ,,Die Zahl «= E(1) = Lim @,, wo 


@, 
a,—@, a=", @,=@",---a=—@"-,.. 


ist die kleinste von allen «-Zahlen.“ 
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Beweis. Sei & irgend eine «-Zahl, so dass 
at = &, 
Da & >, so ist a >a”, d. h. & >@,. Hieraus folgt ebenso 
a” >@, dh. & > @,, us. w. 
Wir haben allgemein 
& > @, 
daher 
é > Lim a,, 
d. h. 


Es ist also ¢) = E(1) die kleinste von allen e-Zahlen. 
C. ,,Ist & irgend eine e-Zahl, «" die niichstgrissere «-Zahl und y 
irgend eine zwischen beiden liegende Zahl 


&é&D>&. 


Py < y < a 
so ist E(y) = &".“ 
Beweis, Aus 
rs < y < ra 
folgt 
a <a <a, 
d. h. 
e<my<e. 
Hieraus schliessen wir ebenso 
e < Yo < e 


u. s. w. Wir haben allgemein 
é << e", 
&< Ey) <®. 


E(y) ist nach Satz A eine «-Zahl. Da ¢«” die auf « der Grésse nach 
nichstfolgende «-Zahl ist, so kann nicht E(y) < e” sein, und es muss 
daher 


daher 


E(y) = & 
sein. — 

Da «+1 schon aus dem Grunde keine <«-Zahl ist, weil alle 
é-Zahlen, wie aus der Definitionsgleichung § = folgt, von der 
eweiten Art sind, so ist e’-+ 1 sicherlich kleiner als é” und wir haben 
daher folgenden Satz: 

D. ,,Jst & irgend eine e-Zahl, so ist E(e’+ 1) die ndchstgrissere 
é-Zahl. 

Auf die kleinste ¢-Zahl ¢, folgt also die nichstgréssere, die wir 


& nennen, 
& = E(&+ 1) 
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auf diese die nachstgréssere 
&, = E(e,+1) 
u. Ss. W. 


Allgemein haben wir fiir die der Grésse nach (v-+-1)'* e-Zahl die 
Recursionsformel 


(3) = E(é-1 + 1). 
Dass aber die unendliche Reihe 


Sq, 81922 0 Spy eee 


keineswegs die Gesammtheit aller ¢-Zahlen umfasst, geht aus folgen- 
dem Satze hervor: 
E. ,,Ist «, «, &",... irgend eine unendliche Reihe von «-Zahlen 
derart, dass 
ee <ce”-+- MM < grt),... 


so ist auch Lim &” eine e-Zahl und ewar die auf alle « der Grosse 


nach niichstfolgende «-Zahl. 


Beweis. 
* imo”? , 
@?” = Lim wo” — Lim e. 


v v 


Dass aber Lim ¢) die auf alle «) der Grésse nach ndchstfolgende «-Zahl 


ist , geht daraus hervor, dass Lim «*) die auf alle «*) der Grésse nach 


nichstfolgende Zahl der zweiten Zahlenclasse ist. 

F. ,,Die Gesammtheit aller e-Zahlen der zweiten Zahlenclasse bildet 
in ihrer Gréssenordnung eine wohlgeordnete Menge vom Typus Q der 
in ihrer Groéssenordnung aufgefassten zweiten Zahlenclasse und hat daher 
die Michtigkeit Alef-eins.‘ 

Beweis. Die Gesammtheit aller e-Zahlen der zweiten Zahlenclasse 


bildet nach Satz C, § 16 in ihrer Gréssenordnung eine wohlgeordnete 
Menge: 


(4) Bay 859 0 0 2 Oppo oo Sery Senbty 00s Say eee 


deren Bildungsgesetz in den Sitzen D und E ausgesprochen liegt. 

Wiirde nun der Index e’ nicht alle Zahlen der zweiten Zahlen- 
classe durchlaufen, so miisste es eine kleinste Zahl « geben, die er 
nicht erreicht. Dies widerspriiche aber dem Satze D, wenn « von der 
ersten Art und dem Satze E, wenn « von der zweiten Art wire. Es 
nimmt daher @’ alle Zahlwerthe der zweiten Zahlenclasse an. 

Bezeichnen wir den Typus der zweiten Zahlenclasse mit Q, so ist 
der Typus von (4) 


a+Q=a+ w + (Q—o?); 








n 


er 
er 
Es 
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da aber @ -+- w? — @’, so folgt hieraus 
a+Q=—Q. 


Daher ist auch 
a+ Q=—Q=—x,. 


G. ,,Jst ¢ irgend eine s-Zahl und « eine beliebige Zahl der ersten 
oder zweiten Zahlenclasse, die kleiner ist als «: 


a<é&, 
so gentigt « den drei Gleichungen: 
a-+e=met, weet, ate.“ 


Beweis. Ist a der Grad von a@, so ist a, <a, daher ist wegen 
«<e auch a,<e. Der Grad von ¢ = o* ist aber ¢; es hat also 
« einen kleineren Grad als ¢, mithin ist nach Satz D, § 19 


a-+e=e, 


G +eme. 
Andrerseits haben wir nach Formel (13), § 19 


aéEe= a 0® = @%te ao = é, 


daher auch 


und daher auch 
AyéE = é&, 


Endlich ist im Hinblick auf Formel (16), § 19 
a? = qe “a @%~"* == (9% == @* = &. 


H. ,,Ist « irgend eine Zahl der zweiten Zahlenclasse, so hat die 
Gleichung : 
at = £ 
keine anderen Wureeln als die -Zahlen, welche grisser sind als a. 

Beweis. Sei 6 eine Wurzel der Gleichung 


af == £, 
also 
ab —_ B, 


so folgt zuniichst aus dieser Formel, dass 
B> ea. 
Andrerseits muss 6 von der zweiten Art sein, da sonst 
al > B 
ware. Wir haben daher nach Satz F, § 19 
ab = a%F , 
mithin 
G9%P — B. 


Mathematische Annalen, IL, 
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Es ist nach Satz F, § 19 


a%? > a B, 
daher - 
b> ap. 
Es kann aber nicht 6 > «8 sein; daher ist 
ne a, B _— B, 
und mithin 
we = B. 


B ist also eine «-Zahl, die grésser ist als a. 


Halle, Marz 1897. 














_ A Theory of Magnetic Action upon Light. 
By 


A. B. Basser M. A.; F. R. 8. 


1. The object of this communication is to remove an objection 
to a theory of magnetic action upon light, which was first suggested 
by Prof. Rowland*) of America in 1881, and afterwards fully developed 
by myself**) in 1890. The defect of this theory is that it makes the 
tangential component of the electromotive force discontinuous at the 
surface of separation of two different media; and I propose to show 
that the theory can be modified in such a manner as to get rid of this 
objection. The notation employed by Maxwell and other British 
mathematicians will be used through out. 

It will be desirable to give a brief account of the principal Anglican 
theories on this subject. 

2. At the date of the publication of Maxwell’s Electricity and 
Magnetism, Faraday’s discovery of the rotatory polarization produced 
by a magnetic field was the only known phenomenon of this character. 
To account for it, Maxwell***) introduced into the kinetic energy 
of the medium an additional term, which was supposed to arise from 
the displacement of certain hypothetical vortices. This theory suffices 
to explain Faraday’s experiments, but no attempt was made to connect 
it with the author's previous electromagnetic theory of light. 

In 1879, Prof Fitz Gerald of Dublin+) improved Maxwell’s theory 
by establishing a connection between it and the electromagnetic theory 
of isotropic and doubly-refracting media. Fitz Gerald introduced a 
new vector A, whose time variation is the magnetic force; hence the 
curl of this vector is equal to the electric displacement multiplied by 


*) Phil. Mag. April 1881, p. 254. 

**) Phil Trans, 1891, p. 371; Basset’s. Physical Optics, Chapter XX, 
*e) Hlectricity and Magnetism, vol II. Chap. XXI. 

+) Phil. Trans, 1880, p. 691. 


17* 
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4m. Accordingly if §,1,§€ be the components of A, the electrostatic 
energy per unity of volume is 


O) EP +P +H) = sex (Gy — ae) + GE a) + Gay) 


whilst the portion of the electrokinetic energy due to the motion of 
the medium is 


(2) &@+7+%). 


To account for magnetic action, Fitz Gerald, following’ Maxwell, 
introduced into the kinetic energy the additional term 


~d& ,-dn,;44 
8) 420(f i549 G+ hae 
‘which is supposed to arise from the displacement of the abovementioned 
hypothetical vortices. In (3), f, g, h are the components of electric 
displacement; a, By, 7% of the magnetic forces due to external causes; 


C is a constant which depends upon the nature of the magnetized 
medium, and which varies for different media; and*) 
(4) d/do = a d/dx + Byd/dy + y,a/dz. 

By means of these expressions for the energy of the medium, 
Fitz Gerald proceeded to deduce the equations of motion and the 
boundary conditions by means of the Principle of Least Action: but 
on working out the theory, a difficulty presented itself from the fact 
that the boundary conditions were too numerous. 

In 1893, Mr. Larmor of Cambridge**) proposed to remedy this 
defect in the following manner. He observed that &, 7, € are not 
independent, but are connected together by the equation 


(5) d&/da + dny/dy + af/dze=—0; 

it is therefore necessary to introduce into the variational equation the 
above expression multiplied by an undetermined quantity 4. The 
effect of this additional term is to furnish four equations of motion 
and four boundary conditions connecting the four unknown quantities 
—,,§,4. There is consequently no superfluous equation as was the 
case in Fitz Gerald’s theory; but there are just sufficient equations, 
and no more, for determining all the unknown quantities. 

If this theory were satisfactory, it would be unnecessary to propose 
another; but as a matter of fact Mr. Larmor’s theory contains two 
serious defects. In the first place, it involves the introduction into 
the general equations of the electromagnetic field of a new quantity 4, 
for which there is no justification on any electrical or optical ground 

*) Fitz Gerald and Larmor write d/d® for d/da. 

**) British Association Report, 1893, p. 346, 
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whatever. In the second place, the theory makes the tangential 
component of. the electromotive force discontinuous at an interface. 

3. We must now consider there objections in detail. 

The equations of motion obtained by Larmor (see, Brit. Assoc. Rep. 
1893, p. 348) are 


da 4x(dg. dh af du 

(6) > ine @ dz dy — 320°C 7 —4n 7 
With the exception of the term di/dx, these equations are of the 
same form as equations (10) of my paper in the Phil. Trans.*) 1891. 
Moreover if we eliminate 4, we obtain three equations of electric 
displacement which are exactly the same as equations (12) of that 


- paper; hence, so far as the propagation of light is concerned, the two 


theories an identical, There is, however, an essential difference 
between them, owing to the introduction of the quantity 4 which in 
Mr. Larmor’s theory cannot be put equal to zero. 

4, The introduction of the additional term (3) into the electro- 
kinetic energy must necessarily produce some modification in Maxwell’s 
general equations of the electromagnetic field. We must therefore 
enquire, which of the different sets of equations are modified? What 
is the nature of the modifications? Can any evidence, experimental 
or otherwise, be adduced in support of these modifications? But to all 
these interesting and important questions Mr. Larmor maintains an 
impenetrable silence, and not a single hint is any where given with 
regard to their solution. 

For a non-couducting medium, Maxwell’s equations are 


(7) P=— dF/dt — dy/dz, 
(8) P= 4nf/K, 

(9) a= dH/dy - dG/dz, 
(10) 4nuf—= dc/dy —db/dz. 


Equation (10) connects the electric displacement with the magnetic 
induction; and as this equation is expressly assumed in the theory, it 
cannot be modified. 

Equation (9) connects the vector potential with the magnetic in- 
duction. Now the use of the vector potential is a mere mathematical 
artifice introduced by Maxwell, who found it convenient to employ 
this quantity in certain portions of the work. The vector itself is 
indeterminate, for if the magnetic force is given, and F, G, H are 
any particular values which satisfy (9), these equations will also be 
satisfied by F + dgp/dz, G+dg/dy, H+ dg/dz, where o is an 
arbitrary function. The indeterminateness of the vector potential is 





*) See also, Physical Optics p. 394, equation (6). 
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taken into account in (7) by the introduction of the function ~; and 
in the theory of light all difficulty arising from this cause can be got 
rid of by eliminating it. Equation (9) cannot therefore be modified. 
Equation (8) gives the relation between electromotive force and 
electric displacement; and as Mr. Larmor assumes this relation in his 
expression for the electrostatic energy, equation (8) cannot be modified. 
Equation (7) is consequently the only one which is capable of 
modification. To ascertain the necessary modification, let ® be any 
solution of Laplace’s equation V?® = 0, and let us write in the place 
of (7) 
(1) P=— SF _pg tp,h+ee—yS_@ 
with two similar equations, where p, = stiles ete. 
Substitute the value of P from (8) in (11), differentiate the 
first of (11) will respect to y and the second with respect to x and 
subtract; then recollecting that f, g, h satisfy (5), we shall obtain 


(12) de = S5(¢ — es (042% S+rit+ et 


Now according to Mr. Larmor’s theory, 4 is a potential function; 
we may therefore put 


(13) —4nhmo+a9% oy oy + # oe 7 


in which case (12) will be identical aa (6). 

We have therefore shown that Mr. Larmor’s theory requires that 
Maxwell’s equation (7) should be modified in the manner expressed by 
(11). The second and third terms are equivalent to the introduction 
of Hall’s effect, which was the procedure originally suggested by 
Prof. Rowland and afterwards more fully developed by myself; but 
for the introduction of the two terms in ®, there is no justification 
whatever: they are not required in optics nor in electromagnetism. 

5. Having disposed of the equations of motion, we must now 
consider the boundary conditions. 

Mr. Larmor takes the axis of ¢ at right angles to the surface 
of separation, and on page 349 of the British Association Report for 
1893, he obtains the condition that*) 


4ng dg 2 df 
should be continuous at an interface. By (8) this requires that 


Q +420 98 — 1620p, of 


*) Larmor writes d/d0 for d/da. 
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should be continuous. In other words, the tangential component of 
the electromotive force must be discontinuous at an interface. 

It thus appears that, so for from being any improvement on its 
predecessors, Mr. Larmor’s theory is not only open to the original 
objection of making the electromotive force discontinuous at an inter- 
faces, but at the same time necessitates the introduction of a new 
quantity for which there is no justification whatever. 

Whether or not this theory is capable of accounting for the 
experiments of Kerr and Kundt on the reflection of light from 
magnetized substances is a question which it is unnecessary to discuss; 
since I shall now explain how the theory of Rowland and myself, 
which has already been shown to be capable of giving an explanation 
of this phenomenon*), can be modified to as to remedy the objection 
to which it was originally subject. 

6. The theory of Rowland and myself consisted in introducing 
Hall’s effect into Equations (7), which were accordingly replaced by 


(14) P=— F— pg t+ ph — dyp/de 


where p, = Ca, etc.; a, By, ¥ being the components of the magnetic 
force produced by external causes, and C is Hall’s constant. The 
boundary conditions are carefully discussed in my paper**), from 
which it will be found that we are obliged to suppose that the 
tangential component of the electromotive force is discontinuous at 
an interface. This discontinuity constitutes a serious defect in the 
theory, which I shall now proceed to remedy. 

In the absence of any experimental evidence to the contrary 
(of which there appears to be none), we may equally well assume 
that the effect of the external maguetic field may be represented by 
introducing the additional terms into (8) instead of (7). We shall 
therefore replace (8) by 


(15) P= 4nf/K + pg — poh 


keeping (7), (9) and (10) unchanged. This is the first hypothesis. 
According of Maxwell’s theory, when electromotive force acts 
upon a dielectric it produces electric displacement; and the work done 


*) Provisional Theory of Kerr's Experiments. Proc. Camb. Phil. Soc. vol. VIII 
p. 68. In this paper the results obtained in my paper in the Phil, Trans. 1891 
are transformed by the method of Cauchy and Eisenlohr, by assuming that the 
refractive index for a metal is a complex quantity of the form Re‘'*. The values 
of R and « are obtained by means of the experimental values of the principal 
incidence and azimuth given by Jamin and Conroy, and the results agree very 
well with experiment, 

**) Phil. Trans. 1891, p. 381; and Physical Optics p. 400. 
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is equal to half the product of the force into the electric displacement 
produced. Whence the electrostatic energy of the medium is equal to 


(16) + (Pf + Qg + Rh). 


We shall now suppose that this theorem is true when the relation 
between electromotive force and electric displacement is given by (15) 
instead of (8); whence the electrostatic energy per unit of volume will 
be given by (16), where the values of P, Q, R are given by (15); 
whilst the electrokinetic energy will be given by (2). This is the 
second hypothesis. 

Since 
(17) 4nf — Fi — 2" be. 


dz 


all the quantities can be expressed in terms of &, 7, £, and the equations 
of motion and the boundary conditions can be obtained by the Principle 
of Least Action 


(18) SSS 8(2 — W) dedy dedt —0 


where 7 and W are the electrokinetic and electrostatic energies 
respectively. 

Substituting in terms of £,,¢§ the values of 7 from (2) and W 
from (16), (15) and (17), and working out the integral in (18) by the 
ordinary methods of the Calculus of Variations*), we shall find that 
the non-magnetic portion 7 d& is 


w@E, 1 (ag__ ah 
(19) SSSI'-< 241 _@ My 88 dar dy de dt 


[fos — mh) 0& dS dt 


where 1, m, » are the direction cosines of the normal to dS drawn 
outwards, 


The magnetic part of dW is 
20) Sf ff fog — rid 8¢ — (rg —v,h) df + >} dx dy deat 


=f ff fio. — p,h) of +---} dxdyde dt 


the terms at the limits of the time being omitted. The right hand 
side of (20), so far as it involves 0&, can be shown by an integration 
by parts to be equal to 


*) In strictness, we ought to have introduced an indeterminante multiplier 
4, as in § 2, but it will be found that 4 = 0. 
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(21) LSS fe 8& da dy de dt 
+ Lf. {n(p,h — psf) — m(p,f — p,g)} 9 dS dt. 


Subtracting this expression from (19) and equating the result to 
zero, we obtain the equation 


ce | — —— ] —— 


° at 4n(dg_ dh df 
(22) ae = K\ds — dy) qo 


and the condition that 


(23) {n (“42 + pk — pf) — m(AZ* + mf — ryg)} OE + 


should be continuous at an interface. 

Since wd&/dt =a, equation (22) is identical with equation (10) 
of my paper in the Phil. Trans. 1891. The modified theory accordingly 
furnishes exactly the same equations of motion as the original theory. 

By virtue of (15) the condition (23), when written out in full, 
is equivalent to the condition that 


(24)  (mQ —- mR) d§ + (IR — nP) dy + (mP— 1Q) dF. 


should be continuous at an interface. If therefore we take the axis 
of ~ to be perpendicular to the interface, 1=1, m=n=0 
and (24) requires that 

Rén — Qdt. 
should be continuous. 

Now Newton’s third Law of Motion requires that the electro- 
motive and the magnetic forces should be continuous at an interface; 
the latter condition requires that dy and d€ should be continuous, 
and this requires that Q@ and R should be continuous, which is the 
symbolical expression for the first condition. Hence the two as- 
sumptions, on which the modified theory bas been based, lead to a 
consistent scheme of equations which do not violate any of the funda- 
mental principles of Dynamics, as Mr, Larmor’s theory does. The 
theory also gives a fairly good explanation of the experiments of 
Kerr and Kundt upon magnetic reflection. 

7. With regard to the hypothesis on which the modified 
theory depends, we may point out that there are some grounds for 
thinking that the portion of the energy due to the external magnetic 
field is static instead of kinetic. For when magnetic force acts upon 
a@ magnetic substance, such as iron, a state of magnetic stress is 
produced within the substance, which must necessarily modify the 
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passage of electromagnetic waves. The kinetic energy, being due to 
the motion of the medium, will be unchanged by magnetic action; 
but the forces by which electromagnetic motions are resisted, will 
necessarily be affected by the presence of the external magnetic field; 
and the additional portion of the forces, due to this cause, will give 
rise to a term in the energy which will be static rather than 
kinetic. 


Fledborough Hall, Holyport, Berks, England. 

















Biegungen und conjugirte Systeme. 
Von 


Pau, SrAcker in Kénigsberg i. Pr. 


In der folgenden Abhandlung setze ich Untersuchungen fort, mit 
denen ich mich bereits in der Arbeit: Ueber Abbildungen (diese Annalen, 
Bd. 44, 8. 553 bis 564) beschiftigt habe, und zwar handelt es sich 
hier um die Ausfiihrung der dort in.der letzten Nummer angedeuteten 
Gedanken. Von wesentlicher Bedeutung ist dabei, dass die Biegungen 
als eine besondere Art der Abbildung angesehen werden. Bei dieser 
Auffassung gewinnen die conjugirten Systeme auf den Biegungsflichen 
eine besondere Wichtigkeit, und man gelangt, von der Existenz eines 
gemeinschaftlichen conjugirten Systems zweier Biegungsflichen aus- 
gehend, zu einem bemerkenswerthen Verfahren, aus einem gegebenen 
Paar von Biegunysfliichen neue Paare solcher Flachen herzuleiten. 
Der Nutzen dieses Verfahrens besteht darin, dass nicht nur die meisten 
bis jetzt bekannten Scharen von Biegungsfliichen, die durch die ver- 
schiedenartigsten Kunstgriffe ermitteli worden waren, aus wenigen 
einfachen Grundtypen hergeleitet und in Zusammenhang mit einander 
gebracht werden, sondern dass sich auch eine Reihe neuer Scharen 
von Biegungsflichen ergiebt und dass man zu verschiedenen interessanten 
flichentheoretischen Problemen gefiihrt wird. 

Vielfache Anregungen verdanke ich dem werthvollen Buche des 
verstorbenen russischen Mathematikers Karl Peterson: Ueber Curven 
und Flichen. Erste Lieferung [mehr ist nicht erschienen]. Moskau 
und Leipzig 1868. 8°. 106 8., auf das ich ausdriicklich hinweisen 
méchte. Ist es doch so wenig beachtet worden, dass in Herrn 
Darboux’s grossem Werke: Lecons sur la théorie générale des sur- 
faces, 4 Bande, Paris 1886—1896, Peterson an keiner Stelle er- 
waihnt wird. Man muss freilich beriicksichtigen, dass Peterson’s Buch 
keine grosse Verbreitung gefunden hat, dass seine Darstellung manches 
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zu wiinschen iibrig lasst und dass die Beweise haufig ganz fehlen oder 
doch der vollen Strenge entbehren. Das sind jedoch Mingel, die gegen- 
iiber dem Reichthum an neuen und fruchtbaren Gedanken nicht ins 
Gewicht fallen. Ich bin sorgfaltig bemiiht gewesen durch genaue 
Citate Peterson die lange Zeit versagte Gerechtigkeit zu gewahren 
und wiinsche, dass meine Abhandlung dazu beitragen midge, ihm auch 
in weiteren Kreisen zur Anerkennung zu verhelfen*). 


I. 


Ein Verfahren aus einem Paar von Biegungsflichen neue Paare von 
Biegungsflichen herzuleiten. 


§ 1. 


1. Es seien S,(x,, y,,2,) und S, (a, y,, 2,) zwei Flaichenstiicke, 
die durch Biegung in einander iibergefiihrt werden kénnen, also, wenn 
ds, und ds, ihre Linienelemente bedeuten: 


(1) ds,? = ds,? = Edp? + 2Fdpdq + Gdq’. 


Aus einem solchen Paar von Biegungsflichen lassen sich neue Paare 
von Biegungsfliichen 2,(&,, 7,,€,) und 2,(&, 9, &) mit den Linien- 
elementen do, und do, durch ein Verfahren herleiten, das von 
Peterson herrihrt (S.59—61) und das sich in aller Strenge folgender- 
massen begriinden lasst. 

Macht man den Ansatz: 


di, = PS dp+QStdq, dt, — PS dp + QS ag, 
2) dn, - Pi +02 dq, dy— pis udp + 9% aa, 
at, — Poh ap + 02 ag dt, — PS dp +0849, 


so werden dadurch zwei neue Flichen 2, und 2, bestimmt, wenn die 
Functionen P und Q von p und q so gewahlt werden kénnen, dass 





*) Erwaihnt wird Peterson von H. A. Schwarz, Miscellen aus dem Gebiete 
der Minimalflachen, Journal ftir Mathematik, Bd, 80, 1875, S. 288 (Ges. Abhand- 
lungen, Bd. I, 8.176), A. Voss, Zur Theorie der Kriimmung der Flachen, diese 
Annalen, Bd. 39, 1891, S.205, B. Mlodzjejowski, Untersuchungen itiber die 
Biegung von Oberflichen, Gelehrte Berichte der Kaiserlichen Universitat zu Moskau, 
Moskau 1887 (russisch) und Sur la déformation des surfaces, Bulletin des sciences 
mathématiques, sér.2, t. XV, 1891, 8. 17. 
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die Integrabilitiitsbedingungen erfiillt sind. Ist das aber méglich, so 
folgt aus (2) sofort das Bestehen der Gleichungen: 

(3) d6,* = do,* = P* Edp? + 2PQFdpdq+ @Gdp’, 
es sind also auch X, und X, Biegungsflichen. 


2. Als Integrabilititsbedingungen erhilt man seclis Gleichungen 
der Form: 
C] p= 
3a (P Sp) — ap 8 oe 


fiir © ist der Reihe nach 2,, ¥,, 2,3 2, Yo, 2, einzusetzen. Diese sechs 
Coordinaten geniigen mithin der partiellen Differentialgleichung: 


ao 4 a0 eg 328 
(4) (P— Q) jpoq + dq Op dp aa? 


Man darf auf beiden Seiten mit P — Q dividiren. Wire nimlich 
P = Q, so wiirden die Gleichungen 
oP 00 oP 00 
oq ‘E-S u7* (O = 2,4), %) 


entweder das Verschwinden sémmtlicher Determinanten der Matrix 


Op op Op 

0% OY 0% 

6g oq = g 
nach sich ziehen, und es wiirde daher 

EG — F?=0 
sein, odei es wire gleichzeitig 


aP oP _ 
da = 0 und Op = (), 


In dem ersten Falle ist die Flache eine dem unendlich fernen imagi- 
niren Kugelkreise umschriebene Developpable. Dieser Fall braucht um 
so weniger beriicksichtigt zu werden, als die Flichen vom Kriimmungs- 
maasse Null iiberhaupt fiir die vorliegende Untersuchung von keinem 
Interesse sind und daher von vorn herein ausgeschlossen werden sollen. 
In dem zweiten Falle ist P— @Q— const., und es geht daher das 
Flichenpaar 2, und 2, aus dem Flachenpaare S, und S, durch eine 
Aehnlichkeitstransformation hervor. Flichenpaare, die in einer solchen 
Beziehung stehen, kénnen einander ersetzen und sind nicht wesentlich 


verschieden. Sie sollen im Folgenden als gleichwerthig angesehen 
werden. Mithin darf man statt (4): 

#O 1 @P 20 1 2Q@ 20 __ 
©) apoq + P—Qaq op + Q—P ap aq —° 


schreiben. 
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Die Gleichung (5) hat eine einfache geometrische Bedeutung: sie 
besagt, dass die Curven p = const. und g = const. auf den F lichen 
S, und S, ein conjugirtes System bilden. Sollen also die Gleichungen 
(2) ein neues Flichenpaar 2, und 2, bestimmen, so ist nothwendig, 
jedoch keineswegs hinreichend, dass die Coordinatenlinien p, q das 
gemeinschaftliche conjugirte System der Flichen S, und 8, bilden. 

Ein anderer Beweis hierfiir ergiebt sich, wenn man mittelst der 
Gleichungen (2) und (3) die Fundamentalgréssen zweiter Ordnung 
A,, M,;, N, und A,, M,, N, von 2, und &, bildet. Eine einfache 
Rechnung zeigt dann, dass diese Grissen mit den entsprechenden 
Gréssen L,, M,, N, und L,, M,, N, von S, und S, durch die 
Relationen : 


patties M, = PU, = QM, N, = QN,, 
A, =PL,, M,=PM,=—QM,, N,= QN, 


verkniipft sind, und da P— @Q von Null verschieden ist, so folgt aus (6), 
dass M, und M, alle beide verschwinden. Mithin sind die Linien 
p =const. und g = const. sowohl auf S, als auch auf S, conjugirt. 
tleichzeitig erkennt man aber, dass M, und M, ebenfalls verschwinden, 
und dass daher diesen Linien fiir die Fliichen XZ, wnd X, dieselbe Kigen- 
schaft zukommt. 


(6) 


3. Bei jeder Abbildung von zwei Flachen S; und S,, also auch 
bei jeder Biegung, giebt es nach Peterson (S. 37) ein gemein- 
schaftliches conjugirtes System p = const. und g = const.*). Bedeuten 
uw und v die urspriinglichen, die Abbildung vermittelnden Coordinaten, 
so wird dieses System durch die totale Differentialgleichung: 

du® —dudv_ dv? 
(I) | N, M, L,|=0 
N, Ny, h| 
bestimmt**), die sich bei manchen Untersuchungen mit Vortheil durch 
die beiden gleichwerthigen partiellen Differentialgleichungen: 


Rest op og —_ BM, (22 2a + 2 2) 4 N, 2p 24 


(Is) 1 Ov dv (5 ov +5 a 1Qudu’ 
‘ O—L, eq (2 oq op o4) 4 dp 04 
2dvav ou do + Ov Ow Nay Cu 

oder auch 





*) Das gemeinschaftliche conjugirte System von zwei Biegungsfliichen be- 
trachtete spiter Ribaucour, Sur les systemes cycliques, Comptes rendus, t. 103, 
24. August 1891, S. 324—32¢; vergl. auch Darboux, Legons, t. IV, S. 120—122. 

**) Die Fundamentalgréssen L, M, N beziehen sich hier auf die Coordinaten 
“% und »v, 
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Ou du 49s dv dv dv 
= Lit55qt & Ge oe + aq ap) t 1 Op dq’ 
(.) O— La ou 4 au dv av dv 
op oq t M, FS iq + aa ap) + 4 ? Op og 
ersetzen lisst. 
Handelt es sich im Besonderen um zwei Biegungsflichen S, und 
S,, so nennt Peterson (S. 58) die Linien p= const. und g = const. 
die Biegungslinien der beiden Flaichen, und zwar aus folgendem Grunde. 
Jedes conjugirte System theilt die Fliche in ein Netz von ebenen 
Vierecken, und es liasst sich daher vermége des gemeinschaftlichen 
conjugirten Systems die Biegung des Flichenstiickes S, in das Flaichen- 
stiick S,, oder in das Spiegelbild von S,, im Grenziibergange auffassen 
als die Deformation eines ungeschlossenen Polyeders, dessen Seiten- 
flachen aus starren ebenen Vierecken bestehen und dessen Ecken 
vierkantig sind, in ein anderes Polyeder derselben Art, bei der nur 
Drehungen um die Kanten gestattet sind, sodass also S, in S, ,,um 
die Biegungslinien gebogen wird“. Es ist sehr lehrreich sich diese 
Biegungen an einem Modelle zu veranschaulichen, das aus vier an- 
einanderstossenden Vierecken gebildet ist; dabei hat man zu unter- 
scheiden, ob das Gauss’sche Kriimmungsmaass positiv oder negativ 
ausfallt. Diese Auffassung der Biegung erfahrt jedoch dadurch eine 
Kinschrankung, dass die Biegungslinien imaginir werden kénnen; ein 
einfaches Beispiel hierfiir bildet die Biegung von Minimalflachen in 
Minimalflachen, bei der das gemeinschaftliche conjugirte System aus 
den erzeugenden Minimalcurven besteht*). 


4. Sind die Coordinaten p und q conjugirt, so geniigen die 
Cartesischen Coordinaten x, y, 2 des Fliichenpunktes p, q alle drei 
der partiellen Differentialgleichung: 


a0 12 2 12 20 
(@) aie 
und zwar haben die Christoff "- ’schen il folgende Werthe: 
oE 0G 
vt—! 1 Faq ~* ap 
1 2 EG—fF* ’ 
(8) 0G dE 
124 hs eet 
- 2 BG—F? 





*) Dass man jede krumme Oberfliiche als die Grenze eines Polyeders auffassen 
kann, dessen Seitenfliichen aus ebenen Vierecken bestehen, ist der Ausgangspunkt 
einer beachtenswerthen Abhandlung Kretschmer’s: Die krummen Flichen fir 
die Theorie der Kriimmungen als Grenze eines Polyeders betrachtet. Programm des 
Friedrich-Wilhelms-Gymnasiums zu Posen. 1875. Die Siitze, zu denen Kretschmer 
gelangt, sind auch fiir die Theorie der Biegungen von Wichtigkeit, 
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Hieraus folgt in Verbindung mit (5), dass die partielle Differential- 
gleichung: 


(» 030 r+ fit) + (oie iet {o{) 32 =o 


durch die Coordinaten x, , y,, 2, erfiillt wird, und da nicht alle Deter- 
minanten der Matrix 





Qe, ay af 
op Op op 
diy am 2% 
6g oq 04g 
identisch verschwinden kémnen, so ist das nur midglich, wenn die 
Coefficienten von e und po beide gleich Null sind, das _heisst, 
wenn die Functionen P und Q den Gleichungen geniigen: 
P 12 
c+ (P—@) {1} =o 
(II.) 


2+ @-Pi{s}—o 


Sind umgekehrt die Coordinaten p und gq fiir S, und S, conjugirt 
und geniigen P und Q den Gleichungen (II.), so bestehen auch die 
Gleichungen (5) fiir O — x,, y,, 2:3 %., Yp, 22, und es sind daher die 
rechten Seiten der Gleichungen (2) vollstandige Differentiale, man 
erhilt also aus ihnen ein Paar Biegungsflichen 2, und 2, oder viel- 
mehr unendlich viele Paare, denn die Integration der simultanen par- 
tiellen Differentialgleichungen (II.) bringt zwei willkiirliche Functionen 
mit sich, die in P und Q enthalten sind. 


5. Die Durchfiihrung des Verfahrens von Peterson gestaltet 
sich hiernach folgendermassen. Man muss erstens zwei Biegungs- 
flichen S, und S, kennen. Dann hat man zweitens die Biegungslinien 
von S, und S, zu ermitteln, was die Integration der totalen Differential- 
gleichung (I.) erfordert. Hat man darauf drittens die beiden simul- 
tanen partiellen Differentialgleichungen (II.) integrirt, so sind viertens 
E+, M15 6:3 Se Mo» & durch je eine Quadratur bestimmt. 

Man kénnte meinen, dass dieses Verfahren keinen grossen Gewinn 
bedeutet, da die Erledigung des allgemeinen Biegungsproblems nur die 
Integration der drei simultanen partiellen Differentialgleichungen: 


G +G) +G-=2 


Ox dx , OYOY , 0202 ’ 
(II:) | dpag + apaq + apaqg = 


Gi) +G2) +@y -«¢ 
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verlangt, wo p und q beliebige Gauss’sche Coordinaten bezeichnen. 
Ks wird sich jedoch herausstellen, dass die besondere Form der 
Gleichungen (I.) und (II.) grosse Vortheile bietet und die Aufstellung 
einer Reihe von Biegungen erméglicht, die man wohl niemals un- 
mittelbar aus den Gleichungen (III.) hergeleitet haben wiirde. 


6. Fir die Anwendungen ist folgende ergiinzende Bemerkung 
von Wichtigkeit. Das Verfahren von Peterson erfordert nur, dass 
man die Biegungslinien von S, und S, kennt. Die Coordinaten p und g 
sind daher nicht vollstiindig bestimmt. Setzt man niamlich: 


(9) P=9(r)), G=¥(%), 

so werden auch durch p, = coust. und q, = const. die Biegungslinien 
von S, und S, dargestellt, und man darf daher diese Transformation 
zur Vereinfachung der Rechnungen benutzen. 

Ks ist leicht zu zeigen, dass man dieselben Flichenpaare 2, und 
=, erhilt, gleichgiiltig wie die Coordinaten der Biegungslinien gewahlt 
sind. Vermége (9) wird zuniichst 

ds,? = ds,? = E,dp,? + 2F dp, dq, + G,dq,’, 
wo 


P'(m)E=£, oly) Q)F=F, ¥°@)G=4, 
gesetzt worden ist. Hieraus folgen sofort die Identititen 


a) = v'(%)- “ st — p' (2) - eat 


welche zeigen, dass die Gleichungen (II.) durch die Transformation (9) 


gerade in die Gleichungen 
oP 


oP + (P—@{Tt =0, 
20+ (@—P){o} —0 


libergehen. Ist das aber der Fall, so sind die Gleichungen (2) diesen 
Transformationen gegentiber invariant, und damit ist die Behauptung 
bewiesen *), 


(Il,.) 


8 2. 


7. Man wird jetzt fragen, in weleher Beziehung die Flichen S, 
und 2,, beziehungsweise S, und 2, zu einander stehen. Es reicht 
aus, wenn eins dieser Flichenpaare betrachtet wird, das der Einfachheit 
halber mit S und 2 bezeichnet werden midge. 





*) Allgemeine Untersuchungen iiber die flachentheoretischen Invarianten 
der Transformation p= g(p,), ¢=(q,) findet man in der Abhandlung von 
Voss: ,,Ueber die Fundamentalgleichungen der Flichentheorie“ (Sitzungsberichte 
der Bayrischen Akademie, Jahrgang 1889, S. 200— 220). 
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Der Flache S(x,y, 2) mit dem Linienelemente ds wird durch die 
Gleichungen: 


dj — PS dp + 9% = dq, 
(2’) an— P22 ap + 0 ¥ dg, 
dg— PF apt+ oe 


eine Fliche 2(&, 7, €) mit dem POOP SM do zugeordnet, wenn 
die Curven p = const. und g = const. conjugirt sind, und wenn die 
Multiplicatoren P und ye den partiellen Differentialgleichungen: 


oP + (P—@{t},—0, 


(II.) 
12 
20 4 (Q—P){o},—0 
geniigen. 
Aus den Gleichungen a folgt zuniichst: 
og ou ey, a 
oP — Pi an “re 3a aie 


CE 
em OS, on git, at gi 

und hieraus ersieht man sofort, dass die Richtungscosinus der Tangenten 
der Linien p = const. und g = const. in entsprechenden Punkten der 
Flichen S und Z dieselben Werthe haben, dass also diese Tangenten 
paarweise parallel sind. Berechnet man ferner die Richtungscosinus 
der Flachennormalen in entsprechenden Punkten, so ergeben sich auch 
hierfiir dieselben Werthe. Die Linien p = const. und q = const. ver- 
mitteln also eine <Abbildung von S auf X durch parallele Normalen 
und zwar in der Weise, dass sie das gemeinschaftliche conjugirte 
System dieser Abbildung darstellen. 

Bildet man umgekehrt zwei Flachen S und 2 durch parallele 
Normalen auf einander ab und bestimmt das gemeinschaftliche con- 
jugirte System dieser Abbildung, so beweist man leicht (vergl. Peterson, 
S. 46 und 47), dass die Tangenten dieser Curven in entsprechenden 
Punkten paarweise parallel sind, woraus sofort das Bestehen der Glei- 
chungen (2’) folgt. Legt man also auf der Fliche S das conjugirte 
System p=—const. und g=const. zu Grunde, so erhalt man alle Flichen, 
die sich auf S durch parallele Normalen so abbilden lassen, dass die 
Curven p= const. und gq = const. das gemeinschaftliche conjugirte 
System bilden, indem man sich mittelst (2) die Flichen 2 herstellt 
(vergl. Peterson, 8S. 50 und 51: Problem des Parallelismus)*). 


*) Die Abbildung durch parallele Normalen spielt auch eine wichtige Rolle 
bei den schénen Untersuchungen von L. Bianchi iiber associirte Fldchen, man 
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8. Weitere Siitze ergeben sich durch die Betrachtung der Funda- 
mentalgrissen erster Ordnung von S und 2, die durch die Gleichungen: 


(1’) ds? = Edp* + 2Fdpdg+ Gd¢ 
und 
(3’) do? = P*Edp? + 2PQFdpdq+ @Gd¢ 


gegeben werden. Bildet man aus diesen Gréssen die Christoffel’schen 
Symbole fiir S und 2, so finden zwischen ihnen vermége der Glei- 
chungen (II.) die folgenden bemerkenswerthen Relationen statt: 


i rs + oe? rie =f + 2e@, 


0} fz, | PLAS, 
PL Str H1.— otal 


Die beiden letzten Relationen erhilt man fast ohne jede Rechnung 
durch folgende Bemerkung. Die Gleichungen (2’) lassen sich ersetzen 
durch die Gleichungen: 


daz = 128 gy 4 oe, 


P Op 
1 12 
dy=—ptdpt+z O 5g 2% 


1 0g 
da = 5 Gi dpt @ aq 


und es ist daher: 
é 12 
wae) + GG — gis 
‘ 12 
inl) + (@— p) 2}, =° 


woraus durch Vergleichung mit (II.) die gesuchten Relationen hervor- 
gehen. 


9. Die geoditischen Linien der Fliche S geniigen der totalen 
a 


vergleiche seine Abhandlung: Sulle deformazioni infinitesimi delle superficie 
flessibile ed inestensibile, Atti della Reale Accademia dei Lincei, Rendiconti, Serie 5*, 
t. 1. Sem. 2. 1892. S. 41—49, sowie seine Lezioni di geometria differenziale, Pisa 
1894, Cap. XI und E, Cosserats Note: Sur la déformation infinitésimale et sur 
Jes surfaces associées de M. Bianchi, Comptes rendus, t. 115, 1892, S. 1252—1255. 

Fiir die Abbildung von Flichen durch parallele Normalen vergleiche man 
auch Enneper, Gittinger Nachrichten, 1882, 8, 31—47, 89—102 und Ribaucour, 
Mémoire sur la théorie générale des surfaces courbes, Journal de Mathématiques, 
série 4, t. VII, 1891. 8S, 5—108, 219-270, 


18 * 
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dq dp — dp q—[f9},av* +2] 9},apaa+ {9 },00"|ap 


— [fi },ae* +24 T},apaa-+ 7 },a0°] a, 
und eine analoge Gleichung gilt fiir die Flache 2. Die Relationen (10) 
zeigen, dass die sammtlichen oo? geoditischen Linien von S die 
simmtlichen oo? geoditischen Linien von X zu Bildern haben, wenn 
P= Q = const. ist. Sollen umgekehrt die Flichen S und 2 dieselbe 
Differentialgleichung der geodatischen Linien besitzen, so miissen fiir 
beide Flichen die Christoffel’schen Symbole dieselben Werthe 
haben. Die Gleichungen (10) zeigen aber, dass diese Forderung nur 
dadurch erfiillt werden kann, dass entweder P = Q also, nach Nr. 2, 
= const. ist, oder dass die Gréssen: 


fu (22) (12) e dlogP dlogQ 
Q$e’ Liss? U1 ss’ t2hs? Op? aq 
identisch verschwinden. Dann ist aber nach (II.) auch 
oP 2Q _ 
oa =0, op 0, 
P und Q sind also beide Constanten. Genaueres iiber diesen beson- 
deren Fall findet man in dem Abschnitte IV dieser Abhandlung. 

Im Allgemeinen werden daher nur bestimmten geoditischen Linien 
von S geoditische Linien von & entsprechen kénnen, und von be- 
sonderem Interesse ist dabei der Fall, dass die Coordinatenlinien 
p = const. und g= const. diese Eigenschaft besitzen. Sollen diese 


Curven geoditisch sein, so muss die Gleichung (11) durch dp =—0 
und durch dq = 0 erfiillt sein, und das erfordert, dass die Identititen 


a Peo ma fio 


(11) 





bestehen. Dann zeigen aber die Relationen (10), dass auch 
, 22 ll 
(12’) f7},= 0 und jo} —0 


ist, das heisst, es gilt der Satz: 

»Besitet die Fliiche S ein conjugirtes System p = const. und 
q = const., das aus lauter geodétischen Linien gebildet wird, und leitet 
man aus S neue Flichen Z durch die Gleichungen (2°) her, so sind 
die Linien p = const. und q = const. auf = ebenfalls conjugirt und 
geoditisch*. 

Die Flachen S, die ein solches conjugirtes System besitzen, con- 
stituiren eine besondere Flachenclasse, die durch die drei Gleichungen: 


ay fimo, Hao, aro 
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charakterisirt ist. Ausserdem miissen die Fundamentalgréssen erster 
und zweiter Ordnung den drei Fundamentalgleichungen geniigen, die 
allgemein so lauten: 


LN— M?= K(EG) — F?), 
we) | Se tliieriely— + fies (oh ae 
set hist + fo} Mm Se+ fT ae (apy, 
und fiir big ‘velba Fall sisters in: 


LN = K(EG — F®), 


a eg? — 


a oN = {Fi 





Mithin bestehen zwischen a drei Fundamentalgréssen erster Ordnung 
E, F, @ die drei Differentialgleichungen: 


=o. fil-e 


15 
2 3) 4 2 (8) _ weene—F9,, 
op oq , 
10. Die Relationen (10) zeigen, dass nicht nur die Gleichungen 
11 22 
(12) {9}.=9, 11,79 
sondern auch die Gleichungen 
12 12 
(16) {147% fo}, 


gegentiber der Transformation von S in Z invariant sind. Auch die 
Gleichungen (16) haben eine einfache geometrische Bedeutung. Sie haben 
zur Folge, dass die Coordinaten x, y, 2 der Differentialgleichung: 

’ ao 
7) apoq— ° 


*) Hierzu vergleiche man die Abhandlungen: 
A. Voss, Ueber diejenigen Flichen, auf denen zwei Scharen geodiatischer 
Linien ein conjugirtes System bilden, Sitzungsberichte der Bayrischen Akademie, 


_Jahrgang 1888, S. 95—102; 


A. Razzaboni, Delle superficie dalle quali due serie di geodetiche formano 
un sistema conjugato, Memorie di Bologna serie 3*, t. IX, 1889, S. 765—776; 

C. Guichard, Recherches sur les surfaces & courbure totale constante et 
sur certaines surfaces qui s’y rattachent, Annales scientifiques de l’Ecole normale, 
série 83, t. VII, 1890, S, 233; 
sowie die Werke: L. Bianchi, Lezioni di geometria differenziale, Pisa 1894, S. 271 
und G. Darboux, Legons, t. IV, Paris 1895, S. 103. 
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geniigen, und das bedeutet, dass die Flache S eine Translationsfliche 
ist, deren erzeugende Curven die Linien p= const. und g = const, 
bilden; es ist bekannt, dass diese Curven stets ein conjugirtes System 
bilden. Vermdge (10) gilt also der Satz: 

»,Ast die Fliche S eine Translationsfliche , deren erzeugende Curven 
die Linien p = const. und q = const. sind, so werden auch die Fliichen 
= Translationsflichen, deren erzeugende Curven die Linien p = const, 
und q = const, sind. 

Bestehen die Gleichungen(16), so gehen die Gleichungen (II.) tiber in 

’ P 
(II’.) oe co —0, 
und es ist daher 


P=9(p), Q=¥(9)- 

Kennt man also von einer Translationsfliiche S, eine Biegungsfliche S, 
von der Beschaffenheit, dass die Biegungslinien die erzeugenden Curven 
von S, sind, so erfordert die Durchfiihrung des Verfahrens von 
Peterson nur die sechs Quadraturen. 

Sind die erzeugenden Curven im Besonderen Minimaleurven, also 
die Fliche S eine Minimalfliche, so wird 

ds? = 2Fdpdgq, 

do? = 2PQFdpdgq, 
das heisst, die Flichen & sind ebenfalls Minimalflachen. 


also auch 


11. Bildet man endlich die Fundamentalgréssen zweiter Ordnung 
L, M, N von S und A, M, N von 2, so ist 
(6’) A= PL, M=M=0, N=QN, 
und es gilt daher der Satz: 

» Werden die drei Fundamentalgleichungen (F.) durch die Grissen: 

E, F,G; L,0,N 
befriedigt, so geniigen ithnen auch die Grissen: 
P°E, POF, @°G; PL, 0, ON, 
vorausgesetat, dass P und Q durch die Differentialgleichungen: 
9 € 
P+ (P—O{if—0, 2%+@-Pi{z}—o0 
bestimmt werden “. 

Es ist leicht diesen Satz direct zu beweisen und damit eine zweite 
Begriindung des Verfahrens von Peterson zu gewinnen. Stellt man 
namlich die Fundamentalgleichungen fiir 2 auf, so ist die zweite und 
dritte Gleichung vermége der Relationen (10) befriedigt, wahrend die 
Gauss’sche Gleichung 


a 1 LN 1 > 
(17) K= 39 sa@—F— pg 4X 











am ae fete 
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sofort aus den Gleichungen fiir die Hauptkriimmungsradien R, und R, 
von S, P, und P, von & folgt, die so lauten: 


‘ LNR’* —(GL+EN)R+ (EG—F?) =0 
un 
LNP? — (QGL+ PEN)P + PQ(EG— F?) =—0. 

Aus diesen beiden Gleichungen lisst sich noch eine Folgerung 
ziehen, die genannt zu werden verdient. Ist S eine Minimalfliche, so 
besitzt 2 dann und nur dann dieselbe Kigenschaft, wenn 

E=G=0 


ist, das heisst, wenn die Curven y = const. und g = const. die 
erseugenden Minimalourven sind, und das ist gerade der Fall, der am 
Schluss der vorhergehenden Nummer betrachtet wurde. 


§ 3. 
12. Will man das Verfahren von Peterson anwenden, so besteht 
die hauptsaichliche Schwierigkeit in der Integration der simultanen 
partiellen Differentialgleichungen: 


i | oe + (P—@) {171 0, 
ce + (Q—P){ Gt =0, 


die daher genauer untersucht werden sollen. 
Sind allgemeiner die Differentialgleichungen : 


© ata 
(18) 


ag 
vorgelegt, wo a, 6, y und dé Functionen von p und q bedeuten, so wird 
(19) Gu 2p. ie 


B B oq’ 
und P geniigt daher der linearen homogenen partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung: 
et. a oP _@ log 6 oP é ¥ = 
(20) époqt «et? op oq + (Bap 5+ by) P= "7 
Hiermit ist der Anschluss an die classischen Theorien von Laplace, 


Riemann und Darboux erreicht (vergl. Darboux, Legons, t. II.) 
Die Invarianten der Gleichung (20) sind: 





7] oe 2} 
h=—By, k= By—Se 4 2 — ome. 
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Sobald eine dieser Invarianten verschwindet, lasst sich die Integration 
der Gleichung (20) durch blosse Quadraturen ausfiihren. Wendet man 
das auf (II.) an, so ergeben sich die beiden ausgezeichneten Fille: 





(a) {11 0 oder pi=9, 
©) {Th fa}tantt} tacts} —apaatt}—° 


oder die Gleichung, die hieraus durch Vertauschung von p und q, 
1 und 2 entsteht. 


Ist (1? = 0, so sind die drei Coordinaten x,, y,, 2, von S, 


Lésungen der Differentialgleichung: 
@O _ 412) 00 _ 
op eq tof eq ai 
Setzt man daher 
12 aq 
, Jt =A(p,q), 
so wird: 


2, = f ro(v)ep + ho, 
(21) v1 = fr¥4(0) op +9(9), 
a= frx(r) +o, 


und entsprechende Gleichungen gelten fiir z,, y,, 2,. Bildet man 
hieraus ds,? und ds,? und setzt diese quadratischen Differentialformen 
einander gleich, so ergeben sich drei Gleichungen, denen g,, ¥,, %9; 
fo» Go, he geniigen miissen, wenn S, eine Biegungsfliche von S, und 
die Linien p = const. und gq = const. die Biegungslinien von S, und 
S, sein sollen. Gelingt es eine solehe Fliche S, zu finden, so 
erfordert die Bestimmung von 2, und 2, nur Quadraturen. 

Der ausgezeichnete Fall (a) wird spiiter eingehend behandelt werden. 
Hier sei nur noch bemerkt, dass er bei einer jeden Fliche S, eintritt. 
Es geschieht das im Besonderen, wenn man fiir die Curvenschar 
p = const. die eine Schar der Minimallinien von S, wahlt, wodurch 
dann die andere Schar des conjugirten Systems p, g: q = const. voll- 
standig festgelegt ist. Verschwindet namlich G, so ist auch 


12 
{1 }=9 
13. Die Zuriickfiihrung der Gleichungen (Il.) auf die lineare 


Differentialgleichung (20) fiir P hat den Nachtheil, dass die Symmetrie 
verloren geht. Bei den allgemeineren Gleichungen (18) wird sich das 








nan ane a. 28 
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nicht vermeiden lassen, aber die besondere Form der Gleichungen (II.) 
gestattet ein Verfahren, das nicht nur den Vorzug der Symmetrie hat, 
sondern auch bei den folgenden Untersuchungen wiederholt als zweck- 
missig sich bewahren wird. 


Setzt man 
; @2.aH a2. aH 
wo H irgend eine Lésung der linearen homogenen Differentialgleichung: 
@H 412,\0@H__(12)aH_ 
(28 epee \1 ba —{2}eq° 


bedeutet, so gehen die beiden Gleichungen (II.) in dieselbe lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung: 


oH oH 
a2 (12) dg a2 12, dp a2 
(24) apéa— 12) oH op 111 9H 307° 
op 04 


iiber, die also die Gleichungen (II.) vollstandig ersetzt. 
Um eine Lisung der linearen homogenen Differentialgleichung 
(23) zu erhalten, braucht man aber nur 


A= ay 2, + by yy + Oy 4, + A_%_ + bY. + C22. 
zu setzen, wo a,, b,, ¢,3 @, 0), ¢, willkiirliche Constanten bedeuten, 
denn die 6 Coordinaten, 2,, 4, 2:3 %) Ya, #, miissen der Differential- 
gleichung (7) geniigen, wenn p = const. und q = const. das gemein- 
schaftliche conjugirte System von S, und 8, sein soll. 
Die Gleichung (24) gewinnt eine besonders einfache Gestalt, wenu 
aH _ oH 
op aq’ 
mithin H eine Function von p-+q allein ist. Als nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir, dass (23) eine Lésung H = H(p-+q) 
besitzt, ergiebt sich sofort 


12 
(25) {4 {9} = 4(p+9). 
Besteht also die Gleichung (25), so tritt an die Stelle von (II.) die 
Gleichung 
, #2 12) a2 12) @2 
(24) apoa {2 }ep— 11} 3a 


Man kann sofort einen Fall angeben, in dem (25) besteht: wenn 
E, F,G selbst nur von p + q abhingen. Wird dann 
(26) pt+q=6, p—q=t 
eingefiihrt, so geht ds,? in eine quadratische Differentialform iiber, 
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deren Coefficienten nur von o abhingen, mithin ist S, auf eine 
Rotationsfliche abwickelbar. 
Ist im Besonderen 


{Ph > \—ifeta), 


so werden die Gleichungen (23) und (24) mit einander identisch, und 
man hat daher die Lésung 


Q = aH, + By yy Oye, + yt, + yy, + Cy 2, 
in der a,', b,’, ¢;'3 a, b,', ¢,’ wieder willkiirliche Constanten bedeuten. 
Ist aber Q bekannt, so erfordert die Bestimmung der Biegungsflichen 


=, und Z, nur noch Quadraturen; ein Beispiel hierfiir liefern die in 
Nr. 43 betrachteten Schraubenflichen. 


§ 4. 

14. Bildet man zwei Flichenstiicke S, und S, auf einander ab, 
so giebt es, wie schon in Nr. 3 bemerkt wurde, auf S, stets ein con- 
jugirtes System p — const. und g = const., dessen Bild auf S, wieder 
ein conjugirtes System ist. Wird eine dritte Fliche S, auf S, ab- 
gebildet, so besitzen auch S, und S, ein gemeinschaftliches conjugirtes 
System p’ — const. und g —const., das im Allgemeinen verschieden 
von dem Systeme p = const. und g = const. ausfallt. Nur in beson- 
deren Fallen wird es eintreten, dass ein und dasselbe conjugirte System 
allen drei Flachen S,, S, und S, gemeinsam ist. 

Die Gleichungen (I>) erlauben, die nothwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen hierfiir aufzustellen. Es muss nach ihnen gleichzeitig: 


24 u Ov 4 ee av ov 

Li 3p dat M, (5a + soe +N 1 Op 04 mS, 

Ou du du dv ov dv _ 
(27) L, oe 4M, (Bee 4 +, 0, 


au Ou +2 dv dv dv 
Ls op aq + G5 oq + oq ap) +N 3 Op oq 
sein*). Das ist aber, wie man ohne Miihe beweist, nur dann mdglich, 
wenn die Determinante 


L, M, N, 
(A.) L, MN, N, 
I, M, N, 








ist. Besteht umgekehrt die Gleichung (A.), so folgt aus den Glei- 
chungen: 


*) Die Fundamentalgréssen L, M, N beziehen sich in dieser Nummer auf 
die Coordinaten « und », 
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L Ou os y, Gee av 4% 3 Ny, dv dv =, 


(1) ' Op oq ap oa + oq op Op a4 
Ou Ou Ou dv rs ov av dv 
La 3p 9q + Ms op og + aq op) + a os oa =e, 


dass entweder auch 
ou du du dv += av dv dv 
Ls 5p Op oq + mF dq + aq ap +N 3op dq 
oder dass alle Determinanten der Matrix 
L, M, N, 
( M, ”) 
identisch verschwinden. Das letztere bedeutet aber, dass die Funda- 
mentalgréssen zweiter Ordnung von S, den enisprechenden Grdssen 
von S, proportional sind und dass daher jedes conjugirte System auf 
S, ein conjugirtes System auf S, zum Bilde hat, im besonderen also 
auch das gemeinschaftliche conjugirte System von S, und irgend einer 
dritten Fliche S,. Hiermit ist also bewiesen, dass die Gleichung (A.) 
die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines 
gemeinsamen conjugirten Systems von S,, S, und S, darstellt. 


In ahnlicher Weise giebt, wie nebenbei bemerkt werden miége, das 
Bestehen der Gleichung: 








E, F, G, 
(A’) | #, F, G, 
E, F, G@, 


die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die drei 
Flachen S,, S, und S,, die durch die Gauss’schen Coordinaten u und v 
auf einander abgebildet sind, ein und dasselbe gemeinschaftliche Ortho- 
gonalsystem besitzen, wobei der Fall der conformen Abbildung von 
S, auf S, wieder eine Ausnahmestellung einnimmt. 


15. Nunmehr sei die Abbildung von S, auf S, eine Biegung. 
Nimmt man auf S, ein bestimmtes conjugirtes System an, so lasst 
sich nach Nr.3 im Allgemeinen diese Flache S, nur in eine einzige 
neue Form S, biegen, so dass das gegebene conjugirte System die 
Biegungslinien von S, und S, darstellt (vergl. Peterson, 8S. 58), und 
es ist daher etwas Besonderes, wenn drei Biegungsflichen S,,S, und 
S, dieselben Biegungslinien besitzen. In diesem Falle lisst sich zeigen, 
dass S, und S, einer stetigen Mannigfaltigkeit von Biegungsflachen 
der Flache S, angehéren, die simmtlich mit S, jenes conjugirte System 
gemeinsam haben*). Diese Biegungslinien sollen dann nach Petersoa 
(S. 59) Hauptbiegungslinien heissen. 

*) Unabhingig von Peterson ist spiter E. Cosserat auf dieses Theorem 
gekommen, das Peterson (S, 59) ausgesprochen hatte, ohne es jedoch zu beweisen ; 
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Zum Beweise bilde man die drei Ausdriicke: 
L=e,L, +o,L, + ,L,, 
M = «,M, + «,M, + «,M 
N =2a4,N, +4,N, + 4,N. 
in denen @,, a, «, Functionen von « und v bedeuten, iiber die noch 
verfiigt werden darf, und sehe sie als die Fundamentalgréssen zweiter 
Ordnung einer Fliche S an, deren Fundamentalgréssen erster Ord- 
nung, wie bei S, und S,, E, F, G sind*). Dann ist identisch: 





I, M, N, 
I, M, N, 
L MN 





das heisst, S hat mit S, und S, dasselbe conjugirte System gemein- 
schaftlich, und es kommt also nur darauf an zu zeigen, dass die 
Fundamentalgréssen E, F', G und L, M, N vermige geeigneter Be- 
stimmung der Functionen a,, @,, , die drei Fundamentalgleichungen: 


LN — M? = K(EG— F%, 
wy) tht et fa} Ia aan 
a t{T PEt {SMa BHT] M+ Ey 


befriedigen, Dabei ist zu beachten, dass diesen Gleichungen bereits 
die Fundamentalgréssen von S,, S,, S, Geniige leisten. Beriicksichtigt 
man diesen Umstand und fiihrt noch zur Vereinfachung statt der all- 
gemeinen Coordinaten uw, v die Coordinaten p,q des gemeinschaft- 
lichen conjugirten Systems von S,, S,, S, ein, so ergeben sich aus 
(F.) fiir @,,a,, a, die drei Bedingungsgleichungen : 


(a, L, + a, L, +a, L,) («, N,-+ a, N, +a, «lial 
L, Bk con tL, Set cat 


Ou, Oa, rad 
sce erat. 


deren Integration theoretisch keine Schwierigkeiten hat. 
Man wird so auf die interessante Aufgabe gefiihrt, alle Flachen S, 
zu bestimmen, die sich in stetiger Weise so biegen lassen, dass ein 





man vergleiche seine Abhandlung: Sur les systémes conjugués et sur la défor- 
mation des surfaces, Comptes rendus, t, 113, 12. October 1891, S. 460—463, sowie 
auch die in Nr. 7 angefiihrten Schriften von L. Bianchi. Der im Folgenden 
mitgetheilte Beweis ist wesentlich verschieden von dem Beweis, den Cosserat giebt. 

*) Abweichend von der friiheren Bezeichnung beziehen sich hier L, M, N 
und E, F, G auf die Coordinaten u und v, 
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conjugirtes System wiahrend des ganzen Verlaufes der Biegung stets 
conjugirt bleibt*). Die allgemeine Lésung dieser Aufgabe, auf die 
Peterson zuerst hingewiesen hat, scheint erhebliche Schwierigkeiten 
zu bieten**). Wohl aber wird bei den folgenden Untersuchungen eine 
Reihe von Flichentypen auftreten, die der soeben charakterisirten 
Classe angehéren. Wendet man namlich das Verfahren von Peterson 
an, um aus einem Paare von Biegungsflichen S, und S, ein neues 
Paar von Biegungsfliichen 2, und 2, zu erhalten, so sind die Linien 
p= const. und g = const. die Biegungslinien sowohl von S, und S, 
als auch von 2, und 2. Kennt man also eine Flache S,, die sich 
auf stetige Art in Flaichen S, so biegen lisst, dass ein conjugirtes 
System von S, im ganzen Verlaufe der Biegung conjugirt bleibt, so 
erhilt man eine Flache 2,, der die gleiche Eigenschaft zukommt, und 
gleichzeitig sind die Flachen 2, die betreffenden Biegungsflachen von 
=,- Aus jeder Lésung der betrachteten Aufgabe entspringt auf diese 
Weise eine neue Lésung und so fort, vorausgesetzt, dass nicht etwa 





*) Eine entsprechende Aufgabe gilt fiir die Biegung von wngeschlossenen 
Polyedern mit starren ebenen Seitenfliichen, Es diirfte hier fiir die Theorie der 
Polyeder, die in neuester Zeit durch Eberhardt eine so bedeutsame Férderung 
erfahren hat, sich ein neues Feld eréffuen. Dass ein convexes, geschlossenes 
Poiyeder starr ist, war schon Euklid bekannt, es ist aber erst 1812 von Cauchy 
bewiesen worden. Wie Cauchy in den Comptes rendus, t. 21. 1845. S. 664 
berichtet, hatte Lagrange, dem er 1812 seinen Beweis mitgetheilt hatte, daraus 
geschlossen, dass eine geschlossene, convexe Fliche als Ganzes nicht biegsam 
ist; man vergl. auch Minding, Journal fiir Mathematik. Bd. 18, 1838, 8, 368. 

**) E. Cosserat hat diese Aufgabe auf folgendes Problem reducirt: Gestattet 
eine Fliche S eine stetige Biegung mit Erhaltung eines conjugirten Systems, so 
geniigen bei Einfiihrung dieses conjugirten Systems als Parametercurven die 
Fundamentalgrissen erster und zweiter Ordnung #,F,G; L,0, N ausser den 
drei Fundamentalgleichungen auch den Gleichungen: 


Beyaz (yay oh 
Op \1 oq 2 1 ay* 
hierbei beziehen sich die Christoffel’schen Zeichen, die oben mit einem Strich 
versehen sind, auf die quadratische Differentialform 
dX*+ dY*-+ dZ* = Edp* + Fdpdq + Gdq’, 
wo X, Y, Z die Richtungscosinus der Flachennormale im Punkte p,q bedeuten; 
siehe seine Abhandlung: Sur les systémes cycliques et sur la déformation des 
surfaces, Comptes rendus, t. 113, 1891, S. 461. Bald darauf hat E. Bianchi 
diesen Satz in eleganter Weise bewiesen und auch gezeigt, dass alle Voss’schen 
Flachen die verlangte Eigenschaft besitzen (vergl, die in Nr. 7 angefiihrten 
Schriften), 
Es fehlt jedoch noch eine eingehende Discussion der Gleichungen die C osserat 
aufgestellt hat, 
Eine weitere, sehr interessante Aufgabe wire, zu ermitteln, welche Flichen 
mehr als ein conjugirtes System besitzen, unter dessen Erhaltung sie stetig ge- 
bogen werden kénnen. 
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die Fliche 2, mit S, oder einer der zugehérigen Biegungsflichen S, 
zusammenfallt, ein Fall, der, wie sich bald herausstellen wird, wirklich 
eintreten kann. 


Il. 
Ueber die Biegungen der Schraubenflaichen. 
§ 1. 


16. Im Jahre 1838 machte Minding die wichtige Entdeckung, 
dass eine jede Rotationsfliche: 


L=UcOsv, y=uUsinyu, z= f(u) 


sich in stetiger Weise so biegen laisst, dass ihre Meridiane und Parallel- 
kreise in die Meridiane und Parallelkreise neuer Rotationsflachen iiber- 
gehen*). Setzt man namlich 





(S.) 2 = au cos -, y= au sin <, c= fri —a+f'?(u) du, 
wo a eine willkiirliche Constante bedeutet, so wird identisch 
de +dy+d2=— (1 +f'?(w)) du? + u? dv?. 


Bald darauf, im Jahre 1839, gelangte Minding zu einer bedeut- 
samen Verallgemeinerung dieser Formeln. Indem er untersuchte, ,,wie 
sich entscheiden lisst, ob zwei gegebene krumme Flichen auf einander 
abwickelbar sind oder nicht“, wurde er auf die ,,Flachen von unver- 
inderlichem Kriimmungsmaass“ gefiihrt, die bei dieser Untersuchung 
eine Ausnahmestellung einnehmen, und es gliickte ihm alle oo° 
Schraubenflichen zu finden, die auf die Kugel vom Halbmesser 7 


abwickelbar sind. Sie werden durch die Gleichungen: 


Z=reosy, y=rsiny, c= {Vga —1— har thy 


gegeben, in denen a und h willkiirliche Constanten sind. 

Minding hat die nahe liegende Verallgemeinerung auf die 
Biegung beliebiger Rotationsflichen in Schraubenflaichen nicht durch- 
gefiihrt, das ist erst von Bour in seiner 1861 gekrénten Preisarbeit 
geschehen ***), Geht man aus von der Rotationsfliche 





*) Ueber die Biegung gewisser Flichen, Journal fiir Mathematik Bd, 18, 
Berlin 1838, S. 367, 


**) Journal fiir Mathematik Bd. 19, Berlin 1839, S. 376—378. 
***) Théorie de la déformation des surfaces. Journal de I’Ecole polytechnique. 
Cahier 39, Paris 1862, 8. 82. 








oo. ~~ & 








5) 





Biegungen und conjugirte Systeme, 275 


(28) vw—=U(u)cosv, y= U(u)sinv, s—fyi- U’? (u) du, 

























deren Linienelement ds durch die Gleichung - 
(29) ds? = du? + U?(u) dv? 
gegeben wird, so besitzen auch die co? Schraubenflichen: 


«= ay U? — &- cos ~ 2 90), 
(Sao) | y= afU?— ®@: sin ~ oo, 


z= y(u) + dv, 


wo a und b willkirliche Constanten bedeuten, simmtlich dasselbe 
Linienelement ds, wenn man die Functionen p(w) und #(u) durch die 
Gleichungen: 





ou) = (YFP AOU. gory: | 


$0) = [Yo = OUT 





(30) | 


bestimmt; der Quadratwurzel ist beide Male dasselbe Vorzeichen bei- 
wulegen. Setzt man b= 0, so ergeben sich die oo! Minding’schen 
Biegungsflichen S,,o: 


x= aU cos <, y=aU sin -, 2 =fvi-@ U'? du 
der urspriinglichen Rotationsfliiche S,,o: 


z= Ucosv, y= Usinv, em [Vi—T? au. 


17. Die Betrachtungen der vorhergehenden Nummer bediirfen 
nach zwei Richtungen hin der Erginzung. Zu jeder quadratischen 
Differentialform 

du? + U*(u) dv? 
gehoren vermége der Gleichungen (S,,,) co? Schraubenflichen , die sich 
als Biegungsflichen der Rotationsfliche S,,) auffassen lassen. Geht 
man aber umgekehrt von S;,o aus, so kénnte das Quadrat des Linien- 
elementes ds von Sj,» sich auf verschiedene Arten in der Form 

du? + U?(u) dv? 
darstellen lassen. Zu jeder dieser Darstellungen gehdrten dann die 
oo? Flichen S,,,, und es kénnte daher Flichen S,,o geben, die mehr 
als oo? Schraubenflichen zu Biegungsflichen haben. 

Andererseits kénnten sich unter den oo? Flaichen S,,, unendlich — 
viele congruente oder ihniiche Flichen befinden, und dann ist es denkbar, 
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dass man durch die Gleichungen (S,,,) nur oo' oder sogar nur eine 
endliche Anzahl] von wesentlich verschiedenen Flachen erhilt. 
Um das erste Bedenken zu beseitigen, hat man die Gleichung 
ds? = du? + U?(u) dv? = du,? + U,?(u,) dv,? 
zu untersuchen, in der u, und v, unbekannte Functionen von u und » 


bedeuten. Aus der Invarianz des Gauss’schen Kriimmungsmaasses 


folgt zunachst 
1 @U 1 wu, 
U aut U; du? ? 


und es ist daher entweder u, eine Function von w allein: 


Uy — f(u) ’ 
oder die Flaiche S, ist von constantem Kriimmungsmaass. 
Hat man 
? tea f (u), 
so wird 


2 oe ad te 2 DA 2 
7 U#(f) du? + ALE dv’, 
wahrend andererseits 


an, dr, 2 du, 
dv? — (Se) du? + 25 dudu + (Fe) dv? 
ist. Diese beiden Gleichungen sind nur dann mit einander vertriglich, 
wenn v, eine Function von v allein wird: 


v, = 9(v), 
und dann muss 


1-1 = 0, 2 920) 
sein. Hieraus folgt sofort: 
f(u) = +u-+const., g(v)=—av+a’, 
wo @ und a’ Constanten bedeuten, und es wird unbeschadet der All- 
gemeinheit 


ds? = du? + U%(u) do? = dut + 7 a(avy, 


das heisst man erhalt die Linienelemente, die zu den Minding’schen 
Biegungsflachen S,,9 von S;,o gehéren und die von dem Linienelemente 
der Flaiche S,o nicht wesentlich verschieden sind. Ist also das Kriim- 
mungsmaass dieser Fliiche variabel, so gehéren zu ihr nur die oo° 
Schraubenflachen S,,,. 
Ist das Krimmungsmaass constant, und etwa 

K=>;, 

so geniigt U der Differentialgleichung: 
U” —-PU=0, 

aus der 














1- 
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U =¢,e + c,e-* 
folgt; c, und ¢, sind die Integrationsconstanten. Da jedoch U nur bis 
auf eine multiplicative Constante bestimmt ist, so giebt es nur oo! 
verschiedene Formen des Linienelementes der Fliiche S,o. Zu jeder 
dieser co! Formen gehért eine Fliichenschar S,,. Trotzdem giebt es 
nur oo? Schraubenfliichen constanten Kriimmungsmaasses K = = 


die sich nach Minding durch die Gleichungen: 


x=reoy, y=rsiny, eh eee 1 — Mar + hy 


darstellen lassen; a und h bedeuten willkiirliche Constanten. 
Ks ist jedoch in diesem Falle nicht gleichgiiltig, von welcher der 00! 
Formen des Linienelementes man ausgeht. Wihlt man zum Beispiel 


U=e, 


so sind die Fliaichen S,o alle congruent der Fliche, die durch Rotation 
der Tractriz um ihre Axe entsteht; es ergeben sich also auf diese 
Weise nur oo' Schraubenfliichen constanten Kriimmungsmaasses 


=>"). 


Damit wird man auf das zweite Bedenken gefiihrt, das sich dem- 
nach als begriindet erweist. Soll die Schar der Flichen S,,, sich durch 
Congruenz auf co' Flachen reduciren, so ist leicht zu zeigen, dass 
diese Flachen oc? Biegungen in sich gestatten miissen und daher von 
constantem Kriimmungsmaasse sind. Soll dasselbe durch Aehnlichkeit 
eintreten, so milssen die Fliichen S,, gleichzeitig Spiralfldchen sein 
und hierfiir ist es nach Peterson, 8.76, nothwendig und hinreichend, 


dass ds? auf die Form 
du? + wv" dv? 


gebracht werden kann, wo m eine Constante bedeutet**). Kin Beispiel 
hierfiir findet sich in Nr. 38. 


§ 2. ; 

18. Will man auf zwei Schraubenflichen S,,, und S,,,,, das Ver- 
fahren von Peterson anwenden, so muss man zunichst das gemein- 
schaftliche conjugirte System dieser Biegungsflichen ermitteln und hat 
zu diesem Zwecke vor allem die Fundamentalgréssen zweiter Ordnung 
L, M, N von S,,, zu berechnen. 


*) Man vergleiche Darboux, Legons, t.I, S. 37. 

**) Dieselbe Frage behandelt L. Raffy, Détermination de l’élément linéaire 
des surfaces spirales & lignes d’égale courbure paralléles, Bulletin de la société 
mathématique, t. XX, 1892, 8. 22. 
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Da in dem vorliegenden Falle nach (29): 
EG — F? = U? 
ist, so kommt zuniichst, wenn zur Abkiirzung 
ics o°) on g 
gesetzt wird: 


| 





a — ror = 0084+ 08 singg —YVU?—bsiny —Y/U2—P mu 


y’ b 0 


und hieraus erhalt man durch leichte Umformungen: 





N=*V0?—¥—@U?U". 
Entsprechend wird 





UM = 
ca cosy-+-VU*— singg’ —VU*—b*siny TRE sing +O PME 
‘aR sing —VU*—@ coszq’ +VU*—b* cosy + pe VOB sing 
| » b 3 
und hieraus folgt: 
u—*.>). 


Die Berechnung von L geschieht jetzt zweckmissig mittelst der 
Gauss’schen Relation: 


LN — M’? = K(EG—F’); 
denn fiir K ergiebt sich aus (29) sofort der einfache Ausdruck: 
vu" 








Mithin wird 
LN — M*?=— UU” 
und 
L=} eee 
4ueyour—-e—e@Ueu? 








9 





c08y 


= 
Li 


sin 


’ 
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Man hat daher: 








te! bat UU" 
a’ uwyVur—e—ateu’ 
1 —b 
(82) Book 2, 
— * -VU—P_—a@uv?, 


und entsprechende Gleichungen gelten fiir die Fundamentalgréssen L, , 
M, und N, von ae 


19. Nach diesen Vorbereitungen ergiebt sich fiir die Biegungs- 
linien von Sq, und S,,,, die totale Differentialgleichung: 


| du? du dv dv? l 
, | 














?_ wmv? b ___ #—@& UU" 
(I, .) tind tilted U u?:V0?— v'—atU*U'? | =0, 
7 b bt —a?*U8U” 
V U?—b?—a;? U*U" U UV 0a 


die sich sofort in der Form 
A(u) du? + 2 B(u) dudv + C(u) dv? = 0 
schreiben lasst; hierbei ist zu beachten, dass die Coefficienten A, B, C 
nur von u und nicht von v abhiingen. 
Soll der Coefficient C(w) von dv? verschwinden, so muss 
b°(U?—B?—a’? U? U’?) am b?(U?*—b,?—a,? U? U’?) 
sein, woraus sofort 
b,? — b? = (a?b,? — a,?b*) UV’? 
folgt. Nun sollte K nicht gleich Null sein, mithin ist nach (31) U’ 
keine Constante, und daher fiir sich 
b,7—b?=—0 und a*db,?—a,?b? =0. 
Diese Gleichungen erfordern, dass entweder 
a=a,, b? = b,? 
ist, und dann sind die Flachen S,, und S,,,», bis auf ihre Stellung 
im Raume mit einander identisch oder dass man 


b=—b,=—0 
hat, und dann sind S,9 und S,,,o Rotationsflachen, Die Gleichung (I,) 
eht fur 
. b= b, =0 
in 
dudv=0 


iiber, es bilden also, wie ja von vorn herein zu erwarten war, die 
Meridiane und Parallelkreise das gemeinschaftliche conjugirte System 
aller Minding’ schen Biegungsflichen S,,o. 

19* 
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Schliesst man den Fall 6 = b, =O aus, so lasst sich die Glei- 
chung (I,) auf die Form: 
(33) dv? + 2% (u) du dv + B(u)du? — 0 
bringen, und ihre Integralgleichungen haben die Form: 


®(u) + v = const. 
und 
Y(u) — v = const. 


Man darf also setzen: 


(34) 2p=—O(u)+v, 2¢—Y¥(u) —v. 
Aus diesen Gleichungen folgt: 
pt+a=5(0@u)+¥(w), 
und « ist daher eine Function von p+ gq allein, etwa 
(35) u=f(p+q). 


Ferner wird 


p—q=5 ((u)—¥(u)) +2, 


sodass man 


(36) v=g(p+g)+p—gq 


setzen darf. 


20. Es giebt jedoch einen Ausnahmefall, der, wie sich bald zeigen 
wird, wirklich eintreten kann. Er wird dadurch bedingt, dass die 
linke Seite der Gleichung (33) ein vollstindiges Quadrat werden kann. 
Die beiden conjugirten Richtungen im Punkte w,v fallen dann zusam- 
men, und die einzige Integralgleichung 

O(u) + v = const, 
stellt die eine der beiden Scharen der asymptotischen Linien von S,,, 
und §,,.,, dar. Das Verfahren von Peterson lasst sich in diesem 
Falle auf die Flichen S,,, und §,,,.,, wenigstens direct, nicht an- 
wenden; unter Umstiinden lisst sich jedoch das Zusammenfallen der 
beiden conjugirten Richtungen als Grenzfall auffassen, und dann gehéren 
zu Sz,» und S,,,,, neue Flaichenpaare Z und 2,, deren gemeinschaft- 
liches conjugirtes System wieder aus einer der beiden Scharen der 
asymptotischen Linien besteht (vergl. auch Peterson, 8S. 65, Fall uz). 

Ein Satz von Ossian Bonnet erméglicht es jedoch, im Folgen- 
den von diesem Ausnahmefalle giinzlich abzusehen. Wird die eine der 
beiden Scharen der asymptotischen Linien einer Fliche durch eine 
Biegung in eine Schar asymptotischer Linien einer anderen Fliche 
tibergefiihrt, so sind nach dem Satze von Bonnet die beiden Biegungs- 
flichen congruent oder symmetrisch, es sei denn, dass die Fliachen 








> @® ge 


- QaQrrands 


OO ee 


Qo. —~ @ 










Biegungen und conjugirte Systeme. 281 

























geradlinig und die einander entsprechenden Asymptotencurven die 
erzeugenden Geraden sind*). Es sind aber bereits 1838 von Minding 
alle Biegungen einer geradlinigen Flache in geradlinige Flachen be- 
stimmt und spiter von Ossian Bonnet und Bour eingehend unter- 
sucht worden **). 


21. Mittelst der Gleichungen (35) und (36) geht 
du? + U?(u) dv? 


in einen Ausdruck der Form 


(37) E(p+q) dp? + 2F (p+) dpdq + G(p+q)dq 

iiber, wo E, F',G nur von p+ q abhingen. Die Biegungslinien von 

S.,5 und Sq,o, p = const. und g = const. haben also die Higenschaft, 

dass die zugehérigen Fundamentalgréssen bei geeigneter Wahl von p | 

und q Functionen von p + q allein werden. 
Ist umgekehrt eine quadratische Differentialform ds? von der Gestalt ; 

(37) gegeben, so gehért sie, wie schon in Nr. 13 bemerkt wurde, einer 

Rotationsflache an. Setzt man namlich 


(26) p+q=6, p—q=t, 

so wird 

(38) ds? = (6) de® + 2%(6) do dr + G(o) dr’; 

dabei ist 
(6) =; (E+2F+4), 

(39) (0) =i (E—G), 


G(6) ={ (E—2F+4). 


: Geht man bei der Durchfiihrung des Verfahrens von Peterson 
| von der Form (37) fiir ds? aus, so gewinnen die Gleichungen der 
Bour’schen Biegungsflachen eine sehr elegante Gestalt. Es wird 


z= ait? — b- cos SEP —4, 


(Sa,2-) y=a/YU? — b?- cos Ste—3, 
= + b(p—q), 
4 *) Man vergleiche Darboux, Legons, t. III, S. 298, wo die Litteratur aus- 
, fiihrlich angegeben ist. 
. **) Minding, Ueber die Biegung gewisser Flichen, Journal fiir Mathe- 


matik, Bd. 18. Berlin 1838. 8S. 297—302; Bonnet, Mémoire sur la théorie des 
surfaces, Journal de I’Ecole polytechnique, Cahier 32. Paris 1848. S, 111—124; 
1 Bour a. a. O. 8, 31—65. 
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wo die Functionen U, BV, W von p + q = den Gleichungen geniigen 


miissen : 


re + (0) (B41)? + W +O" = E, 


we e+ Ww b?)(B’2— 1) + W?— = F, 
on + (u?—b*) (B —1)?+ (W’— by? = 


Um diese Gleichungen aufzulésen, stelle man sich nach (39) die Ver- 
bindungen ©, §, @ her. Eine einfache Rechnung ergiebt dann: 


w=—G, 
(40) 8 =f {3% —0/(66—H 6-1-3 26 oes, 
w— f o3+/eo—¥) (G—b)—i @& GOS; 


der Quadratwurzel ist beide Male dasselbe Vorzeichen beizulegen. 








22. Eine besondere Betrachtung verdient der Fall, dass in (33): 


A(u) =O 
wird. Dann kommt: 
(34’) 2p— ou) +0, 2g—O(u)—», 
und es wird daher: 
(36) o=p—q. 


Hieraus folgt aber 
QTY) E=f?+U, F=f?—U%, G=f?+ 0%, 
(39') C =f’, j= 9, G = U? 


und 





(40’) - ag VP) =F UU. yap, 








W = fire) —@UIU?. 2; 
in diesen Gleichungen bedeutet der Strich die Ableitung nach 


o=p+q. 
Berechnet man ferner die Christoffel’schen Symbole, so wird: 


1 £E 1 ff +00’ 
{12} elms E4F72 re = 1(p+q), 





un 


Gl 
(2. 


vo 


ao a 


(B.) 








)? 
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und es tritt daher nach Nr. 13 an die Stelle der Gleichungen (II.) die 
Gleichung : 


” eQ @2 , 2 
(24”) ipaq ~ P+ OG +5) —9, 
von der man sofort das particulaire Integral 
Q— Hm iio de 
angeben kann. Mithin wird 
—2} x(o)d eQ2 —2/x(a)\de QQ 
(22’) P=e uaz Q=—e fz ‘= 


Die \nvarianten der linearen homogenen partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung (24”) sind einander gleich: 
h=ok=—y7?— jy’. 
Man wird daher: 


(41) Q am ol?" 9 
setzen, wodurch (24”) in die harmonische Gleichung*) 
io) , 
(42) seq = 10 = o(p+4)0 
tibergeht. 
§ 3. 


23. Die Betrachtungen in Nr. 15 fiihren zu der Frage, welche 
Schraubenflichen S,,, sich in stetiger Weise so biegen lassen, dass 
ein conjugirtes System von S,,, conjugirt bleibt; diese Frage hat einen 
Sinn, da be: den Minding’schen Biegungsflichen S,9 die Kriim- 
mungslinien wahrend der Biegung erhalten bleiben. 

Soll S,,, die verlangte Eigenschaft besitzen, so muss es zwei 
Biegungsflichen von S,,,: S,,,., und S,,,s, geben, die der Gleichung: 


L MW 
(A) |Z, M, N,|—0 
L, M, N, 








geniigen. Setzt man hierin aus (32) die Werthe der Fundamental- 
gréssen zweiter Ordnung ein, so ergiebt sich nach leichten Um- 
formungen die Bedingungsgleichung: 


bVU—P —a@ OU? U—b —a@ UU"? B —a? U3" 








(B) |b, /0?—b2—a 020? U2?—b2—a2U?U? b,2—a,2U3 0" | =, 





*) Vergleiche Darboux, Legons, t. II. S. 43 und §, 192. 
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die augenscheinlich die triviale Lésung 


bank, ed, <50 als 
zulasst. ng 
In der Gleichung (B.) sind a, b; a,, b,; a,b, Constanten, und J Da 
bedeutet eine Function von u, die von diesen Constanten unabhingig lie 
ist. Man darf unbeschadet der Allgemeinheit den Constanten a,, b, da 
und a,,b, feste Werthe beilegen und hat dann zu untersuchen. wie = 
a und 6 variiren diirfen und wie U beschaffen sein muss, damié (B.) a 
besteht. Es wird sich herausstellen, dass zwischen a und 6 eine (D 
Relation von ganz bestimmter Form bestehen muss und dass alsdann ge 
U als Function von wu durch eine algebraische Differentialgleichung 
erster Ordnung bestimmt wird. e 
Ww 
24. Es soll zunichst gezeigt werden , dass die Gleichung (B.) nicht we 


bestehen kann, wenn a und 6b beide fiir sich als unabhiingige Ver- 
ainderliche angesehen werden, sondern dass zwischen a und b eine R 
Relation bestehen muss. 


wi 
Entwickelt man nach den Elementen der ersten Zeile, so geht ei 
(B.) tiber in: 

(B.) aby U2? —B—@ 0? 0"? + w (U2 — 8? — 0? 02?) + 9» (2 — a? 03 U") =0, - 
wo die Multiplicatoren 4, w, v von uw allein abhangen und die Con- + 
stanten a und b nicht enthalten. Beseitigt man jetzt die Quadrat- 
wurzel und setzt zur Abkiirzung ii 

aoa, =f, ( 
so ergiebt sich an Stelle von (B’.) die Gleichung: u 
v 

O—p? Ut—2uU' (wu? + v UU") — U? (424+ 2u(u—»)) B 
(C.) + U4(weU"*+vU0") S 
9 ’ , ” » 9 e 
+ U? (a2 U’? + 2(u—v) (uU’?-+ UU") aB+ (2°-+-(u—v)") 8 


Soll (C.) bestehen, indem @ und # unabhingig von einander 
variiren, so miisen alle sechs Coefficienten identisch verschwinden. Es 
ist mithin zuerst w =0, dann 4 =O und schliesslich y=0. Das bedeutet 
aber, dass die Fundamentalgréssen zweiter Ordnung von S,,,,, den ' 
entsprechenden Gréssen von S,,,,, proportional sind, was nur mdglich | 
ist, wenn diese Flichen durch eine Bewegung oder durch eine Be- ( 
wegung und eine Spiegelung in einander iibergefiihrt werden kénnen*). 


*) Einen einfachen Beweis dieses Satzes, den zuerst wohl Ossian Bonnet 
(1861) ausgesprochen hat, findet man in meiner Abhandlung: Ueber Abbildungen, 
diese Annalen Bd. 44, 8S. 562. 
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Damit ist bewiesen, dass héchstens die eine der Gréssen a and 8 
als unabhangige Veranderliche aufgefasst werden kann. Die andere 
wird dann durch die Gleichung (C.) als Function der ersten bestimmt. 
Da @ und 6 von uw unabhingig sind, darf man dieser Verdander- 
lichen in (C.) einen beliebigen festen Werth beilegen und erkennt, 
dass die Abhingigkeit zwischen « und £ durch eine Gleichung ver- 
mittelt wird, die wegen der besonderen Natur der Coefficienten in (C.) 
auf die Form: 
(D.) 0 = a? — 2aca + 268 + ca? + 2da8 + cf? 
gebracht werden kann, wo a,b,c, >, e Constanten bedeuten. 
Bestimmt man hieraus, je nach der Beschaffenheit dieser Constanten, 
« als Function von 6 oder B als Function von @ und setzt diese 
Werthe in (C.) ein, so resultirt eine algebraische Gleichung beziehungs- 
weise fiir 6 oder a, die identisch bestehen muss, wenn diese Grdésse 
eine unabhingige Verinderliche sein soll. Diese Forderung liefert eine 
Reihe von Bedingungsgleichungen fiir U, die jedoch, was sehr merk- 
wiirdig ist, in allen Fallen sich auf eine einzige Differentialgleichung 
erster Ordnung zuriickfiihren lassen. 


25. Bei der Durchfiihrung des soeben auseinandergesetzten Unter- 
suchungsverfahrens ist es vortheilhaft zu unterscheiden, ob in (B’.) 
A gleich Null oder von Null verschieden ist. 

Fiir 4 = 0 geht (B’.) in eine lineare Gleichung zwischen « und 6 
iiber, es wird: 

(B".) U?(uU"?-+vUU") a + (u—v) B —pU? =0, 


und es ist daher, vorausgesetzt dass uU’?-+ UU" nicht identisch 
versch windet : 
a=ap+b. 


Setzt man diesen Werth von a in (B”.) ein, so wird die linke Seite 
eine lineare Function von #, deren Coefficienten identisch verschwinden 
miissen. Es ist also: 


aU?(wU0"?-+vU0U0") + 4—v—0, 
bwU'?+vU0")—w =0, 


und da 4, w, v nicht alle drei gleichzeitig verschwinden diirfen, so 
folgt hieraus fiir U die Differentialgleichung : 


(43) U(6+aU2)U" =1—bU", 


deren Integration keine Schwierigkeiten hat. 
Man erhilt aus (43), wenn b + 0 ist, 


bUdU 
i= 
rae Ut —cb’ 











286 P. Sricxet. 


wo c eine Integrationsconstante bedeutet. Ist c =: so wird: 
2 on 98—!. 
’ V—ab’ 


ist dagegen c + so wird: 








i— ’ b 
U? = 7 (u—cy + =r 
Verschwindet aber 6, so ist a von Null verschieden, damit 4, u, v 
nicht gleichzeitig verschwinden, und man erhilt 


ua { “ua, 
VcU?—1 


Ist ¢c = 0, so wird 
Pe poe 
| a 
ist dagegen c +0, so wird 
c , 1 
UP = f(u—e¥ + 3; 
ce bedeutet immer eine neue willkiirliche Constante. 
Folgende fast selbstverstandliche Bemerkung erméglicht es, diese 
Ausdriicke fiir UJ? erheblich zu vereinfachen. Fiihrt man namlich in 


(29) ds? = du? + U?(u) dv? 
neue Veranderliche u, und v, durch die Gleichungen ein: 
(44) uU=mu,+m, v—Hn,+N, 


wo m,m; ”,” Constanten bedeuten, so wird 
ds? == m? (du,? os = U?(mu, + m’) dv,?) = m? (du,?+ U,? (uw) dv). 
Man darf daher unbeschadet der Allgemeinheit U?(u) durch 
* U2 (mu-+m) 
ersetzen, 


Thut man das, so ergeben sich bei geeigneter Bestimmung von 
m, m’, n die beiden einfachen Ausdriicke: 


U2 =u 
wW=—w+1. 


Wird in (43) U? — u gesetzt, so erfordert das identische Bestehen 
dieser Gleichung, dass 


und 


qa: —4 
ist, wahrend 6 beliebig bleibt. Setzt man noch 

b = 4x?, 
so ergiebt sich als erste Léswng der Bedingungsgleichung (B.): 
(45) a? = 4(x?—b?), U? =u; 
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es ist leicht, die Richtigkeit dieser Lésung durch unmittelbares Ein- 
setzen in (B.) nachzuweisen. 
In abnlicher Weise muss fiir U? —u?-+ 1, damit (43) besteht: 


b=o=l—a 


sein, wahrend a beliebig bleibt. Setzt man noch 
1 
c= 


so ergiebt sich als zweite Losung der Bedingungsgleichung (B.): 
(46) Cut, Paws i; 


Tw? 


auch diese Lésung lasst sich sofort verificiren*). 


26. Die noch zu erledigende Annahme, dass 
uu” + vUU"” — 0 


ist, fiihrt nicht auf etwas Neues. In diesem Falle wird a die unab- 
hingige Veranderliche, und 6 hat den constanten Werth §,, der 
durch die Gleichung: 


i on aU? = UsU” 
0 b—? UU” + U"? 
bestimmt ist. Die Function U(u) geniigt daher der Differential- 
gleichung 
(43') UU" (U? — By) = B,U?. 
Man darf wieder unbeschadet der Allgemeinheit 
V=—w+!1 
setzen und findet aus (43’), dass 
By =1 
sein muss. Nun war vorher nach (46): 
(1 — x) a? = b? — x’; 
die soeben gefundene Lésung geht daher aus (46) hervor, wenn man 
x=<= 1 werden lasst. 





*) Man kénnte zwar die beiden Lisungen (45) und (46) formal in die eine 
zusammenfassen : 
a = ob? +5, (AC — B*t)a=1—5bA, U?= Avw+2Bu+C, 
(AC — B+ 0), 
die genauere Untersuchung wiirde indessen sofort die Sonderung der beiden Fille 


A =+0 und A=0 bedingen, die zu wesentlich verschiedenen Flachentypen fiihren 
(vergl. Abschnitt ITI). 
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§ 4. od 
27. Nachdem nunmehr der Fall 4 = 0 erledigt ist, darf man die 
rechte Seite der Gleichung (C.) durch 4 dividiren oder auch, was auf 





eine Aenderung der Bezeichnungsweise hinauskommt, in (C.) 4 = 1 Ni 
setzen. Auf diese Weise entsteht die Gleichung: co 
- U 
O== w? U4 — 2u U4(w "2+ v0") a —U? (1 + 2u(u—v)) B 

(')) + U(wU? + v0" a ci 
+ U? (U'? + 2(u—v) (uU"? +7 UU") @B + (1+ (e — »)) pr, as 
die « als Function der unabhangigen Veranderlichen 6 definirt. Ware 80 
nimlich # oder « constant, so wiirde aus (C’.) sofort U” = 0 folgen, m 
wabrend die Flichen vom Kriimmungsmaasse Null ausgeschlossen sein gl 
sollten. 4 
Ist zunachst ( 
“uU'?+v0U" +0, E 
so folgt aus (C’.) durch Auflésung nach a: u 
Sv cearr aaa Ce U?+vUU") —(j U?2+ (u—v)(uU?+- 000") , 

(47) cecguahiaae 
+Y 0020" (uU?-4+-v0U")p-+ (4 Uv (U2 UU") (W040) 6} 
oder abgekiirzt: ( 
(48) a= f+ gh + VHB + ip’. . ( 
Differentiirt man diese Gleichung nach u, so kommt, da @ und # von ( 


u unabhangig sind: 
a ’ 1 bB+i'# 
O=—f+gb+; Voe-+ige’ , 
und es ist daber 
0 = 4(f' + 9’ B)? (6B + iB) — (HB + ify. 
Da diese ganze rationale Function vierten Grades von  identisch 
verschwinden muss, so ist zunachst 


4f7h = 0, , 


rn 


also entweder f’ == 0 oder 0. Es lasst sich aber zeigen, dass 


v0” 
= U(uu? + »0u"S 





nicht identisch verschwinden kann. Aus § = 0 folgt nimlich v = 0, 
und dann ergiebt die Gleichung (47), jenachdem der Quadratwurzel 
das positive oder negative Vorzeichen gegeben wird: 
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1 1 
«= os — orga B 
oder 
1 1+ 2° 


em = 


1 
i. ut * aga’ B. 





Nun miissen die Coefficienten dieser beiden linearen Functionen von B 
constant sein, mithin ist in beiden Fallen gegen die Voraussetzung 
U” = 0, 

Demnach ist j’—0. Setzt man jetzt der Reihe nach die Coeffi- 
cienten von 6, B* und B* gleich Null, so kommt }’=—0, g’ —0, 
i’ =, es sind daher die vier Ausdriicke f, g,, i von w unabhingig, 
also gleich Constanten, die gerade mit f, g, }, i bezeichnet werden 
sollen. Um diese Constanten durch a, b,c, d, ¢ auszudriicken, braucht 
man nur (D.) nach @ aufzulésen, und das Ergebniss mit (48) zu ver- 
gleichen. Auf diese Weise ergiebt sich: 


d 9 ab+b : b? — ¢® 
(9) fas, g=— 5, pa — 2 PE, pt 
Es ist jedoch vortheilhaft zunachst die Gréssen f, g, h, i beizubehalten 
und erst in dem Schlussergebnisse die Transformation (49) auszufihren. 


28. Die Vergleichung von (47) und (48) liefert nunmehr die vier 
Bedingungsgleichungen : 
(50) = {(¢U-+-»UU") =», 
(51) gU*(uU?+v00")? = — 5 U?— (u—v) (¥U?+ vUU"), 
(52) §U%(uU?+vUU")' = vU?U", 
(53) iU4(u02+4+ U0") = + + U4*—v(U2+ UU")(uU 2+ 00"), 
aus denen w und v zu eliminiren sind, was am einfachsten folgender- 


maassen geschieht. 
Aus (50) folgt durch Potenziren 


f(uU? + v0") = a. 
Setzt man diesen Werth von (uU’?+»UU") in (52) ein, so wird 
husU = fiv0", 
und schreibt man jetzt (50) in der Form: 
aU + fvUU" = fp, 
so ergiebt sich fiir w die Gleichung: 
(54) u (SU? — f? + hu?U?) = 0. 
Ist uw = 0, so ist nach (50) auch f —0O und umgekehrt. Dann 
wird aus (52): 


v? = pu‘U” } 
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wire nimlich y—=0, so wiirde gegen die Voraussetzung wU"+- v0 U’ 
verschwinden. Setzt man diese Werthe von w und v in (51) und (53) 
ein, so ergeben sich fiir U die beiden Differentialgleichungen : 


(51’) u*(g+ 350%) U”—1=0, 

(58’) U( + iv? — 49°00") U” + pU27 = 0. 
Hieraus folgt durch Elimination von U”: 

(55) ; 5?U?U* + 9h U2U'? + iU? +5 =—0, 


und nunmehr zeigt eine einfache Rechnung die merkwiirdige That- 

sache, dass die beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung (51’) 

und (53’) eine Folge der Differentialgleichung erster Ordnung (55) sind. 
Man geniigt also fiir « —0 der Gleichung (B.) durch: 


a=—gB+VYORB+is?, +¢H'U2U%+ ghU2U?+iU2? +5 =0; 


dabei sind g, §, i willkiirliche Constanten. 
Ist # +0, so wird nach (54): 


‘ 2(1 — fU"2 
(54') we Oe. 
Nun war 

hpsU = vfU", 
mithin wird 
1— fu")? 
Lvs ‘ ; Ge ; 


es geniigt fiir die folgenden Rechnungen w.v zu kennen, dav nur in 
dieser Verbindung auftritt, sobald man noch die Gleichung 


uU? + UU" = * 


zu Hilfe nimmt. Mittelst dieser Gleichungen gehen (51) und (53) 
iiber in die Differentialgleichungen fiir U: 


61") [5 — fg) 20 — PU? + 9? + {| UU" —(1—fu)"=0, 


(63”) [(3 5? — Pi) U* + fi 28 U? — cl — U2 | DU" 
—hU"7(1 — ju"? = 0. 

Hieraus folgt durch Elimination von U”: 

(55') (7 5*—f gb + fi)U20* + (gh—2fi) U2 02h 7+ i?) —0, 

und nunmehr ergiebt sich wiederum, dass die beiden Differential- 


gleichungen zweiter Ordnung (51”) und (53”) eine Folge der Differential- 
gleichung erster Ordnung (55’) sind. 








ges 
gle 


ent 
un 
Dif 


zu 


(Cc 


di 
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Man geniigt also der Gleichung (B.), wenn 
a= f+ gB+ VHB + ip 


gesetzt wird, und wenn gleichzeitig U ein Integral der Differential- 
gleichung (55’) ist. 

In dieser Lésung der Gleichung (B.) ist auch der Fall u =0 
enthalten. Setzt man namlich f = 0, so wird nach (54’) auch uw = 0, 
und es geht gleichzeitig die Differentialgleichung (55°) genau in die 
Differentialgleichung (55) tiber. 


29. Es bleibt iibrig, die Annahme 
nU? + vUU" =0 
zu untersuchen. In diesem Falle geht die Gleichung (C’.) iiber in: 
(C".) O=p?U4— U2 (142m(u—v)) B+U2U'? a+ (1+ (u—v)?) B 
Ist w= 0, so geniigt man dieser Gleichung durch 
B= 0. 


U bleibt dann ganz willkirlich, und es ergeben sich auf diese Weise 
die Minding’schen Biegungsflichen S, 9. 
Ist » +0, so darf (C”.) in die Gleichung 


2U* 1 1+92 _ 1 = 
wm — Og tH — Sig 





iibergefitihrt werden. Man beweist sofort, dass die Coefficienten der 
rechten Seite Constanten sein miissen, und es ist vortheilhaft 


a= —te+2l— mp 
zu setzen. 

Es ist leicht, die Constanten f, {, m durch a, 6, c, d, e aus- 
zudriicken. Ist nimlich »U?-+ wUU" = 0, so zeigt (C.), dass 
¢=0 wird, sodass (D.) in die Gleichung: 

(D’.) 0 = a? + 268 + 2daB + ef? 
iibergeht, aus der 


folgt. Mithin ist: 

2 
(56) t=—<, [——Z, ae 
von diesen Gleichungen wird jedoch erst spater Gebrauch gemacht 
werden. 
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Aus dem Vorhergehenden ergeben sich die Bedingungsgleichungen: 


(57) uU? + vUU" =0, 

(58) fU"? == w’U?, 

(59) 2(U% = 1+ 2u(u — »), 

(60) mU?U? = 1+ (u — »)?, 

aus denen w und vy zu eliminiren sind. Aus (58) folgt 
w= yt, 

und da f+ 0 ist, darf man (59) umformen in 

21U"*—1 
ae 


Vermdge dieser Gleichungen gehen (57) und (60) iiber in die Differential- 

gleichungen fir U: 

(57’) (21U?U? — 2tU” — U?) UU" — 2tU"* =0, 

(60) 4(f— tm) U?U" — 41U?U7?+ 4fU"% + U? =0. 

Eine einfache Rechnung zeigt, dass (57’) eine Folge von (60’) ist, 

sodass U nur der Differentialgleichung (60’) zu geniigen braucht. 
Die Gleichung (B.) ist also befriedigt, wenn man 


a——t5+21— mp 


setzt und gleichzeitig fiir U ein Integral der Differentialgleichung 
erster Ordnung (60°) wahlt. 


30. Die in der vorhergehenden Nummer gewonnenen Lisungen 
der Gleichung (B.) sind in der Lésung enthalten, die in Nr, 27 
gefunden wurde. Um das nachzuweisen, braucht man nur in den 
Gleichungen (55’) und (60’) mittelst der Relationen (49) und (56) die 
Constanten a, 6, c,d, e einzufiihren. Es ergeben sich dann die 
Gleichungen : 
(55”) (6? — ate) U? U4 + 2(ace + bd) U2?U"? + 2a(ad+ be) VU” 
+ (od? — c?e) U? — 2c(ad+ bc) = 0 
und 
(60") (6? — ate) U2?U" + 2600? U" + 20°>U? + U2? = 0, 
und es ist unmittelbar ersichtlich, dass (55”) in (60”) tibergeht, wenn 

c=0 

wird. Genau dasselbe gilt aber fiir die zugehérigen Relationen zwischen 
« und B: 


(D.) Oa? — 2aca-+ 268 + 2a? + 2na8 + ef? 
(D’.) O== a? + 268 + 2da6 + ef’, 


und 
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mithin ist die Lésung (D’.) und (60”) in der Lésung (D.) und (55”) 
enthalten. 
Setzt man ferner 
a=0, b=0, c=0, d=, 
wahrend ¢ beliebig bleibt, so besteht (55”) identisch fiir jede Function 
U, wahrend (D.) in 
cB? = 0 

iibergeht. Also ist auch der Fall der Minding’schen Biegungs- 
flichen als Grenzfall in der Lésung (D.) und (55”) enthalten, die dem- 
nach siimmtliche Moglichkeiten umfasst, die fiir 4 += 0 eintreten kinnen. 


Sie soll daher als die allgemeine Lisung der Gleichung (B.) bezeichnet 
werden. 


§ 5. 


31. Es entsteht jetzt die Frage, ob nicht auch die beiden Lésungen, 
die fiir 4 =< 0 gefunden wurden: 


(45) a <= 4(x? — B), Vou 
und 
(46) am f=8,  Utaw + 


in der allgemeinen Lésung enthalten sind. Soll das der Fall sein, so 
miissen zunachst die Constanten a,b, c,d, ¢ in (D.) so gewihlt 
werden, dass zwischen « und # eine lineare Relation besteht, die 
Gleichung (D.) muss also reducibel werden. Die nothwendige und 
hinreichende Bedingung hierfiir ist, dass die Gleichung = 0 oder 
nach (49): 
(61) ad+be—0 
erfiillt ist; ist jedoch c= 0, so muss gleichzeitig a —0O gesetzt 
werden. Dann geht aber (55") iiber in: 
(6? — a?e) U4 + 2(ace + bd) U2? + 9? — ce = 0, 

und es ist entweder, gegen die Voraussetzung, U"” = 0 oder U bleibt 
beliebig, und man erhilt die Minding’schen Biegungsfliichen. 

Demnach sind die beiden Lésungen (45) und (46) in der all- 
gemeinen Lésung nicht enthalten. Sie sollen daher als die singuldren 
Lisungen der Gleichung (B.) bezeichnet werden. 


32. Die singuliren Lésungen der Gleichung (B.) sind von der 
allgemeinen wesentlich verschieden. Dies darzuthun dient folgende 
Betrachtung. 


Schreibt man die Gleichung (55”) in der Form: 
(U.) pU?U%+2qU?U" + 2rU2 + sU? — 2t=0, 
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so bestehen zwischen a,b,c, ,¢ einerseits und p,q,7,s,¢ anderer- 
seits die fiinf Relationen: 


p= bt? — ae, $= >? — ¢’e, 
(62) r=a(ad-+ be), t<=c(ad-+ be), 
qg=ace-+ bb, 
die sich nach a,b,c, ,e auflésen lassen. Setzt man zur Abkiirzung 
(63) w? = pt? + 2qrt + rs = (ad + bo), 
so ergeben sich die eleganten Formeln: 
v=", aces, ea, 
pt+aqr _ gt+rs 
(64) oon =, b= 
e ¢ —, 


mit deren Hilfe (D.) in die Gleichung: 


(E.) r?—2rta+2(pt+qr) B+#? a?+ 2(gi+rs)aB+ (q?—ps) B=0 
iibergeht. 

Die Grésse w erlangt jetzt eine zweifache Bedeutung: Dass w + 0 
ist, stellt nicht nur die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir 
die Irreducibilitét von (E.), sondern auch, wie man sich leicht iiber- 
zeugt, von (U.) dar, wenn man (U.) als Gleichung fiir U’ im Rationali- 
tiitsbereiche (U) ansieht*). 

Nach dieser Vorbereitung lasst sich das Gesammtergebniss der 
Untersuchungen dieses Abschnittes folgendermassen darstellen: 

Unter den oo? Schraubenflichen S,,,, fiir die 

ds? = du? + U?(u) dv? 
ist und deren Kriimmungsmaass nicht verschwindet, giebt es stets eine 
Schar von oo! Flichen, die sich mit Erhaltung eines conjugirten 
Systemes in einander biegen lassen, namlich die Minding’schen 
Rotationsflichen S,,o, im Allgemeinen aber nicht mehr. Geniigt 
jedoch U der Differentialgleichung: 


(U.) pU2U’4 + 2qU?U’? + 2rU2 + sU? — 2t = 0, 


in der die Constanten p,q, 7, 8, ¢ bis auf die Beschriinkung will- 


kiirlich sind, dass 
pt? + 2qri+rs+0 


sein soll, so kommt unter den oo? Flaichen S,, noch einer zweiten 


*) Von Interesse erscheint auch, dass w eine Invariante gegeniiber der Trans- 


formation von U(u) in po U(mu-+ m’) ist (vergl. Nr. 25). 








a. aan ee a 
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Schar von oo! Flichen diese Eigenschaft zu, und zwar sind diese 
Flichen durch die irreducible Gleichung: 


(E.) r?—2rta?+2(pt+qr) b?+ t?a*-+-2(qt+ 1s) a*b? + (q? —ps) b'=0 
bestimmt und lassen sich daher als Biegungsflichen der Rotations- 
fliche S.,o auffassen, bei der 
a? = = 
t 
ist. 
Ganz anders verhalten sich die Schraubenfliichen, deren Linien- 
element ds durch 
ds* = du? + udv? 
oder 
ds? = du? + (u? + 1) dv? 
gegeben wird. Zwar geniigt U auch bei ihnen der Gleichung (U.), 
man braucht dazu nur beziehungsweise 


r=—— Zp, s=0, tig 


und 
r= 7P, s=—(p+29), t=——}(p+ 29) 
zu setzen, jedoch wird fiir diese Werthe der Constanten 1, s, ¢ beide 
Male 
pte+2qri+rs=—0, 
was sonst nur fiir A =O eintritt. Ferner sind a und b beziehungs- 
weise durch die Relationen: 


a* = 4(x* — b*) 
und 
» b? — x? 
die oor 


verbunden, in denen x eine willkirliche Constante bedeutet, und diese 
Gleichungen besagen, dass eine jede dieser Schraubenflichen S,,, die 
Eigenschaft besitet, sich stetig mit Erhaltung eines conjugirten Systemes 
biegen eu lassen. Legt man nimlich den Constanten a und 6 beliebige 
Werthe a, und b, bei, so braucht man x* nur beziehungsweise aus 
den Gleichungen: 

ay? = 4(x? — b,?) 

oder 
bo? — x? 


3 on 
Tr 





zu bestimmen, um die betreffende Schar von oo! Biegungsflichen der 
Fliche Sq», zu erhalten. Unter diesen co' Biegungsfliichen befindet 
sich immer eine Rotationsfliche Sao, die als Reprdsentant der Schar 
dienen kann, und indem man a, variirt, erhalt man die oo! Scharen 
von oo! Biegungsflichen, die zusammen alle oo? Flichen S, aus- 
machen. 


20* 
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§ 6. 

33. Um die Untersuchung der Gleichung (B.) abzuschliessen, hat 
man noch die Differentialgleichung 
(U.) pU? U" + 2qU?U"” + 2rU" + sU? — 2t=0 
zu integriren. Die Constanten p, g, 7, s, ¢ sind dabei nur der Be- 
schrankung unterworfen, dass der Ausdruck 

pt? + 2qri+r’s 

von Null verschieden ist. Unter dieser Voraussetzung ist (U.), als 


Gleichung fiir U’ angesehen, im Rationalitiitsbereiche (U) irreducibel. 
Macht man aber die Substitution 

ams anise 
(65) ad 2(pt + gr) — 2(q* — ps) V’ 
so ergiebt sich fiir V’ eine Gleichung vierten Grades, die im Rationalitits- 
bereiche (V) in zwei Factoren zweiten Grades zerfallt, deren Coeffi- 
cienten rationale Functionen von V, p,q, 7, s,¢ und gq? — ps 


sind. In Betreff der adjungirten Grésse /g? — ps soll festgesetzt 
werden , dass ihr Vorzeichen durch die Gleichung 


lim V/q? — ps = + q 
p=0 
festgelegt ist. Setzt man noch zur Abkiirzung 


Q = (q* — ps)? ((¢ — ps) V* — 2(pt + gr) V+ 1°)? v2 
ities (2(pt + qr) — 2(q? — ps) V)* ’ 


so lautet die Gleichung fiir V’: 





0—= | p2+ (g?—ps) (g+V@—ps) V2--2 (r(q? —ps) + (pt-+-ar)V ps) F 


+r(2pt+ qr+rVq—ps)| 


>< |pQ+(g—ps) (q—V¢—ps) V?—2(r (g?—ps) — (pt gr) Gps) 


+r(2pt-+qr—ryq—ps) |; 


die beiden Factoren gehen durch Vertauschung von + //qg? — ps und 


— Yq? —ps in einander tiber. Durch Einfiihrung des Werthes von 2 
ergiebt sich aus (V.) fiir V’ die Gleichung: 





< * an - 2(pt + gr) —2(¢* — ps) V _ 
ing (g* — ps) ((g* — ps) Ve —2pt-tanV ary! ; 


wo die ganze rationale Function R durch die Gleichung: 





Re 
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R= *l@ — ps) V—(pt + a7)| 
><[(@ — ps) (q+ Va — ps) V? — 2(r(q? — ps) + (pt + ar) @— ps) V 
+ r(2pt + gr + rVF — ps] 
bestimmt ist. Die Ermittelung von V fihrt also im Allgemeinen auf 


ein elliptisches Integral dritter Gattung, und durch V ist alsdann auch 
U gegeben. 


34. Die Gleichung (V’.) bleibt auch fiir den Grenzfall 
p= 
brauchbar, wenn man in R der Wurzel gq? — ps das negative Vor- 
zeichen giebt und in dem zweiten Factor die Division durch p aus- 


fihrt. Es ist jedoch vortheilhafter in diesem Falle direct die Gleichung 
(U.) zu behandeln. 


Ebenso wenig schadet es, wenn 
¢v—ps=0 
wird. Man hat dann nur in (65): 
V@—ps-V=—W 


zu setzen und dann zur Grenze fiir g?— ps =O iiberzugehen. Auf 
diese Weise ergiebt sich: 


' En 
(65) U* = sort an 
und 


(W') Wl (vt+an (Wr) (WH ptt an): 
Schwierigkeiten entstehen nur, wenn gleichzeitig 
pt+qr=0 
ist. Aus den beiden linearen homogenen Gleichungen fiir p und q: 
sp—qq=0, 
tp+tr-q=0 


folgt aber, dass entweder p=—0O und q=0 oder gt+rs=—0 ist. 
Nun sollte 


pt? + 2qri+ rs = t(pt+aqr) + r(qt+ rs) 
von Null verschieden sein, folglich kann g¢t+ rs nicht identisch ver- 
schwinden, und es ist 





p=9, q=9%. 


In diesem Falle, der besonders behandelt werden muss, wird 
aus (U.):; 


2rU"? + sU? — 2t=0, 
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und es ist y?s +0. Durch Differentiation folgt hieraus 
2rU" +sU =0, 
und das hat zur Folge, dass 
a POs 
U  2r 
ist; demnach ergeben sich die von Minding entdeckten Schrauben- 
fléichen constanten Kriimmungsmaasses. Es sei also 


—1 
K =>}. 

Dann darf unbeschadet der Allgemeinheit 

, — * 2. r) 
(66) U=>; (¢ e 
gesetzt werden, und daher wird 

2 i 
rol, = _— ae) {= e 


sodass zwischen a und b die Gleichung 
1/fa k 
b=3G-a) 


besteht. Mitbin ist S;,o die repriisentirende Rotationsflaiche der Schar. 


Ist gq? — ps =O, so lasst sich, wie die Gleichungen (W’.) und 
(66) zeigen, die Integration von (U.) durch elementare Functionen 
ausfiihren. Damit das iiberhaupt eintritt, muss entweder der Grad 
von & sich erniedrigen oder A muss einen quadratischen Factor be- 
sitzen. Die genauere Untersuchung zeigt, dass dies ausser fiir g? —ps=0 
nur noch fir s=—0 und ¢=O eintritt, und zwar erhalt man die 
Formeln: 


(a) Ist s— 0 und wahlt man in R das positive Vorzeichen, so 
kommt: 


yr _Cvtta—2eVlP 1 /av—r, 











g(gV?—2(pt+aqnV+r)o PP? 
wahit man aber das negative Vorzeichen, so ergiebt sich : 
ee. Oe. ee IE ee 
a et — YY t (9? V — (pi r V+ pr). 
Fer —set tan rae eV — (vt + ar) @ +9) 
(b) Ist #0, so kommt in beiden Fallen: 


,  (2ar —2(@*— ps) V) (r F VG — psV) a a 
v= 2 “= V—dar)- 
(qt — ps) ((q?—ps)V*—2( pt-+-qr)V+r°) V a+ve ps) ((q’— ps) V—ar) 








Auf die Durchfiihrung der Integration soll an dieser Stelle nicht ein- 
gegangen werden. 
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Ill. 


Ueber neue Biegungen, die aus den Biegungen der Schraubenflichen 
hervorgehen. 


§ 1. 

35. Im Folgenden soll das Verfahren von Peterson bei den 
Scharen von Biegungsflichen durchgefiihrt werden, die sich im Ab- 
schnitte II. ergeben haben. An erster Stelle kommen hierfiir die 
Minding’schen Biegungsflichen S,,o oder kiirzer S, in Betracht, bei 
denen das gemeinschaftliche conjugirte System aus den Kriimmungs- 
linien besteht. Man erhalt aus ihnen eine neue Schar von Biegungs- 
flichen 2, bei denen das gemeinschaftliche conjugirte System wieder 
aus den Kriimmungslinien besteht. 

Die Flachen S, lassen sich (vergl. Nr. 16) durch die Gleichungen 





(S,.) %q = ap cos ‘, Ya = ap sin! 4, Sa = fyi —a’?+ f?(p) dp 
darstellen, aus denen 
ds? = dag? + dy? + da? = (1+ f?(p)) dp? + pag 
folgt. Es ist also 
E=1+/f%p), F=0, G=p’, 
und die Gleichungen (II.) gehen iiber in die Gleichungen 
ao $2+l(@-P)=—0. 
Mithin wird P eine Function von p allein, die man zweckmissig mit 
4'(p) bezeichnet, und @Q geniigt der linearen Differentialgleichung 


20 4 2 it (P) 
op * p a 
deren allgemeines Integral 


— Ap) + 2 (9) 
Q Pp 
ist, wo auch u(qg) eine willkiirliche Function ihres Argumentes be- 
zeichnet. 


Setzt man diese Werthe in (2.) ein, so ergiebt die Ausfiihrung 
der Quadraturen: 


be = aa(p) cos — f sin twig) dg, 
(Ze) } m= ad(p) sin £ + f cos t+ u(g) da, 


ba - fri —a? + f?(p) .4(p) dp, 
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und es wird: 


do? = dk.?-+ dye dt? = (1+f7(p)) 42(p) dp?+ (4(p)+a(@))*dg?. 
Zur Vereinfachung fiihre man statt p und qg neue Veranderliche 


r=A(p), “A= 
ein , wodurch ja die Biegungslinien nicht geaindert werden. Dann kommt: 


&, = ap, cos 4 — f sin & - (9%) dq, 


ba -fvi — a? + f,'*(p,) dp, 





und 
do® = (1 + f,7(p,)) dp, + (P+ #(q))* aa. 

Auf diese Weise erhilt man aus der Rotationsfldiche S, und ihren 
Minding’schen Biegungsflichen S, die Gesimsfldche (surface moulure) 
=, und ihre Bour’schen Biegungsflachen 2,*), und es zeigt sich, dass 
die Gesimsflichen, welche die Rotationsflichen als besonderen Fall 
umfassen, in stetiger Weise mit Erhaltung der Kriimmungslinien ge- 
bogen werden kéunen (vergl. Peterson, S. 61—63), 


36. Man kann nunmehr auf die Biegungsflichen 2, das Verfahreti 
von Peterson anwenden, und hat dann von den Gleichungen: 


Za = ap cos 4 — fin tn dq, 


(S..) | 9 =ap sin 4 +f cos 4 . (gq) dq, 
fa = [V1 — a? + f%(p) dp 


auszugehen. Dabei ist 
ds?—=(1-+ /2(p)) dp? + (p + w(q))’ da’, 


E=1+/%(p), F=0, G=(p+u(q)). 
Mithin werden die Gleichungen (II.): 
aP é é log (p + #(q)) 
no Gt tQ—-P)—i 9, 
woraus durch Integration 
— ) —. olp) +5(9) 
P Q (p), Q p + “(q) 
folgt; @(p) und 6(q) bedeuten willkiirliche Functionen ihrer Argumente. 


also 


*) Peterson iibersetzt (S. 62) surface moulure mit Miihlenfliche; er scheint 
moulure und moulin verwechselt zu haben. 
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Setzt man diese Werthe in (2) ein, so ergiebt die Ausfiihrung 
der Quadraturen : 


E. = ae(p) cos 4 — f sin . 6(q) dq, 
(Z..) } ta = a0(p) sin 4 + f cos . 0(a) da, 
ba - fyi — a? + f?(p) . o'(p) ap, 


sodass die Flachen 3, in ihrer Gesammtheit mit den Flaichen 2, 
identisch sind. Die Flachen 2, sind also, in ihrer Gesammtheit be- 
trachtet, gegeniiber der Transformation (2) invariant. 

Dieses Ergebniss liess sich von vornherein erwarten. Codazzi 
hat namlich im Jahre 1857 nach den Flachen gefragt, die in stetiger 
Weise mit Erhaltung der Kriimmungslinien gebogen werden kénnen, 
und gefunden, dass diese Eigenschaft allein den Gesimsflichen und 
den Flichen vom Kriimmungsmaasse Null zukommt; aber erst Bour 
hat 1861 die betreffenden Biegungen wirklich angegeben. 





§ 2. 
37. Bei dem ersten singuldren Falle ist 
(45) a@—=4(x2>—b?), U?=—u, d—du?+udr’, 
und es ergeben sich daher die Schraubenflaichen: 





a= 27 — 8 Vu — BF cos 8, 


(Sr) ) y¥ = 27¥R—B Yu — B sin ee 





aliens y(u) + bv, 


9 (u) -{V/": ae TC) -{V a 


zu setzen ist. Sie sind Biegungsflichen der Rotationsflache 


— t du 
Z—=ucosv, yousnv, s=— “—> ye 


die durch Umdrehung der Evolute einer Kettenlinie um die Axe dieser 
Curve erzeugt wird. Sdmmitliche Biegungsflichen dieser Rotationsfliche 
sind von Weingarten bestimmt worden; vergl. auch Darboux, 
Lecons, t. III, 8. 234 und 8. 331 und t. IV, 8. 326. 

Legt man der Constanten x einen festen Werth bei, so stellen 
die Gleichungen (G;.) eine Schar von oo! Schraubenflichen dar, die 
mit Erhaltung eines conjugirten Systemes in einander gebogen werden 


wo 
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kénnen. Um ihre Hauptbiegungslinien zu bestimmen, hat man die 
Differentialgleichung ([.) zu integriren, die vermége (45) in die Gleichung 


if — ff . at 


u(u— x?) 

iibergeht, Mithin ist 2 —0, und es tritt der in Nr. 22 behandelte 
Fall ein. Werden noch an Stelle von p und q neue Veranderliche 
p, und q, durch die Gleichungen 

p=+2ixp,, qg—=— Zing, 
eingefiihrt, so findet man: 
(67) u = x? cos*(p, — 4); v = 2ix(p, + 4%) 
und 
(68) ds? = — 4x‘cos*(p,—4q,) (dp,—dq,)?—16 x4 cos? (p, — g,) dp, dq. 
Hieraus ergiebt sich: 


{T} = — cot (p, — %)) {3} = + cot(p, — a). 


Wird daher in den Gleichungen 
aP 12) _ aQ 12) _ 
GL) F+(P—O{i}—09, @+@-Pf{y} =o 
die Substitution: ‘ ” 
R 7] 

Pmiy = 8m Ge 
gemacht, so lassen sich diese Gleichungen durch die eine lineare 
homogene partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung: 


eR oR r,) 
dpa, ~ °° (Pi — 1) 95 — Gq) ™ 9 





ersetzen. Die Invarianten dieser Gleichung sind: 
ho=k=+l1, 
sie wird daher durch die Substitution: 
R = sin (p,—q,).8 

in die Gleichung: 

:. 

OPN 
tibergefiihrt, deren allgemeines Integral bekannt ist. 


Hiermit ist folgendes Theorem gewonnen: ,,Jedem Integrale der 
Differentialgleichung : 


- . ae 
OP; O% 
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lasst sich mittelst blosser Quadraturen eine Schar von co' Biegungs- 
fléichen zuordnen, deren Linienelement ds durch die Gleichungen: 


ds? = — A[A P? dp,?+ 2(A—4x*) PQ dp, dq, + AQ*dq,’], 
A = 2x? c08*(p,—4); 
Q fs: QL: 
P= an, (sin (Pi — %)- 8), Q= aan (sin (Pi —%) - S) 
gegeben wird. Die Curven p, = const. und gq, = const. sind Haupt- 
biegungslinien“. 
Die Curven p, = const. und g, = const. besitzen eine interessante 


Kigenschaft: sie sind gleichzeitig geodétische Linien. Um das nach- 
zuweisen hat man nach Nr. 9 die Gréssen 


t's}, amd {7}, 


zu bilden, Eine einfache Rechnung zeigt dann, dass diese beiden 
Gréssen identisch verschwinden. 


38. Die Gleichungen (G;.) geben noch zu folgender Bemerkung 
Anlass. Setzt man: 





(69) Zana, you’y,, sxe, 
und gleichzeitig : 
(70) U=x7uU,, V=xXY,, b=—xb,, 
so kommt: 
x, = 2/Y1— 6? fu, — b,?- oe Se, 
¥ ——. “oe 91 (%) 
(Sr-) y, = 2/1 — b,? fu, — b,? - sin inet 


2, = Y,(u,) + B,0,, 


und hierin ist 
—1 bd 
anu) = {Veo rea 


¥ (u;) -{V*S 7 au, 


sodass 2, y,, 4; nur von b,, nicht mehr von x abhangen; sie gehen 
fiir «= 1 in a, y, 2 tiber. Fir den vorliegenden Zweck geniigt es 
daher , die Schar der oo! Schraubenflichen G; zu betrachten, aus denen 
durch die Aehnlichkeitstransformation (69) die co? Schraubenflachen SG, 
hervorgehen. Seine Erklirung findet dieses Verhalten der Flachen ©, 
in dem Umstande, dass alle Linienelemente ds, die durch 
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ds? = du? + v2™dv? 


gegeben werden, gleichzeitig den Rotationsflachen und den Spiralflichen 
angehéren (vergl. Nr. 17). 


§ 3. 

39. Von weit grésserem Interesse als der erste ist der weite 
singuldre Fall, da er zu Biegungen einer Flachenclasse fihrt, welche 
die Minimalflichen als besondere Art in sich enthilt. 

Aus den Gleichungen: 


(46) a= F—*, Grew, dst —dw + (w+) dv? 
ergeben sich die Schraubenflichen: 


aaa Yue + 1 — & - cos -— — 28), 





(Sx-) a 
z= (u) + bv, 
wo 
aa 
+4 
o(«)— wf V' +7 Prat 
v(u) = 0 JV... 
und 


“2? == 1 — x?, bh? = 1 — 


zu setzen ist. Sie sind Biegungsflichen der Rotationsfliche: 


a=Yui+lesv, you? + I1sinv, aed 
Vu+1’ 
die durch Umdrehung der Kettenlinie: 


z= 5 (e+e) 


um ihre Axe, die z-Axe, erzeugt wird. Diese Fliche ist das aus der 
Theorie der Minimalflichen wohlbekannte Catenoid. Es liess sich 
voraussehen, dass es bei der vorliegenden Untersuchung eine Rolle 
spielen wiirde, denn die durch Biegung des Catenoids entstehenden 
Minimalschraubenflichen*) haben augenscheinlich die Kigenschaft mit 
Erhaltung eines conjugirten Systemes, nimlich des Systemes der 


*) Nach Bour sind diese Flichen zuerst von Catalan untersucht worden 
(a. a, O. S. 101). 
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erzeugenden Minimalcurven, in einander gebogen werden zu kénnen. 
Sie werden erhalten, wenn man der Constanten x den ausgezeichneten 
Werth co beilegt. Ihre Gleichungen sind also: 


x= Yu? + b'? cos (v os 9(u)), 
(M.) | y= Vw + b’? cos (v —_ p(u)), 
2= y(u) + bv, 
wo 


, 1 du ’ du 
p(u) = bb hres wt w(u) = bd tex 


zu setzen ist. 


Ausser fiir x =o gehen die elliptischen Integrale in m(w) und 
(uw) auch fiir 


x=Q0 und x«—1 
in elementare Integrale iiber. Gerade die drei Flachenscharen, die 
den ausgezeichneten Werthen 
*x=0(0,1, c 
entsprechen, waren schon bekannt, sie sind von Peterson als Beispiele 
fiir Schraubenflichen angegeben worden, die sich stetig mit Erhaltung 
eines conjugirten Systems biegen lassen (vergl. S. 65 und 66). Im 


Folgenden sollen zuniachst diese drei besonderen Falle untersucht und 
dann der allgemeine Fall behandelt werden. 


40. Ist x=—0, so wird a=b und daher 6? — a? U°U" —0, 
sodass die Differentialgleichung (I.) in 


dv? = 0 
tibergeht. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die Curven v = const. 


gerade Linien sind, denn die Gleichungen der Fliachen S,,, lassen sich 
auf die in w lineare Form bringen: 


roma (Vi-—@ cos * + u sin “), 
(Sa, a -) y= a(/1 — asin > — u cos *), 
e=m Yl—a?.u+av. 
Fir die Durchfiihrung des Verfahrens von Peterson ist dieser Fall 
nicht brauchbar. 


41. Ist x1, so wird b= 1, wahrend a beliebig bleibt. Die 
Differentialgleichung (I.) geht in die Gleichung: 


du* 
eet. 
a u®(u? + 1) 
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liber, und es tritt daher der in Nr. 22 behandelte Fall 2% — 0 ein. 
Werden noch an Stelle von p und q neue Veriinderliche p, und q, durch 
die Gleichungen 


P=ip,, G=t4q, 
eingefiihrt, so findet man 


w= oor °=im—H) 
sin (Di a)’ Pi % 
und 


ds? = — A®(dp,+dq,)? —4Adp,dq,, A= cot?( p, +4): 


Hieraus ergiebt sich: 


(12, 12 
1 =| 2 {= — cot (p,+q,), 


und es wird daher: 


, , . 2 
P= sin? (rye) - 2, Q = sin? (21 +%) - : 


oa” 
8 
) | 2—sate’ 
#0 = 
dp, 04: + 0o=>Q0. 


Damit ist die Integration der Differentialgleichungen (II.) auf die 
Integration der Gleichung 


eo 
lama 

zuriickgefiihrt, die als erledigt gelten kann. Man hat daher, indem 
man zu den Veriinderlichen p und g zuriickgeht, das Theorem: 

ytedem Integrale der Differentialgleichung 

eo _ 
dpoqg 
ldsst sich mittelst blosser Quadraturen eine Schar von oo! Biegungs- 
flaéichen zuordnen, deren Linienelement ds durch die Gleichungen (68) und 
ds? = A’ P? dp? + 2(4?+2A)PQdpdq+ AQ dq 

gegeben wird. Die Linien p= const. und q— const. sind Haupt- 
biegungslinien“. 

Die Hauptbiegungslinien p = const. und g = const. besitzen eine 
interessante Eigenschaft, auf die schon Peterson aufmerksam gemacht 


hat: sie sind gleichzeitig geodéitische Linien. Um dies nachzuweisen, 
hat man nach Nr. 9 zu zeigen, dass 


}=o ma {?}—0 
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ist, und das geschieht am einfachsten in der Art, dass man, von der 
quadratischen Differentialform 

A*(dp-+dq)’ + 2cAdpdq, A= A(p+q) 


ausgehend, diese Christoffel’schen Symbole bildet. Es stellt sich 
dann heraus, dass identisch 


11 22 
be f—{r}=9 
ist, gleichgiiltig, was fiir eine Function von p+ gq A ist und was 
fiir eine Constante c man gewihlt hat. 


42. Ist x co, so wird a=1, wihrend b beliebig bleibt. Die 
Differentialgleichung (I.) geht tiber in die Gleichung: 


du 
dv? = w+? 
sodass wiederum der Fall 2{ — 0 eintritt. Man findet weiter 
(72) u=isin(p+q), v=p—q 


und 
ds* <= — 4 cos? (p+q)dpdq, 
sodass EF = G =O und daher auch 


12 12 

if=}2}—e 
ist. Hierdurch wird bestiitigt, dass die Flaichen S,,, Minimalflichen 
sind, und es ergiebt sich gleichzeitig aus Nr. 10, dass die Flichen 2, 


die das Verfahren von Peterson liefert, wieder Minimalflichen sein 
miissen. 


Fihrt man vermdge der Gleichungen (70) in die Gleichungen (M.) 
der Minimalschraubenflachen an Stelle von uw und v die conjugirten 
Veriinderlichen p und q ein, so ergiebt eine leichte Umformung: 


t= £ (e'* cos 2p — e~** cos 2q), 
(M’.) y =i (es sin 2p + e-‘¢ sin 2q), 
z= e'°p — e- fq, 
worin ¢ eine willkiirliche Constante bedeutet. Ferner gehen die Glei- 


chungen (II.) iiber in die einfachen Gleichungen: 


oP 0, 0g 


am op 


oq =e, 


aus denen sofort 
P=o@(p), Q=o(Q) 
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folgt; e(p) und 6(q) bedeuten willkiirliche Functionen ihrer Argumente. 
Mithin werden die Flichen 2 durch die folgenden Gleichungen gegeben: 


E=— i(—er f sin 2p. o' (p) dp + ete f sin 2q.0'(q) aq) . 
(M’.) 7= i(+ dt f cos 2p.0'(p)dp+ e-* f cos24.0 (a) Aq) , 


f = e°e(p) — e-**6(q). 


Diese Gleichungen stellen siimmtliche Minimalflichen dar und setzen 
zugleich in Ewidenz, dass jede Minimalfliche stetig gebogen werden kann, 
ohne ihre Minimaleigenschaft zu verlieren*). 


43. Zum Schlusse dieses Abschnittes soll der allgemeine Fall 
betrachtet werden, von dem die Fille x —(, 1, co ausgezeichnete 
Grenzfille sind. Wird zur Abkiirzung 


1 — x? = x’? 
gesetzt, so lautet die Differentialgleichung des gemeinsamen conjugirten 
Systems (I.): 
x? __ dv 


Ly a. 
7 atuy(1+ 4)’ 


x 


sodass wieder Yi — 0 ist. Ks wird daher, wenn noch 


P F P=*P,, I= *q 
eingefiihrt wird: 


i= xtn(p, + MN) “%), v= *(P,;—4%) 
und 


2 
ds? — A*(dp, +-dq,)? — 4x°Adp, dq, A=(BTH). 
Diese Form des Linienelementes zeigt sofort, dass die Linien 
~p, = const. und g, = const. geoddtische Linien sind, sodass die fiir 
x= 1 von Peterson entdeckte Eigenschaft auch dem allgemeinen 
Falle zukommt. 
Weiter ergiebt sich: 


12 — j12 _ __ Alogen(m+4,) _ 9m (pi+ G1) an(Mi+%) | 
1 12 d(p, +) cn( pi +4) 


Setzt man also: 


P= cn?(p,+4;)- oe Q= on*(py+a): $5, 


*) Vergl. H. A. Schwarz, Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflichen, 
Journal fiir Mathematik , Bd. 80, 1875, S. 288, 
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so tritt an die Stelle der Gleichungen (II.) die lineare homogene partielle 
Ditferentialgleichung zweiter Ordnung: 


FQ __ 8n( Pi +4) .an(Pr+ Hy) (= + 2) _o 
OPs O41 en(Pi-+ MH) OP, © 0% : 
deren Invarianten einander gleich sind, es wird namlich 
h=k = 2x’? sn?(p,+q,) — 1. 
Mithin ergiebt die Substitution 
© = cn(p,+4,) -2 


die harmonische Gleichung: 
ao . 

anda —~ 28 80"(n, +4) — 1)@, 

nach deren Integration die Durchfiihrung des Verfahrens von Peterson 

nur noch Quadraturen erfordert. 


(73) 


44. Nach Darboux*) besitzt die harmonische Gleichung: 


a. = (9(p. +4) — v(p, —4q,)) ) 


unendlich viele particulare Integrale der Form: 


8 =f(r+4%) -9(%1—)- 
Man hat dazu nur /(¢) und g(t) so zu wiahlen, dass gleichzeitig 


f" (6) = (9(6) + ¢) f(@), 

9" (t) = (¥(z) + ¢) g(t) 

ist, wo ¢ eine willkiirliche Constante bedeutet. 
In dem Falle der Gleichung (73) handelt es sich also um die 


Integration der linearen homogenen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung : ; 

f" (6) = (2x?sn? (p,-+4) + ¢ — 1) f(), 

9" (6) = eg(9). 
Die zweite Gleichung lasst sich sofort integriren. Aber auch das all- 
gemeine Integral der ersten ist bekannt, da die Lamé’sche Differen- 
tialgleichung: 

y” = (n(n+1)x? sn? (a, x) + h)y 

fiir n= 1 in diese Gleichung tivergeht. 

Was die allgemeine Integration der Gleichung (73) betrifft, so 
geniige es hier, auf die Integrationsmethode hinzuweisen, die Riemann 
in seiner Abhandlung ,,Ueber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von 
endlicher Schwingungsweite“ (1868) auseinandergesetzt hat. 


*) Legons, t, II, S. 192. 
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45. Aus den Schraubenflichen S, die auf das Catenoid abwickelbar 
sind, entstehen durch das Verfahren von Peterson neue Familien 
von Flachen 2, die durch Biegung in einander iibergehen, und es 
liegt nahe, wie das in Nr. 36 bei den Gesimsfliichen geschehen 
ist, auf diese Flachen wiederum das Verfahren von Peterson an- 
zuwenden, Eine genauere Betrachtung zeigt jedoch, dass hier dasselbe 
eintritt, was damals bei den Gesimsflichen zu beobachten war: die 
Flachen 2 sind, in ihrer Gesammtheit betrachtet, gegeniiber der Trans- 
formation (2) invariant. Um zu weiteren Ergebnissen zu gelangen, 
muss man daher statt der Schraubenfldéchen eine andere Classe von 
Flichen zu Grunde legen, und hierfiir bieten sich sofort die Z’rans- 
lationsfliichen dar, die schon in Nr. 10 auftraten und deren Biegungen 
in dem folgenden Abschnitte untersucht werden sollen. 


Berlin, im October 1896. 


(Schluss folgt.) 











Ueber das Gleichungssystem einer Kirchhoff’schen galvanischen 
Stromverzweigung. 


Von 


W. Anrens in Leipzig. 


Fiir eine beliebige galvanische Stromverzweigung in linedren 
Leitern liefern bekanntlich die beiden Kirchhoff’schen Gesetze ein Glei- 
chungssystem, aus dem sich die Stromintensitiiten der verschiedenen 
Driihte des Systems als eindeutige Functionen aller elektromotorischen 
Kriafte und Widerstinde des Systems ergeben. Das Bildungsgesetz der 
sich so fiir die Intensitiiten ergebenden mathematischen Ausdriicke ist 
bekanntlich von Kirchhoff*) vollstiindig angegeben und zwar gelangt 
er zu seinen Resultaten im Wesentlichen auf Grund eines physikalischen 
Postulats, niimlich des folgenden: 

Es ist einerlei, ob man einen Draht zerschneidet resp. entfernt 
oder den Widerstand desselben unendlich gross macht. 

Da die ganze Frage jedoch rein mathematischer Natur ist, so 
diirfte es nicht unangebracht sein, die Kirchhoff’schen Resultate auf 
rein mathematischem Wege abzuleiten, wobei wir ausgehen von ge- 
wissen allgemeinen Betrachtungen, welche iiberhaupt fiir jedes ,,Linien- 
system“ gelten und zum Theil implicite auch bei Kirchhoff vorkommen, 
und diese dann fiir das Kirchhoff’sche Gleichungssystem verwenden. 


§ 1, 
Als ein ,,Liniensystem“ **) sei definirt eine Mannigfaltigkeit von 
beliebig geformten Linien im Raume von der Beschaffenheit, dass es 
méglich ist, von jedem Punkte einer Linie des Systems zu irgend 





*) ,,Ueber die Auflésung der Gleichungen, auf welche man bei der Unter- 
suchung der linearen Vertheilung galvanischer Stréme gefiihrt wird, Poggen- 
dorff’s Annal. Bd. 72, 1847, pag. 497 ff.; Ges. Abhandl. pag. 22. 

**) Diese Bezeichnung entnehme ich Lippich, ,,Bemerkungen zu einem 
Satze aus Riemann’s Theorie der Functionen einer veriinderlichen complexen 
Grisse“, Wiener Sitzungsber. Bd, LXIX, Abth, II, 1874, pag. 91 ff, wiihrend 
Listing, ,,Vorstudien zur Topologie“ in Géttinger Studien, Bd, 1, 1847, pag. 867 
den Ausdruck ,,Linearcomplexionen“' gebraucht. 
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einem andern solchen Punkte zu gelangen auf einem Wege, welcher 
ausschliesslich aus Linien des Systems besteht. Wahrend man im 
Allgemeinen von einem Punkte in dem System in zwei verschiedenen 
Richtungen ausgehen kann, sind diejenigen Punkte ausgezeichnet, von 
denen aus dies nur in einer oder andererseits in 3 resp. mehr Rich- 
tungen mdglich ist. Diejenigen Punkte, welche man nur in einer 
Richtung verlassen kann, nennen wir Endpunkte, diejenigen, von 
welchen man in 3 oder mehr Richtungen ausgehen kann, Kreuzungs- 
punkte. Ein System ohne Endpunkte wollen wir ein ,,geschlossenes“ 
nennen. Genetisch kénnen wir ein System offenbar auch definiren als 
eine Mannigfaltigkeit von Punkten, welche durch beliebig geformte 
Linien mit einander verbunden sind, so zwar, dass von jedem dieser 
Punkte mindestens 3 Linien oder aber nur eine ausgehen und man 
von einem beliebigen Punkte des Systems durch die Linien des Systems 
zu jedem andern Punkte des Systems gelangen kann. Wir verstehen 
alsdann unter einer ,,Linie“ immer nur das Stiick von einem Punkte 
des Systems bis zum nichsten und bezeichnen einen Punkt, in dem 
nm >3 Linien miinden, als einen Kreuzungspunkt (m — 2) Ordnung 
und einen solehen, von dem nur eine Linie ausgeht, als einen End- 
punkt. Besteht ein System nun aus e Endpunkten, k, Kreuzungs- 
punkten erster Ordnung, k, solchen zweiter Ordnung ...k, von der 
(1 — 2)" Ordnung, so ist offenbar die Anzahl der Linien des Systems 
gegeben durch die Formel: 


t 
(1) e+ Dik, 
n= 3 
wahrend 
t 
(2) m=ae+ Dik; 
3 


die Gesammtanzahl der Punkte (End- und Kreuzungspunkte) angiebt. 

Die Formel (1) involvirt die bekannte Kigenschaft eines Linien- 
systems, dass die Anzahl der Endpunkte und der Kreuzungspunkte 
ungerader Ordnung in einem Liniensystem stets gerade ist*)- Fir 
geschlossene Systeme, mit denen wir es in erster Linie hier zu thun 
haben, lauten also diese Formeln: 


i 

(1%) n= i> ik,, 
3 
i 

(28) m= Shy. 
ee I 3 


*) Lippich, 1. c. pag. 98; vgl. a. Durége, ,,Elemente der Theorie der 
Functionen einer complexen veriinderlichen Grosse“, Dritte Aufl. 1882, pag. 193. 
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Sind die Ordnungszahlen der m Punkte des geschlossenen Systems 
bezw. 7,,%.-++%m, Wo dann unter diesen r gleiche Zahlen vorkommen 
kénnen, so ist offenbar: 

m 2 m 
(1) n= > “a = ; Pr, + m, 

1 1 


eine Formel, welche unter Umstinden bequemer ist als die obige. - 


§ 2. 

Geht man von einem Kreuzungspunkte des Systems aus und kehrt, 
nachdem man mehrere andere Punkte des Systems, jeden jedoch nur 
einmal, passirt hat, wieder zu dem Ausgangspunkte zuriick, so nennt 
man den so beschriebenen Weg einen geschlossenen Kreis. Besondere 
Bedeutung besitzen diejenigen geschlossenen Kreise, welche alle 
Kreuzungspunkte des Systems enthalten. Die Frage nach der Existenz 
eines solchen lisst sich jedoch noch nicht beantworten, wenn nur die 
Ordnungszahlen der einzelnen Kreuzungspunkte gegeben sind, sondern 
hingt vielmehr stets von der inneren Structur des Systems ab*). 
Dasselbe gilt auch hinsichtlich der Anzahl aller geschlossenen Kreise 
eines Systems, fiir welche sich aus den Ordnungszahlen der Punkte 
allgemein nur eine Maximalzahl angeben lasst, worauf wir unten 
zuriickkommen werden. 

Haben wir nun 2 geschlossene Kreise mit bestimmten Durch- 
laufungsrichtungen, so wollen wir unter der Composition der beiden 
diejenige Bahn verstehen, welche sich aus den einzelnen Linien der 
beiden, jede Linie mit der zugehérigen Durchlaufungsrichtung ver- 
sehen, ergiebt, wobei eine zweimal und zwar mit entgegengesetzten 
Richtungen vorkommende Linie als ausgeschieden gilt. Besitzen die 
beiden urspriinglichen Kreise keine gemeinschaftliche Linie, so besteht 
die Composition derselben auch nur wieder aus diesen beiden. Be- 
sitzen dieselben jedoch eine oder mehrere Linien gemeinsam, so 
scheiden bei entsprechender Festsetzung der Durchlaufungsrichtungen 
eine oder mehrere dieser Linien aus und die Composition besteht aus 
einem oder mehreren von den urspriinglichen verschiedenen, ge- 
schlossenen Kreisen, wobei jedoch eine Mehrdeutigkeit mdglich ist, 
insofern als die iibrigbleibenden Linien der beiden Kreise auf ver- 
schiedene Art zu geschlossenen Kreisen eventuell zusammengesetzt 
werden kénnen. Hiernach stellen wir folgende Satze auf: 


*) Die dualistisch verwandte Frage nach der Existenz eines Linienzuges, 
welcher jede Linie des Systems gerade einmal enthilt, ist von C. Hierholzer, 
Math, Annal. Bd, 6 erledigt worden, 








314 W. Annens, 


I. Die Composition zweier geschlossener Kreise besteht aus einem 
oder mehreren geschlossenen Kreisen; ist die Composition nur ein 
Kreis, so enthalt dieser keine der Linien mehr, welche den beiden 
urspriinglichen Kreisen gemein waren. Die Durchlaufungsrichtungen 
der beiden urspriinglichen Kreise lassen sich stets so wiahlen, dass 
eine bestimmte, ihnen beiden gemeinsame Linie in der Composition 
nicht mehr vorkommt. 

Il. Ergeben zwei Kreise R und S die Composition 7, so ist S 
auch die Composition von R und JT und R auch die von T und S. 


§ 3. 


Wenn es méglich ist, durch Fortnahme einer Linie ein Linien- 
system so zu veriindern, dass man nicht mehr von jedem Punkte des 
Systems zu jedem andern gelangen kann, so sagen wir: ,,das System 
zerfallt durch Fortnahme dieser Linie“ und nennen diese Linie dann 
eine ,,Briicke“ des Systems. Wir erhalten durch Fortnahme einer 
solchen Briicke 2, aber auch nicht mehr getrennte Theile, welche, 
jedes fiir sich, wieder Liniensysteme sind; allgemein kann durch Fort- 
nabme von a Linien ein Liniensystem héchstens in a getrennte Theile 
zerfallen, welche dann, jedes fiir sich, Liniensysteme sind. Besitzt 
ein Liniensystem auch nur eine Briicke, so liasst sich in demselben 
jedenfalls kein alle Punkte des Systems umfassender, geschlossener 
Kreis angeben. Wir wollen nun, beginnend in einem beliebigen 
Punkte des Systems, von den von diesem Punkte ausgehenden Linien 
so viele als méglich entfernen, ohne dass das System zerfillt, d. h. 
also z. B., wenn von diesem Punkte keine Briicke ausgeht, alle Linien 
bis auf eine. Alsdann gehen wir lings der iibrig bleibenden Linien 
zu den Nachbarpunkten und machen hier dasselbe u. s. w. Schliesslich 
wird das System den, wie wir sagen wollen ,,baumférmigen Typus“ *) 
angenommen haben, d. h. eine Form, bei der das System noch zu- 
sammenhiingt, so dass man nach wie vor von einem Punkte des Systems 
zu jedem andern gelangen kann, bei der es aber unmdglich ist, auch 
nur einen geschlossenen Kreis zu beschreiben. Es ist nun leicht er- 
sichtlich, dass zwischen m Punkten héchstens m— 1 Verbindungs- 
linien existiren diirfen, ohne dass eine geschlossene Bahn besteht, 





*) Diese geometrischen Gebilde sind vor allem behandelt von Cayley, 
welcher sie ,,Trees‘* nennt (Phil. Mag. XIII, 1857; XVIII, 1859; XLVII, 1874 u. 
British Association Report 1875), dann von Polignac (Bulletin de la société 
mathématique de France 1880, wiedergegeben in Lucas, Récréations mathématiques 
t. 1. pag. 51), welcher sie mit den Namen ,,ramification, arbre, arborescence“ 
belegt. Das Hauptresultat dieser Polignac’schen Arbeit findet sich tibrigens 
schon bei Lippich, l.c. pag. 93. 

















Gleichungssystem einer Kirchhoff’schen Stromverzweigung. 315 


dass aber in dem Falle des baumférmigen Typus, wo das System 
eben noch nicht zerfallt, auch gerade diese Maximalzahl erreicht wird, 
mithin, um diese Form aus dem urspriinglichen System herbeizufiihren, 
n — m-- 1 Linien fortgenommen werden miissen, eine fir das Linien- 
system besonders charakteristische Constante, welche wir im Folgenden 
immer mit mw bezeichnen wollen und welche nach §1(J>) zweck- 
missig nach der Formel 


: PY, + 1 
1 
berechnet wird. 


Die Operation der Ueberfiihrung eines beliebigen Liniensystems 
in den baumférmigen Typus kann natiirlich auf sehr viele verschiedene 
Arten bewerkstelligt werden. Die Grésse w jedoch, welche die Anzahl 
der hierfiir zu entfernenden Linien angiebt, ist fiir jedes System eine 
bestimmte Constante; u solche zusammengehdérige Linien, welche die 
Eigenschaft besitzen, dass nach ihrer Fortnahme das Liniensystem in 
den baumférmigen Typus iibergeht, wollen wir eine ,,Gruppe von 
u Linien“ nennen. 

Hiernach sagen wir: 

Ill. Um ein Liniensystem in den baumférmigen Typus iiberzu- 
fihren, miissen «» = »— m-+ 1 Linien desselben entfernt werden, 

IV. Entfernt man aus einem System w Linien, ohne dass dasselbe 
zerfallt , so liegt der baumférmige Typus vor. 

V. Jeder geschlossene Kreis eines Liniensystems enthilt stets 
mindestens eine der wu Linien einer beliebigen Gruppe. 

VI. Nimmt man in einem Liniensystem u —1 zu einer Gruppe 
gehérige Linien fort, so bleibt gerade noch ein geschlossener Kreis 
iibrig. 

Wire niamlich kein geschlossener Kreis mehr vorhanden, so wire 
dies ein Widerspruch mit III., und blieben noch mehrere geschlossene 
Kreise iibrig, so miissten diese zu gleicher Zeit durch Entfernung der 
we Linie der Gruppe zerstért werden, also jedenfalls diese Linie ent- 
halten. Nach I. liesse sich dann aber eine Composition aus 2 dieser 
geschlossenen Kreise so bilden, dass jene Linie darin nicht vorkime, 
und der oder die geschlossenen Kreise dieser Composition wiirden also 
nach Fortnahme jener Linie bestehen bleiben, was mit der Definition 
der Gruppe widerstreitet. 


§ 4. 

Nach VI. kénuen wir zu jeder Gruppe G, von uw Linien 1,, , ... l, 

u geschlossene Kreise K,, K,...K, so finden, dass der Kreis K; von 
den Linien der Gruppe nur J; enthait, indem wir eben in dem 
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urspriinglichen Liniensystem die Linien 1, l,... U1, dizi... 1, ent- 
fernen und den einzigen dann iibrig bleibenden geschlossenen Kreis 
aufsuchen. Haben wir nun irgend einen geschlossenen Kreis K des 
Liniensystems, so enthialt dieser nach V. wenigstens eine Linie der 
Gruppe G,, etwa 1,. Alsdann kénnen wir aus K und K, eine Compo- 
sition K’ derart bilden (vergl. I.), dass in dieser Composition 1, nicht 
mehr vorkommt. Da K, von den Linien der Gruppe nur J, enthilt, 
so enthalt also K’ von den Linien dieser Gruppe nur die in K bereits 
vorkommenden ausser /,, Umgekehrt lasst sich nach II. aus K’ und 
K, auch K durch Composition erhalten. KK’, welches jedenfalls /, 
nicht enthalt, enthalte nun noch /,. Alsdann bilden wir diejenige 
Composition K” von K’‘ und K,, welche /, nicht mehr, also nur noch 
die in K vorkommenden Linien der Gruppe ausser /, und 1, enthilt. 
Da sich nun KX’ umgekehrt durch Composition aus K, und K” er- 
halten lisst, so lasst sich K durch Composition aus K,, K, uud K” 
erhalten. In derselben Weise geht dies fort, und wir erhalten schliesslich 
das Resultat, dass sich K durch Composition herstellen lasst aus 
K,, K,... und einem Kreis K, welcher nur noch eine Linie der 
Gruppe enthalt. Dann muss aber K mit einem der Kreise K,, K,.., K, 
identisch sein, denn wenn K von der Gruppe nur noch J; enthiilt, 
so lisst sich aus K und K; nach I. eine Composition bilden, welche 
1; nicht mehr, also iiberhaupt keine Linie der Gruppe mehr enthilt, 
was nach V. unmdglich ist; es muss daher K mit K; identisch sein, 
d. h. jeder geschlossene Kreis K lisst sich durch Composition jeden- 
falls aus den K,, K,...K, herstellen. Hin solches System von uw 
Kreisen, welche die Eigenschaft haben, dass sich jeder geschlossene 
Kreis durch Composition aus ihnen herstellen laisst, wollen wir ein 
»Fundamentalsystem von Kreisen“ nennen und zwar bezeichnen wir 
das System der Kreise K,, K,...K, als das zu der Gruppe G, zu- 
gehérige Fundamentalsystem. 

Diese so erhaltenen Resultate sprechen wir folgendermassen aus: 

Vil. Ist K,, K,...K, das zu der Gruppe J,,1,,..1, in der 
oben angegebenen Weise gebildete zugehérige Fundamentalsystem von 
Kreisen, so ist K; der einzige geschlossene Kreis in dem Liniensystem, 
welcher von den Linien der Gruppe G, nur die Linie J; enthilt. 

VIII. Ein beliebiger geschlossener Kreis K lasst sich aus den 
Kreisen des Fundamentalsystems durch Composition herleiten und zwar, 


wenn K von den Linien der Gruppe G, etwa 1;,, li,, li, ... 1, enthilt, 
aus K,,, Ki, K;, cee K; 


ir? 


Hierzu fiigen wir noch den ohne Weiteres evidenten Satz: 
IX. Leitet man aus gewissen Kreisen K;,, K;,,... K;, eines 
Fundamentalsystems durch Composition K her, so erhilt man, wenn 
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man einen der hierbei wesentlichen Kreise durch K ersetzt, wieder 
ein Fundamentalsystem von Kreisen. 

Als Corollar hierzu ergiebt sich: 

Es lassen sich stets zu einem beliebigen Kreis K oder auch zu 
zweien K und K’ w — 1 resp. uw — 2 andere so hinzufiigen, dass ein 
Fundamentalsystem entsteht. 

Sodann fiigen wir noch folgenden weiterhin zu gebrauchenden 
Satz hinzu: 

X. Bilden die Linien k,,k,...k, und 1,,1,...1, je eine Gruppe 
G, und G,, so kann man zu beliebigen und beliebig vielen (r) Linien 
der ersten « — yr der zweiten so adjungiren, dass wieder eine Gruppe 
entsteht. 

Der Beweis hierfiir ergiebt sich leicht: Es seien k,,k,...k, die- 
jenigen Linien von G,, welche beibehalten werden sollen. Die Linie 
k, muss nothwendig in einem Kreise des zu der Gruppe G, zugehérigen 
Fundamentalsystems vorkommen, sagen wir in demjenigen, welcher 1, 
enthilt. Alsdann erhalten wir offenbar, wenn wir in der Gruppe G, 
l, durch k, ersetzen, wieder eine Gruppe: k,, l,, 1, ... 1. In der- 
selben Weise kommen wir dann etwa zu der Gruppe k,, ky, 1,, 1,, ..+ lu 
und erhalten so fortschreitend offenbar die gewiinschte Gruppe. 

Schliesslich bemerken wir noch, indem wir auf eine oben (§ 2) 
aufgeworfene Frage zuriickgehen, dass die Maximalzahl aller ge- 
schlossenen Kreise in einem Liniensystem auf Grund von VIII. offenbar 


—(t)+() +--+ ()-e- tease 


ist. 


§ 5. 


Nach diesen allgemeinen Betrachtungen iiber Liniensysteme wenden 
wir uns dem Kirchhoff’schen Problem zu, namlich zu zeigen, dass die 
bekannten beiden Kirchhoff’schen Gesetze ein fiir die Berechnung der 
Stromintensitiiten ausreichendes Gleichungssystem liefern und nach 
welchem Bildungsgesetz die aus diesen Gleichungen resultirenden Aus- 
driicke zusammengesetzt sind. 

Wir nehmen an, dass eine Stromverzweigung von m Kreuzungs- 
punkten und » Drihten vorliegt. 

Das zweite Kirchhoff’sche Gesetz besagt bekanntlich, dass wenn 
die Driihte 4,,4,... in einem Punkte zusammenstossen und J),,J2,... 
die zu diesen Drahten zugehérigen Stromintensitaten sind, 


>} ti, =0 


ist, wo €—=-++ 1 ist je nach der Richtung des Stroms in dem be- 
treffenden Draht. Von den m Gleichungen, welche die Anwendung 
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dieses Satzes auf die m Kreuzungspunkte liefert, sind nun, wie 
Kirchhoff zeigt*), m— 1 von einander unabhingig, wahrend die m'* die 
Folge der iibrigen ist, da alle m als algebraische Summe die Identitat 
0 = 0 ergeben. 

Das erste Kirchhoff’sche Gesetz besagt, dass wenn die Drihte 
k,, ky... eine geschlossene Figur bilden und J; die Stromintensitat 
und w, den Widerstand des Drahtes k bezeichnet und EF, die elektro- 
motorische Kraft, die in demselben ihren Sitz hat, nach derselben 
Richtung positiv gerechnet wie J,, dann: 


& We, Sk, + & We, Jk, + +++ = & Ee, + & Ee, +: 


ist, wo die ¢ je nach den Stromrichtungen -+- 1 sind. 

Dieses erste Gesetz denken wir uns auf ein zu irgend einer Gruppe 
von Linien zugehériges Fundamentalsystem von Kreisen des Linien- 
systems angewandt und erhalten so uw = » — m-+ 1 Gleichungen. Da 
jeder Kreis dieses Fundamentalsystems dann (vergl. § 4) eine Linie 
enthalt, welche in den iibrigen nicht vorkommt, so kommt in jeder 
dieser Gleichungen eine in den iibrigen nicht vorkommende Grosse J 
vor, so dass eine Abhangigkeit zwischen diesen Gleichungen nicht 
bestehen kann. Da ferner jeder geschlossene Kreis aus denen des 
Fundamentalsystems sich durch Composition herleiten lasst, eine 
Operation, welche algebraisch der Addition resp. Subtraction der be- 
treffenden Gleichungen entspricht, so ist ersichtlich, dass fiir jede 
geschlossene Figur sich die zugehérige Gleichung des ersten Kirchhoff- 
schen Gesetzes aus jenen uw Gleichungen herleiten lisst, mithin die 
Leistungsfihigkeit dieses Gesetzes damit auch erschépft ist. Das erste 
Gesetz liefert also »n — m-+ 1, das zweite m—1, zusammen also » 
von einander unabhingige Gleichungen, wie es erforderlich ist. Einen 
directen Nachweis hierfiir giebt Kirchhoff nicht, vielmehr erscheint 
bei ihm als physikalisches Postulat, dass die beiden Gesetze ein zur 
Berechnung aller Stromintensititen ausreichendes Gleichungssystem 
liefern, und dient ihm dieses Postulat, nachdem er gezeigt hat, dass 
das zweite Gesetz gerade m — 1 von einander unabhingige Gleichungen 
liefert**), das erste jedoch so viele, als in dem System mindestens 
Drahte fortgenommen werden miissen, um alle geschlossenen Figuren 
zu zerstéren***), zur Berechnung dieser Minimalzahl w von Drihten 7), 
welche er direct nicht bestimmt. 


*) Ges. Abhdl. pag. 31. 
**) 1. c. pag. 31. 
*#*) 1. c. pag. 23, 24. 

+) |. ce pag. 31. 
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§ 6. 

Bei der Aufstellung des Gleichungssystems verfahren wir nun 
folgendermassen: Wir wihlen eine beliebige Gruppe von Linien des 
Liniensystems aus, bestimmen das zugehérige Fundamentalsystem von 
Kreisen und stellen fiir die Kreise desselben die Gleichung des ersten 
Kirchhoff’schen Gesetzes auf, so zwar, dass die Stromintensitaten, 
welche zu den Linien der ausgezeichneten Gruppe gehéren, an den 
uw ersten Stellen, und zwar die in der i‘ Gleichung vorkommende an 
i‘ Stelle, steht. Der Uebersichtlichkeit halber denken wir uns in der 
Determinante D dieses Gleichungssystems die u ersten Horizontalreihen 
und ebenso die w ersten Verticalreihen durch eine Horizontal- bezw. 
Verticallinie von den iibrigen abgetrennt, so dass wir eine Vierteilung 
der Determinante, wie in der nachstehenden Figur erhalten: 





D= 4 I iI 
u | m—- 1 
m—1 Ill IV 











Alsdann entsprechen die Gebiete I und II den Gleichungen des 
ersten, die Gebiete III und IV denen des zweiten Gesetzes und ent- 
halten I und III die von den w Linien der ausgewahlten Gruppe, II 
und IV die von den tibrigen, d. h. den Linien des nach Fortnahme 
jener w iibrigbleibenden baumférmigen Typus herriihrenden Elemente. 
In I und IJ kommen nur die Widerstiinde w der verschiedenen Driahte 
und Nullen, in [I und IV nur die Grissen 0, +1, —1 vor. Man 
ersieht hieraus, dass die Determinante eine homogene Function g'™ 
Grades der Gréssen w ist und zwar kommen nur Combinationen von 
solchen Gréssen w vor, deren zugehérige Linien (Drihte) eine Gruppe 
bilden. Denken wir uns namlich eine Combination von w Linien, 
welche keine Gruppe bilden, so bleibt nach deren Fortnahme jeden- 
falls mindestens ein geschlossener Kreis tibrig. Durch diesen Kreis 
nun kénnen wir nach § 4, IX einen der Kreise des Fundamental- 
systems ersetzen und erhalten dann ein neues Fundamentalsystem; 
denken wir uns dann mit Bezug auf dieses das Gleichungssystem auf- 
gestellt, so kommt in einer der uw ersten Horizontalreihen der Deter- 
minante keine jener w Grdssen vor, d. h. ihre Combination kann auch 
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in der Determinante nicht vorkommen. In dem Theil I unserer 
Determinante enthilt offenbar nur die Diagonalreihe von 0 ver- 
schiedene Gréssen, so dass also I als selbstandige Determinante be- 
trachtet, den absoluten Werth w,w,..., besitzt, wenn w,w,... Ww, 
die zu den Linien der Gruppe gehérenden Widerstinde sind. 

Um jedoch zu ermitteln, ob dieses Glied in der Determinante D 
auch wirklich mit einem von 0 verschiedenen Coefficienten vorkommt, 
miissen wir das Gebiet IV naher in’s Auge fassen. Wenn die u Drihte 
der Gruppe entfernt sind, bleibt nur noch ein baumférmiger Typus 
iibrig. Wir wollen uns nun die m—1 Gleichungen des zweiten 
Gesetzes in folgender Weise aufgestellt denken: Wir gehen von 
einem beliebigen Punkte aus, den wir mit I bezeichnen, gehen dann 
von I zu einem Nachbarpunkte II lings einer Linie, die wir mit 1 
bezeichnen, von II wieder zu einem Nachbarpunkte [II langs einer 
mit 2 zu bezeichnenden Linie u. s. f., bis wir schliesslich nicht mehr 
weiter gehen kénnen; alsdann gehen wir zu einem der bereits passirten 
Punkte zuriick, von dem noch andere, nicht passirte Linien ausgehen, 
und setzen hier die Numerirung in derselben Weise fort u. s. f., bis 
alle Punkte und Linien des baumférmigen Typus numerirt sind. 
Sodann stellen wir fiir die m— 1 ersten Punkte ihrer Nummer nach 
die Gleichungen des zweiten Kirchhoff’schen Gesetzes auf, wobei wir 
nur die von den Linien des baumférmigen Typus, nicht aber die von 
den w Linien der Gruppe herriihrenden Elemente zu beriicksichtigen 
haben, da es uns ja nur auf das Gebiet IV jetzt ankommt. In den 
einzelnen Gleichungen, also auch in der Determinante ordnen wir nach 
den Nummern der Linien; alsdann hat die Determinante IV folgende 


Kigenschaften: In jeder Verticallinie — ausgenommen die letzte, wo 
nur ein von 0 verschiedenes Element —-+1 vorkommt — stehen 
gerade 2 von 0 verschiedene Glieder, von denen das eine = -+ I, 


das andere = — 1 ist, so zwar, dass in der i" Verticalen eins der- 
selben an der (i + 1)" Stelle von oben und das andere oberhalb 
desselben steht. Addirt man alsdann zu jeder Zeile die Summe der 
vorhergehenden , so bleiben auf der linken Seite der Diagonale nur 
Nullen, wahrend die Glieder der Diagonale alle den Werth + 1 haben, 
so dass die Determinante IV den absoluten Werth 1 hat, also das 
Glied w,w,...w, in der Determinante D, vom Vorzeichen abgesehen, 
mit dem Coefficienten 1 behaftet ist. 


§ 7. 
Es ist daher jetzt nur noch die Frage des Vorzeichens zu er- 


ledigen. Bilden die Linien 1,2..,m eine Gruppe und ist « + 1 
eine Linie, welche dem nach Fortnahme von 1,2... m—=1 allem 
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noch iibrig bleibenden geschlossenen Kreise angehért und w benachbart 
ist, so bilden also auch 1,2...u—1, w+ 1 eine Gruppe, d. h. 
es muss in der Determinante neben w,w, ... W,-1.w, auch das Glied 


W, Ws. . + Wy—1W,y41 Vorkommen nnd man kann der Determinante als- 
dann folgende Form geben: 





8w, 0 0... | 
0 6,0, 0.. | 





é & 
0 &, 
0 OO & 
0 0 O 
0 Oo. Em—1 











wo die Gréssen ¢ und d=-+ 1 sind. Da nun 4, w,... W,y-1 nur 
je einmal vorkommen und w,4+; in der me" Reihe jedenfalls auch nur 
einmal, so ergiebt sich das Product w,w,...W,y—1Wu41 bei der Aus- 
werthung der Determinante nur einmal. Vertauschen wir nun die 
we und (w+ 1) Verticalreihe, so sehen wir, dass in der neuen 
Determinante w,W, ... Wy-1Wy41 den Coefficienten 
0,0, eee 8, 1 Ou4r € & eee Em—1 
haben wiirde, also in der alten den Coefficienten 
— 0,0, ... Oy-10y41 88 22+ Em—1 
hat*), wahrend der des Gliedes w,w, ... Wy—1Wy 
6,8, .. - OynsGy 8,8... Sut 
ist. Der Quotient dieser beiden Coefficienten ist nun 
O43 °8 
#+1 
— fet 
da, wenn 6, und 0,4; gleiches Vorzeichen, ¢ und ¢, ungleiches haben 
und umgekehrt. Damit ist zuniichst Folgendes bewiesen: Zwei Producte, 
welche « — 1 Factoren gemein haben und deren uw'* Factoren einander 


*) Ein weiteres Glied kann bei der Auswerthung der Determinante nicht 
auftreten, auch wenn in der u'" Colonne des Gebietes III noch ausser ¢ ein 
von 0 verschiedenes Glied vorkommt, wie es gewdhnlich der Fall sein wird, 
—- da ja dann der Coefficient von w,w,.. Wy.41=0 oder +2 wiirde, 


Wy 4 
wihrend er nach §6 =-+ 1 sein muss. 
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benachbarten Linien entsprechen*), haben gleiches Vorzeichen. Indem 
wir nun von dem Product ww, .. . Wy-1Wy41 ZU WyWy... Wu-1 Wyte 
tibergehen, wo wu + 2 wieder eine w+ 1 benachbarte Linie sein 
mag u.s. w., so erhalten wir offenbar das Resultat, dass 2 beliebige 
in # — 1 Factoren iibereinstimmende Glieder der Determinante mit 
gleichen Vorzeichen vorkommen. 

Nun wissen wir nach dem zum Beweise von X, § 4 angewandten 
Verfahren, dass sich zwischen 2 beliebige Gruppen von Linien stets 
eine Reihe von Gruppen derart einschalten lisst, dass je 2 auf einander 
folgende in u — 1 Gliedern iibereinstimmen. Fiir 2 benachbarte Glieder 
dieser Reihe gilt also nach dem eben Bewiesenen, dass die entsprechenden 
Glieder der Determinante dasselbe Vorzeichen haben, mithin tiberhaupt 
fiir alle Glieder. Wir kénnen daher ohne Beschriinkung alle Glieder 
der Determinante als positiv annehmen und zusammenfassend sagen: 

»Die Determinante D ist eine ganze homogene Function w'" Grades 
der Widerstinde, wobei jedoch nur solche Widerstinde mit einander 
combinirt vorkommen, deren zugehdrige Linien eine Gruppe bilden, 
und wo jedes Glied den Coefficienten + 1 besitzt*. 


§ 8. 


Nachdem wir so das Bildungsgesetz der Determinante, des ge- 
meinsamen Nenners aller Functionen, welche sich fiir die Strom- 
intensitiiten ergeben, erkannt haben, wenden wir uns den Zihlern 
dieser Quotienten zu, und denken uns etwa beispielsweise den zu der 
Intensitaét J, gehdrigen als zu bestimmen, Bilden nun die Linien 
2,3... mit 1 eine Gruppe, so kénnen wir mit Bezug auf diese als 
ausgezeichnete Gruppe das Gleichungssystem aufstellen; alsdann sind 
far die Berechnung der Zahlerfunction die Elemente der ersten Vertical- 
reihe zu ersetzen durch die auf der rechten Seite der Gleichungen 
stehenden algebraischen Summen der elektromotorischen Krifte. Die 
Verbindung w,w,...w, kommt alsdann gerade einmal in der Deter- 
minante des Ziahlers vor und zwar wmultiplicirt mit der Summe der- 
jenigen elektromotorischen Krafte, welche sich auf derjenigen ge- 
schlossenen Figur befinden, welche nach Fortnahme von 2,3... u 
allein iibrig bleibt, wo als positive Richtung der elektromotorischen 
Krafte, wie leicht ersichtlich, die positive Richtung von J, zu 
nehmen ist. 

Dabei haben wir also nur noch nachzuweisen, dass die angegebenen 
Glieder auch die einzigsten sind. Sind namlich 2’, 3’... w’ Linien, 


*) In der Annahme, dass die Linie » +1 in dem betreffenden geschlossenen 
Kreise mit uw liegt, ist keine Beschrinkung enthalten, da ja eine andere Linie 
mit den tibrigen » —1 keine Gruppe bilden wiirde, 
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welche nicht in einer Gruppe zusammen vorkommen kénnen, so bleiben 
nach ihrer Fortnahme mindestens noch 2 geschlossene Kreise iibrig, 
welche wir dann nach § 4, IX zu einem Fundamentalsystem erginzen 
kénnen. Legt man dann dieses Fundamentalsystem fiir die Aufstellung 
der Gleichungen zu Grunde, so kommt in zweien derselben keine der 
Gréssen wy, Ws ... w, mehr vor, also kann die Combination der- 
selben auch nicht in der Determinante vorkommen. Nun wire es ja 
aber noch méglich, dass eine Combination wyws ...w, vorkime, 
wenn 2',3’...w’ zwar unter sich, nicht aber mit 1 in einer Gruppe 
zusammen vorkommen. Alsdann bleibt nach Fortnahme der Linien 
2',3’...’ noch ein geschlossener Kreis iibrig, welcher die Linie 1 
nicht enthilt, dagegen etwa eine Linie 1’, Legen wir alsdann die 
Gruppe 1’, 2’,3’...w’ als ausgezeichnete fiir die Aufstellung des 
Gleichungssystems zu Grunde, so kommen die Gréssen wy wy ... Wy,’ 
nur je einmal in D vor; d.h. fiir die betreffende fragliche Combination 
kann also nichts mehr aus der 2,3... '*" Horizontalreihe von D 
vorkommen, also bleibt von I der Determinante D nur noch die erste 
Horizontale zu beriicksichtigen. In dieser ist nun das Glied der der 
Linie 1 entsprechenden Verticalen, welches hier 0 ist, durch die betreffende 
algebraische Summe der rechten Seite der ersten Gleichung zu ersetzen, 
um die Zahlerdeterminante zu erhalten, und mit diesem Gliede allein 
kann wy Ws... w, zusammen vorkommen, wobei dann nur noch der 
aus dem tibrigen Theil der Determinante sich ergebende numerische 
Factor zu bestimmen ist. Es kommen hierfiir nur noch die erste 
Verticale von III und das Gebiet LV ausser der der Linie 1 entsprechen- 
den Verticalen in Betracht; ersetzen wir letztere durch die erste 
Verticale von III, so ist es also die so resultirende Determinante, welche 
bestimmt werden muss. Um den Werth hiervon zu bestimmen, verfahren 
wir folgendermassen: Bei dem in § 6 (Ende) angegebenen Numerirungs- 
verfahren denken wir uns hier als mit den ersten Nummern die- 
jenigen Linien belegt, welche mit 1’ einen geschlossenen Kreis des 
Fundamentalsystems bilden, und zwar mag an dem einen Endpunkt von 
1’ der Anfang gemacht sein; da die Linie 1 in diesem Kreise nicht 
liegt, so erhalt sie also eine spiitere Nummer. In der der Linie 1’ 
entsprechenden Verticalen, der ersten der Determinante D, wird also, 
da die Endpunkte von 1’ bei dieser Numerirung jedenfalls friiher als 
der letzte der Endpunkte von 1 kommt, das zweite von Null ver- 
schiedene Glied héher stehen als in der 1 entsprechenden Verticalen, 
d. h. es wird also nach Vertauschung dieser beiden und nach Aus- 
fihrung der in § 6 angegebenen Additionen unter den Zeilen von IV 
in dieser Verticalen das Diagonalglied = 0 werden. Die Determinante 
IV, welche jetzt nach der Vertauschung nicht mehr einem baum- 
formigen Typus zugeordnet ist, (fiir welchen das Nichtverschwinden der 
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nach diesem Bildungsgesetz gebildeten Determinanten charakteristisch 
ist), hat also jetzt den Werth 0, das hypothetische Glied kommt also 
in der Ziihlerdeterminante nicht vor. 

Hiernach kénnen wir also sagen: 

» Die Determinante des Zahlers in dem fiir J, resultirenden 
Quotienten ist eine homogene ganze Function (u — 1)'*" Grades der 
Gréssen w ausser w, und zwar kommen nur die w derjenigen Linien mit 
einander combinirt vor, welche mit 1 eine Gruppe bilden, jede Combi- 
nation mit der algebraischen Summe derjenigen elektromotorischen 
Krafte multiplicirt, welche in dem nach Fortnahme jener u« — 1 Linien 
allein iibrig bleibenden Kreise vorkommen, alle in der Richtung als 
positiv gerechnet, in der J, positiv ist“. 





ls 





Mémoire sur le calcul fonctionnel distributif. 
Par 


8. Pincuerte 4 Bologne. 


Introduction. 


La science des nombres, soit dans son développement historique, 
soit dans l’exposé d’un programme d’études, nous présente au premier 
abord une division en deux parties distinctes. La premiére s’occupe 
des nombres, de leur classification, de leurs propriétés, de la facon 
d’opérer sur eux, 4 un point de vue que l’on pourrait appeler statique, 
cest & dire en laissant toujours aux nombres, objets de cette étude, 
des valeurs fixes; dans la seconde au contraire, le nombre est considéré 
i un point de vue dynamique: c’est un élément essentiellement variable 
et dominé par les concepts de dépendance, de limite, de continuité, etc. 
Cette deuxiéme partie comprend l’analyse mathématique, la théorie des 
fonctions avec ses divers chapitres et ses nombreuses applications. Mais 
en examinant avec plus d’attention quelques uns de ces chapitres — 
comme la théorie des formes algébriques, le calcul des variations, plu- 
sieurs recherches sur les équations différentielles, d’autres de physique 
mathématique, etc. — on s’apercoit que l'idée de nombre s’est en quel- 
que sorte effacée, pour donner place i celle de fonction, considerée en 
elle-méme, et qui s’y substitue comme élément variable. Aux deux pre- 
miéres parties que l’on a apergues dés l’abord dans la science des 
nombres, s’en ajoute ainsi une troisiéme, & laquelle on pourrait donner 
le nom de Calcul fonctionnel: on réunirait sous ce titre les chapitres 
de analyse od élément variable n’est plus le nombre, mais la fonction 
considérée en elle-méme. 

Bien que le calcul fonctionnel comprenne, comme on vient de le 
dire, plusieurs des chapitres les plus intéressants de l’analyse, les 
principes généraux qui le gouvernent ont & peine été entrevus. Cependant 
on doit remarquer dés 4 présent qu’on peut y suivre deux voies bien 
distinctes, ainsi que cela a lieu dans la théorie ordinaire des fonctions. 
Dans celle-ci nous avons en effet deux directions différentes par la 
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méthode et par le but. L’une méne a la théorie des fonctions de 
variables réelles au sens de Dirichlet, od la dépendance entre la fonc- 
tion et ses arguments est tout-a-fait arbitraire; l'autre conduit a la 
théorie des fonctions analytiques, od la nature arithmétique de cette 
dépendance a, au contraire, la plus grande importance. La premiere, 
plus extensive, nous permet d’obtenir des résultats plus généraux; 
autre, plus intensive , pénétre plus profondément dans l’essence intime 
des propriétés des fonctions. Il en est de méme dans le calcul fone- 
tionnel: la aussi, on a le choix entre deux ordres de recherches, soit 
qu’on veuille étudier les conséquences qui résultent du seul fait qu’un 
élément varie en suite de la variation arbitraire d'une ou de plusieurs 
fonctions, soit qu’on préfére étudier et classifier les différentes formes 
que peuvent présenter les opérations qu’on peut exécuter sur les fone- 
tions et que nous appellerons opérations fonctionnelles. 

Au premier ordre d’idées appartient le calcul des variations. Dans 
ce calcul, on étudie la variation d’une quantité qui dépend d’une ou 
de plusieurs fonctions arbitraires en vue des applications qui en découlent 
pour la détermination des maxima et minima des intégrales définies: 
mais l’étude de ces variations présente aussi un intérét intrinseque et 
peut étre poussée plus loin. C’est ce qu’a fait M. Volterra. Dans 
quelques notes d’un grand intérét, il considére une quantité y qui 
dépend de toutes les valeurs qu’une fonction g(x), définie dans linter- 
valle a<«2<b, prend dans cet intervalle; il définit la variation de y 
pour une variation arbitraire de p(x), pose la notion de continuité, et 
sous certaines restrictions, il arrive enfin & une formule qu'il nomme 
formule de Taylor généralisée et qui donne le développement de y eu 
une série dont les termes sont des intégrales multiples dépendants de 
y*). Ces recherches de M. Volterra, d'une généralité si remarquable, 
appartiennent évidemment au premier des deux points de vue que nous 
avons signalés dans le calcul fonctionnel: on n’y suppose rien sur la 
nature de l’opération qu’on exécute sur g(x) pour obtenir y, et cette 
remarque n’est pas contredite par le fait que la série de Taylor 
généralisée donne, sous certaines restrictions, une expression de 
Yopération en question: c’est quelque chose d’analogue a ce que |’on 
a dans la théorie des fonctions d’une variable réelle, od la série de 
Fourier sert 4 donner |’expression d’une fonction arbitrairement donnée. 

Dans les recherches qui se placent au second point de vue, comme 
cest le cas pour le présent Mémoire, il en est tout autrement. C’est 
la nature particuliére des opérations qu’on a a exécuter sur les fonctions 


*) Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, S. IV, T. II (agosto—novembre 
1887.) Une extension de cette formule de Taylor généralisée & été donnée, par 
M"e Fabri (Atti della R, Accademia delle Scienze di Torino, T, XXV, p. 654) pour 
le cas de quantités dépendantes de plusieurs fonctions, 
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variables qui a ici la plus d’importance. On pourra commencer par 
l'étude des opérations les plus simples; ensuite, par compositions et 
par inversions successives, on passera au fur & mesure aux plus com- 
pliquées, de méme que dans la théorie des fonctions analytiques on 
s’éléve successivement des fonctions rationnelles aux transcendantes élé- 
mentaires, puis aux algébriques, et ainsi de suite. Nous remarquons 
sans peine, dés le début, que les opérations fonctionnelles nous offrent 
une trés grande variété: pour ne citer que les plus communes, nous 
trouvons parmi elles, en outre de toutes les opérations arithmétiques, 
celle de dérivation, celle de différentiation finie, de substitution, etc., 
et celles qu’on obtient par la réitération, la composition et linversion 
de celles que nous venons d’énumérer. Parmi ces opérations, lesquelles 
convient-il de regarder comme les plus simples? Laissons-nous conduire 
par lanalogie avec les fonctions: la plus simple d’entre elles est la 
fonction linéaire qui satisfait (sous la condition de s’annuler pour la 
valeur zéro de la variable) 4 |’équation fonctionnelle 
f(@+ y) =f (#) + FY); 

en d’autres termes, elle jouit de la propriété distributive. En outre, 
cette propriété est caractéristique de la fonction linéaire, au moins 
parmi celles qui ne sont pas infinies dans tout intervalle fini*). Si 
nous passons aux opérations fonctionnelles, nous trouvons que les plus 
fréquentes jouissent de la propriété distributive: telles sont la, déri- 
vation et la différentiation finie, simples ou multiples, l’intégration, 
et la classe nombreuse d’opérations qui consistent dans la multiplication 
dune fonction arbitraire de » variables p(t,, ¢,,...t¢,) par une fonc- 
tion déierminée @ de ces variables et d’autres p paramétres 2, 7,,..-%p, 
et dans l’intégration définie entre des limites données, par rapport a 
t,,t,...t,**). Enfin, on voit immédiatement que les opérations qui 
jouissent de la propriété distributive, et que nous appellerons précisé- 
ment opérations distributives, forment un groupe. 

Une grande partie des travaux de calcul fonctionnel qui se placent 
i notre second point de vue s’occupent effectivement d’opérations 
distributives. Passons sommairement en revue quelques uns des plus 
remarquables. Nous trouvons d’abord Laplace, avec sa théorie des 
fonctions génératrices***), ot & chaque fonction a, d’une variable n 
correspond la fonction g(x), définie par 
*) V. Darboux, Math. Annalen, Bd. XVII, p. 55. 

**) M. Volterra m’a fait remarquer qu’en se fondant sur la formule (18) du 
§ 61 du présent mémoire (que j’ai publiée déji dans les Rendiconti della R, Acca- 
demia dei Lincei, 8. V, T. 1V, p. 142) on peut mettre, au moins formellement, une 
opération distributive quelconque sous forme d’une semblable intégrale définie, 


***) Théorie analytique des probabilités, p.9 et suiv. (Paris, V’° Courcier, 
1820). 


22* 
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ao 


(2) = >) an x" 


n=0 
et qu'il a appelée fonction génératrice de a,. On peut mettre la 
relation entre ces deux fonctions sous forme d’intégrale définie, et 
cette relation est évidemment distributive. Cette théorie a été reprise 
par Abel*), qui appelle m(x, y, 2) fonction génératrice de f(u, v, w) 
et celle-ci fonction déterminante de la premiére, lorsque ces deux 
fonctions sont liées par la relation 


p(x, Y¥, 2) =f f fester, v, w) dudv dw, 


od les intégrations sont prises entre des limites fixées. Ici on apergoit 
clairement Vidée de correspondance — au sens géométrique moderne 
du mot — entre la variété des fonctions f et celles des fonctions 9. 
De nombreux auteurs, depuis Bessel jusqu’A M. Poincaré, ont donné 
des applications de cette correspondance**), sans parler d’autres corre- 
spondances ou transformations fonctionnelles plus ou moins analogues 
et plus ou moins générales, qui ont occupé un grand nombre de 
géométres***), A cet ordre de recherches appartient la question de 
inversion des intégrales définies}). 


x 


La dérivation 4 indices quelconques est une opération distributive 
qui a, depuis Leibniz, interessé des savants celébres;}). Cette opéra- 


*) Oeuvres completes, 2¢me éd,, T. 11, mém. XI. 

**) V. mon mémoire: ,,Sulla trasformazione di Laplace‘‘, Mem. dell’ Accad. 
delle scienze di Bologna, 8. 1V, 'T. VIII. 

***) V, par exemple: Riemann, Werke, pag. 140; Spitzer, plusieurs notes 
dans le Grunert’s Archiv, T. XXXII et XXXIII; Appell, Annales de I’Ecole nor- 
male, S.I1, T. IX; Pincherle, Mem. dell’ Accad. delle scienze di Bologna, §, IV, 
T. VII; Jensen, Bulletin de l’Académie des sciences de Danemark, 1894, etc. 
V. aussi Heine, Crelle, T. LX, LXI et LXI1; Pochhammer, plusieurs mémoires 
dans le Journal de Crelle et dans les Math. Annalen (t. XXXV); Pincherle, Mem. 
dell’ Accad. di Bologna, S. V, T. Il; Mellin, Acta Soc. Fennicae, T. XXI; 
Schlesinger, Crelle, T. CXVI et CXVII, etc. 

+) V. sur le probléme d’inversion des intégrales définies, la notice biblio- 
graphique dans mon mémoire: ,,Studi sopra alcune operazioni funzionali“, Mem. 
dell’ Accad. di Bologna, 8.IV, T. VII. Parmi les travaux publiés sur ce sujet 
postérieurement 4 cette notice, v. mon mémoire dans le T. X des Acta Mathe- 
matica, deux notes de M. Levi-Civita (Rendiconti del R. Istituto Lombardo, S. II, 
I. XXVIII, et Rendiconti della R. Accad. di Torino, T. XX1), enfin deux notes de 
M. Volterra (Rendiconti della R. Accad, dei Lincei, 8. V, T. V, 1896). 

+t) Sur le calcul des dérivées & indices quelconques, v. Leibniz, Oeuvres, 
T. I, p. 105 et correspondance avec Bernouilli, passim. Cfr. Euler, Comment. 
Petropolit., 1730—31; Fourier, ‘théorie de la chaleur, p. 564; Lacroix, Calcul 
différentiel, 3¢me éd., T. II], p. 409; Liouville, Journal de l’Ecole Polytechnique, 
T. XIIl; Spitzer, Grunert’s Archiv, T, XXXII et XXXIII; Riemann, Werke, 8, 331; 
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tion, dont il ne semble pas qu’on ait encore donné la forme définitive, 
se rattache d’un cété aux transformations fonctionnelles qu’on vient 
de citer, de l’autre au calcul symbolique ou calcul des opérations, dont 
la nomenclature et les méthodes s’introduisent spontanément dans les 
études sur les opérations fonctionnelles, surtout dans celles qui ont un 
caractére formel ou algorithmique. Le calcul des opérations, quoique 
déj& ancien, est considéré avec quelque défiance par la plupart des 
mathématiciens du continent, tandis que de nombreux auteurs anglais 
sen sont constamment occupés: le »philosophical magazine«, les 
»philosophical transactions« et d’autres recueils contiennent, depuis 
plus de quarante ans, de nombreuses notes 4 ce sujet*). Cette défiance 
dépend sans doute du caractére formel que présente ce calcul, et du 
peu de peine qu’on s'est donné pour limiter ses résultats de fagon a 
les rendre rigoureux; néanmoins plusieurs de ses applications qui, 
interprétées convenablement, sont susceptibles de toute rigueur, offrent 
beaucoup d’intérét: par exemple la déduction des intégrales d’une 
équation différentielle de ceux d'une autre**), la décomposition en 
facteurs du premier membre d’une équation linéaire différentielle ou aux 
différences finies, & coefficients constants***) ou variables), etc. 
A propos du calcul symbolique, on peut encore mentionner une méthode 
i laquelle son inventeur, M. Oltramare, a donné le nom de calcul 
de généralisation;}). Cette méthode, qui semble découler du calcul 
des dérivées & indices quelconques de Liouville, se fonde sur l’appli- 
cation d’une opération distributive spéciale G. L’auteur obtient, par 
cette méthode, de nombreuses formules de calcul intégral: mais, outre 
que la permutabilité de l’opération G avec l’intégration définie, dont 
il est fait usage, ne semble pas démontrée, le défaut de précision 
qu’on note dans les mémoires de M. Oltramare ne laisse aux résultats 
quil obtient, qu’une valeur assez limitée. 


Holmgren, mém. de l’'Académie des sciences de Stockholm, T. V, 1866; Oltramare, 
Essai sur le calcul de généralisation (Genéve, lithogr.) p. 63. 

*) De Jellett, Graves, Boole, Sylvester, Murphy, etc. V. aussi Gregory 
(Exemples on the diff. and integr. Calculus), Boole (Treatise on differ, equations), 
Carmichael (Treatise on the Calculus of operations), Forsyth (Differ. equations) etc. 
En outre Casorati (Annali di Matematica, 8. Il, T. X), P. Cazzaniga (Giornale di 
Battaglini, T. XX), Lucas (Théorie des nombres, chap. XIII et XIV), ete. 

**) V. Boole, Carmichael et Forsyth, ouvrages cités, 
***) V_ Casorati et Cazzaniga, loc. cit. V. aussi Vaschy, Journal de l’Ecole 
Polytechnique, cahier 63, 1893. 
+) Libri, Crelle, T. X; Carmichael, ouvrage cité, et autres jusqu’d Schle- 
singer, Handbuch der lin, Differentialgleichungen, Bd, 1, zweiter Abschnitt, 

+t) Sur la généralisation des identités. Mém. de |’Institut national génevois, 
T. XVI, 1886. Essai sur le calcul de généralisation. Genéve, chez Stapelmohr 
(lithogr.) 1896. 
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Il nous reste enfin 4 citer quelques travaux qui regardent encore 
le calcul fonctionnel, mais qui s’en occupent & un point de vue nou- 
veau, qui permet de rendre trés claires et presque intuitives certaines 
généralités de ce calcul. C’est le point de vue vectoriel ou du calcul 
géométrique, inspiré par ’Ausdehnungslehre de Grassmann et par les 
écrits de Hamilton et de “Tait sur les quaternions. Dans cet ordre 
didées, M. Peano a écrit quelques pages trés intéressantes*) oi, d’une 
facon aussi sobre que claire, il donne les propriétés les plus simples 
des opérations distributives appliquées & des éléments déterminés par 
nm coordonnées: on peut dire que c’est une esquisse de la théorie des 
opérations fonctionnelles distributives exécutées sur les fonctions d’un 
ensemble linéaire » fois infini; par exemple sur les polyndmes entiers 
& une variable de degré non supérieur 4 » — 1. L’auteur note encore, 
sans y insister, qu’on pourrait aussi considérer des systémes linéaires 
% un nombre infini de dimensions**). Le méme point de vue se re- 
trouve dans un travail étendu de M. Carvallo***), dont la premiére 
partie considére les substitutions linéaires comme des opérations (l’auteur 
dit opérateurs) appliquées aux vecteurs de l’espace ordinaire: la seconde 
partie, qui traite du calcul différentiel de ces opérations, rentre comme 
cas particulier, dans |’ordre des considérations de M. Volterra que nous 
avons rappelées ci-dessus, Au méme ordre d’idées, bien que le concept 
vectoriel n’y soit pas explicitement énoncé, se rattachent d’autres tra- 
vaux importants: pour n’en citer qu'un, le mémoire de M. Frobenius 
sur les formes bilinéaires+) et les nombreuses recherches que ce beau 
mémoire a inspirées +7). 

Aprés avoir ainsi passé sommairement en revue les principaux 
travaux ol, & ma connaissance, se trouvent des idées arlalogues 4 celles 
qui ont dirigé les recherches que j’expose ici, qu’il me soit permis 
d’indiquer rapidement le plan et le but du présent travail. 

L’objet de ce mémoire est l'étude des opérations distributives 
qu'on peut appliquer aux fonctions analytiques, plus particulitrement 
aux séries de puissances entiéres et positives de la variable x, et qui 
donnent comme résultat des séries de la méme nature. Nous con- 
sidérons l'ensemble de ces séries comme une variété ou espace (que 
nous appelons espace fonctionnel) & un nombre infini de dimensions: 


*) Calcolo geometrico, cap. IX, p. 141 (Turin, Bocca), 
**) Ibid., p. 143. 


***) Sur les systémes linéaires etc. Monatshefte fiir Math. und Physik, Bd. Il, 
S. 177, 225, 311 (1891), 
+) Crelle, T. LXXXIV, p. 1. 


+t) V. par exemple Study, Monatshefte fiir Math. und Physik, Bd, II, 8, 23, 
Sforza, Giornale di Matematiche, T. XXXIV, etc. 
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chaque série est un élément ou point de cet espace, et le systeme des 
coefficients de la série peut se regarder comme le systeme de ses coor- 
données. Les opérations distributives donnent des correspondances de cet 
ensemble sur lui-méme, correspondances qui sont analogues aux homo- 
graphies et se réduisent aux homographies mémes lorsque on les applique 
4 des variétés &4 un nombre fini de dimensions contenues dans |’espace 
fonctionnel. Ces opérations donnent lieu & un caleul que l’on peut 
pousser assez loin et qui offre assez d’analogie avec le calcul ordinaire des 
fonctions, grace 4 lopération de dérivation ordinaire, que nous indi- 
quons par D, et qui est |’élément fondamental de ce calcul od D* joue 
le méme role que jouent, dans la théorie des fonctions, les puissances 
de la variable. De plus, les expressions auxquelles on est conduit (séries 
de puissances de D, de D-', etc.) n’ont pas seulement une existence 
formelle: sous des restrictions convenables, elles sont tout aussi valables 
que les séries convergentes ordinaires de l’analyse. C’est la un des 
points sur lesquels nous avons insisté. 

Notre mémoire se divise en quatre chapitres. Dans le premier, 
aprés quelques généralités sur les opérations distributives, on traite 
des racines de ces opérations, puis des opérations appliquées aux variétés 
linéaires & un nombre fini de dimensions, et au moyen du concept 
de racines d’une opération, on retrouve d’une facgon tout-a-fait simple et 
naturelle la décomposition d’une homographie par les diviseurs élémen- 
taires de Weierstrass, Le deuxitme chapitre traite des propriétés 
générales des opérations distributives appliquées 4 tout l’espace fonc- 
tionnel: on y definit certaines opérations fort simples, on y introduit 
le concept de dérivation fonctionelle qui va étre fort utile, enfin, A 
étant une opération et m et ~ deux fonctions, on obtient le développe- 
ment de A(gw) sous une forme tout-i-fait analogue a celle de la série 
de Taylor. Pour terminer ce chapitre, nous montrons qu’une opération, 
ou une classe d’opérations, peut étre déterminée par une équation sym- 
bolique: nous en donnons un exemple dont nous déduisons comme cas 
particulier le groupe des opérations que M. Schapira a pris comme 
base de son ,,Cofunctional Rechnung“. Le troisiéme chapitre a pour 
objet lexpression, sous forme de séries de puissances de D ou de D-', 
des opérations distributives, l'étude des conditions de convergence et 
de validité de ces expressions, leurs conditions d’identité qui donnent 
lieu & une extension de la méthode des coefficients indéterminés, enfin 
’énoncé et la solution d’un probléme dinterpolation fonctionelle ana- 
logue aux problémes d’interpolation qui se présentent dans la théorie 
des fonctions. Enfin le quatritme chapitre est consacré 4 deux appli- 
cations: l'une, & la question des dérivées & indices queleonques, que 
nous définissons au moyen d’une équation symbolique, l'autre, a l’ex- 
pression générale de l’intégrale d’une équation différentielle linéaire 
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non homogéne en série de puissances de D-', & coefficients exprimables 
rationnellement au moyen des coefficients de l’équation*). 

Ce travail est certainement incomplet sur bien des points: pour 
nen citer qu'un, il faudrait développer le § 104 de facon a ob- 
tenir la décomposition d’une opération distributive appliquée a tout 
Vespace fonctionnel comme on a décomposé, au chap. I, les opérations 
appliquées & une variété d’ordre fini; mais je n’y suis pas encore par- 
venu. Il y aurait encore, non seulement 4 étendre les résultats obtenus 
aux opérations qui portent sur plusieurs fonctions ou sur des fonctions 
de plusieurs variables, comme l’a indiqué M. Cald**), mais & géneraliser 
Yespace fonctionnel au dela des séries de puissances, a étudier les 
équations symboliques et les équations fonctionnelles linéaires comme 
on étudie les équations différentielles ou aux différences et comme 
M. Grévy***) a étudié les équations formées linéairement avec les 
opérations itératives, etc. Mais nous espérons que, malgré ces lacunes, 
notre essai suffira & prouver qu’on peut pénetrer assez profondément dans 
Vétude des opérations fonctionnelles par des moyens suffisamment élé- 
mentaires, et sans lusage des intégrales définies qui ont l’inconvénient 
dintroduire des considérations étrangéres 4 la théorie des opérations. 


Chapitre I. 


Les opérations distributives dans une variété & un nombre 
fini de dimensions. 


I. Généralités. 


1. Les éléments sur lesquels opére le calcul qui forme objet de 
cette étude, sont les séries ordonnées selon les puissances entiéres et 
positives d’une variable x. Nous donnerons & ces éléments le nom de 
fonctions: ce mot de fonction signifie donc, dans ce qui suit et A moins 
qu’on ne dise explicitement le contraire, série de wpwissances. Par 
n™e coefficient de la série nous entendons le coefficient de la m — 1°™° 
puissance de la variable. On regardera une fonction comme déterminée 
ou comme variable, arbitraire ou non, selon que les coefficients de la 
série seront eux-mémes déterminés, ou variables arbitrairement ou non. 


*) Plusieurs des résultats contenus dans ce mémoire ont fait l’objet de 
quelques notes préventives que j’ai publiées dans les Comptes rendus des Académies 
dei Lincei, de Turin et de l'Institut Lombard pour les années 1895 et 96. A ces 
notes se rattachent celles de MM. Cald (R. c. delle R. Accad. de Lincei, agosto 
1895) et Levi-Civita (R, C. dell’Istituto lombardo, 4 e 18 aprile e 11 luglio 1895). 
**) Loc, cit. 

***) Annales de |’Ecole normale supérieure, §, III, 'T. XI. 1894. 
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2. Nous appelerons opération fonctionnelle toute opération qui, 
exécutée sur une fonction, donne comme résultat une fonction. Dans 
cette nouvelle fonction la variable pourra étre indiquée par 2, ou par 
une autre lettre, suivant la fagon dont l’operation est définie: lorsque 
rien ne s’'y oppose, nous l’indiquerons par la méme lettre x. Comme 
cas particulier, une opération fonctionnelle peut donner comme résultat 
une constante. 

3. Dans ce travail, les nombres, réels ou complexes, seront indiqués 
par les lettres minuscules de l’alphabet romain; les fonctions, par les 
minuscules de l’alphabet grec; les opérations fonctionnelles, par des 
majuscules. Il va de soi que la notation A(g) exprime nonseulement 
Yopération A qu'il faut exécuter sur la fonction , mais encore le 
résultat obtenu par cette opération. 

4. Par opération fonctionnelle distributive, ou simplement opération 
distributive, nous entendons une opération A qui donne, lorsqu’on 
Yexécute sur les fonctions y, » et mp + vy: 


(1) A(p + ¥) = A(y) + A(Y), 
et qui donne en outre pour tout nombre a réel ou complexe et pour 
toute fonction 9: 


(2) A(ay) = aA(g). 
Dans ce qui suit, nous nous occupons des opérations fonctionelles 
distributives. 

5. Une opération qui, exécutée sur une fonction déterminée, ne 
peut donner lieu qu’a un seul résultat se dit & détermination unique; 
elle est dite & détermination multiple dans le cas contraire. En disant 
quune opération A a détermination multiple est distributive, on doit 
entendre que parmi les déterminations de A(p), A(w) et A(p+y), 
il s’en trouve qui vérifient l’égalité 

A(y) + A(¥) = A+ ¥). 

6. Nous désignerons par le nom de champ fonctionnel l’ensemble 
des fonctions qui jouissent d’une proprieté commune. Les expressions 
»champ fonctionnel qui en contient un autre« ou »est contenu dans un 
autre«, comme celle de »champ commun & deux champs fonctionnels« 
s’expliquent d’elles-mémes. 

Une opération fonctionnelle qui est & détermination multiple dans 
un certain champ, peut fort bien se reduire 4 détermination unique 
dans un champ plus restreint. Nous en verrons bientot un exemple, 
au § 19. 

7. La somme de deux opérations est la somme des résultats qu’on 
obtient en appliquant les deux opérations 4 une méme fonction variable 
arbitrairement, Ainsi 


(A + B)(y) = A(g) + Bg). 
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La somme d’un nombre queleconque d’opérations se définit de la méme 
fagon. La somme ainsi définie admet la propriété commutative et la 
propriété associative. La somme de deux ou plusieurs opérations 
distributives est aussi une opération distributive. 

8. Le produit de lopération A par l’opération B est lopération B 
exécutée sur le résultat de l’opération A. Cette opération sera indiquée 
par BA. On définit de méme le produit dun nombre quelconque 
d’opérations. 

Le produit de plusieurs opérations distributives est aussi une opé- 
ration distributive: en effet, 


BA(p + ¥) = B(A(g) + A()) = BA) + BAC). 

On en déduit que les opérations fonctionnelles distributives forment 
un groupe. 

La multiplication ainsi définie jouit de la propriété associative, mais 
non, en général, de la propriété commutative. Ainsi on a 

(AB)(C) = A(BC) = ABC, 
mais on n’a pas en général 
AB=BA; 
lorsque cela a lieu, on dit que A e B sont permutables. Les opérations 
permutables avec une opération donnée forment un groupe. I est 
évident quon a 
A(B+ C)=AB+ AC, (A+ B)C=AC+ BC. 

9. Le produit de VYopération A par elle méme s’écrira A®, de 

méme A” indiquera le produit de m facteurs égaux 4 A, et lon a 
A™ A* == A™+*, 

Dans le groupe des opérations fonctionnelles distributives se trouve 
Popération identique, qu’on peut représenter par 1 ou par A°. 

Une opération telle que A” = 1 se dira cyclique. 

10. Nous appelerons inverse de A et nous indiquerons par A~! 
une opération telle que 

AA-!=1, 
L’opération A—! peut étre a détermination multiple méme si A est a 
détermination unique, comme nous le verrons tout-a-l’heure (§ 11); 
mais de la propriété 
A(p + 9) = A(y) + A(H,) 


dont jouit A, on déduit immédiatement que A-! et une opération 
distributive, au sens indiqué au § 5. 

11. Etant données » fonctions a@,, a, ... @, qui ne satisfont 
pas identiquement & une équation linéaire homogéne 4 coefficients 
constants, considérons toutes les fonctions de la forme 
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(3) Cy Oy Cy hy r++ + onan, 

ou les constantes ¢,, ¢,, ... ¢, peuvent recevoir toutes les valeurs 
possibles, réelles ou complexes. L’ensemble de ces fonctions formera 
une variété linéaire d’ordre » ou & » dimensions. Chaque fonction de 
la forme (3) sera un élément ou un point de cette variété, que nous 
indiquerons par la notation V,(a@,,@,,...@,) sil sera nécessaire de 
mettre les » fonctions données en évidence, ou par les notations V,,(«) 
ou V, quand cela ne sera pas nécessaire*), 

12. Si on prend x + 1 fonctions de la variété V,(a), ces fonc- 
tions seront nécéssairement liées par une relation homogene linéaire 4 
coefficients constants, ce que nous exprimerons en disant qu’elles sont 
linéairement dépendantes. Nous dirons que » fonctions de V,,(a), 
linéairement indépendantes, forment un systeme fondamental de la 
variété; tel sera le systéme 

Ba = Ay .1 0, a Ay. 2G 4. oe + An.n On , (h= 1, 2, eee n) 
ot le déterminant 2 + a.1d2.2... Gn. est différent de zéro. 

Chaque élément de la variété peut se mettre sous la forme d'une 
fonction linéaire homogéne i coefficients constants des éléments d’un 
systeme fondamental. 

13. Rappelons que la condition nécessaire et suffisante pour que 
fonctions @,, a, ... @, de la variable x soient linéairement indépen- 
dantes, est que le déterminant fonctionnel ou wronskien 
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soit différent de zéro. Nous indiquerons ce déterminant par W (@,,«,,...n) 
ou W,; et on peut remarquer que W est une opération fonctionnelle 
distributive par rapport & chacun des éléments a, @,... Gn. 

14. Si y;, ¥2, --+ Yr sont x éléments linéairement indépendants 
appartenant a la variété V,(a), on aura r<n; si r<n, ces éléments 
donneront un systeme fondamental dune variété V(y,, 72, --- Yr) 
d’ordre r, dont chaque élément appartient 4 V,(@) et qu’on peut dire 
en conséquence, contenue dans V,(«). 

D’ici découlent immédiatement les définitions de somme de deux 
variétés sans éléments communs, de variétés communes a deux variétés 


*) L’ensemble des fonctions défini au § 1 nous donne un exemple de ce que 
M. Veronese, dans ses Fondamenti di Geometria, appelle espace général; l'ensemble 
(3) est un espace linéaire 4 m dimensions contenu dans l’espace général. 
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données, de variétes contenant deux variétés données, etc., sur lesquelles 
il est superflu dinsister. 

15. Comme exemples de variétés & une dimension, on peut con- 
sidérer l’ensemble des nombres, réels et complexes. Comme exemples 
de variétés 4 » dimensions, on peut considérer l'ensemble des polynémes 
entiers en x de degré au plus égal 8 » — 1, ou lensemble des inté- 
grales d'une équation différentielle linéaire d’ordre m, pour laquelle 
«= 0 nest pas un point singulier, dans un domaine de ce point, etc. 

16. Si Yon applique aux fonctions de la variété V,,(@) une opéra- 
tion distributive A a détermination unique, on obtient une variété qui 
ne peut étre d’ordre supérieur 4 m. En effet, si l'on considére m + 1 
éléments @,, @,..+ Gn, Gnyi de V,(@), on a entre ces éléments une 
relation de la forme 

Cy Oy PE Cy ty es Cnn Capi Gnpi = 0, 
dot, par les (1) et (2) (§ 4): 
CA (a) + €,A(@,) ++ + CrA(Gn) + Cnp1 A(On41) = 0. 
On dira que la variété que lon obtient est transformée de V,,(«) par 
Yopération A, et les éléments a; et A(a;) des deux variétés se diront 


correspondants. Pour indiquer la variété transformée de V,(«) par A, 
on pourra écrire AV, (a), et l’on a 


AV (a, , Gy)... Gn) = V(A(q), A(a@,),... A(@)) . 
ll n’est pas exclu, et nous le verrons tout-i-l’heure, que la transformée 
dune variété dordre » puisse étre d’ordre inférieur a n. 
La transformée par une opération A d’une variété contenue en 


V,.(a) est contenue dans la variété transformée de V,(a) par la méme 
opération. 


II. Racines des opérations. 

17. On dira qu’une fonction « est racine de Yopération A lorsqu’on 

aura é 
A(a)=0. 

Si une opération a pour racines » fonctions linéairement indépendantes, 
elle aura pour racine toute fonction de la variété a m dimensions dé- 
terminée par ces fonctions. Nous dirons que cette variété est racine 
de Vopération. 

18. Si une opération A admet une racine «, lopération inverse 
est 4 détermination multiple; en effet, on aura en méme temps 

A@)=—¥, Ap+a)=y49, 

dou il suit que A—'(p) admettra les déterminations m, m + ~, et (k 


étant un nombre quelconque) » + ka. Il en résulte que A-'(0)=ka. 
Remarquons en passant qu’a cause de la formule (2), une opération 
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i détermination unique appliquée a zéro ne peut donner comme résultat 
que zéro*). 

19. Montrons par un exemple de quelle fagon une opération a 
détermination multiple peut étre reduite & détermination simple en 
limitant convenablement le champ fonctionnel. Il est facile de trouver 
une opération A dont les racines soient des fonctions réguliéres dans 
un cercle de centre 2 = ( et de rayon r: il suffit de prendre pour A 
le premier membre d’une équation différentielle linéaire en 2 dont les 
points singuliers soient tous sur la circonférence |z|—=r. Qu’on prenne 
comme champ fonctionnel l’ensemble des fonctions régulitres dans un 
cercle de centre «=O et de rayon r-+h: alors si A-'(p) a une 
détermination dans ce champ, cette détermination est unique. 

20. Montrons maintenant, comme nous l’avons annoncé au § 16, 
qu'une opération a détermination unique A exécutée sur une variété 
Wordre n, V(a,, @, ... @,), peut donner lieu & une varieté d’ordre 
moindre. Si dans cette variété il existe r fonctions linéairement in- 
dépendantes 4,, 4,,... 4, qui soient racines de A, avec r<m, formons 
un systéme fondamental constitué par 4,, 4,,... 4, et » —~r autres 
fonctions @;, fo, ..+ Mn—r} en exécutant sur notre variété, que nous 
pouvons désigner par 


Vay, ay es Avy yy May e+ + Une) 
Popération A, nous obtiendrons comme résultat la variété d’ordre n — r 


V(A(u); A(t), +e¢ A (Un-r)) . 
Réciproquement, si une opération A exécutée sur une variété V (a, aa). ..0n) 
dordre ~ donne lieu & une variété d’ordre moindre n — 1, il doit y 
avoir, dans la V,, * racines de A linéairement indépendantes ; en effet, 
entre A(a,), A(a@,),...A(@,) il devra y avoir 7 relations de la forme 
C;.1 A(a@,) + ¢.2A(a) +--+ + e.nA(@,) = 0, (= 1,2,...7) 
dod 
A (6.1, = Ci .2 Oy -f- eee + Ci-n@n) = 0, 

21. On dira qu’une opération A qui fait correspondre & une variété 
WVordre m une variété d’ordre moindre, est dégénerdée par rapport a 
cette variété; nous dirons qu’elle est dégénerée de degré r si elle di- 
minue de r unités ordre de la variété. 

22. Il suit du § 20 que la condition nécéssaire et suffisante pour 
quune opération A soit dégénerée du r*™* degré par rapport 4 une 
variété V,,, est que V, contienne r racines de A, linéairement indé- 
pendantes. 


*) Dorénavant, en parlant de racines d’une opération, nous excluerons tou- 
jours la racine zéro. En outre il est bien clair que lorsqu’on dit que «& est racine 
de A, on considére, en méme temps que a, toute fonction cw. 
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On voit done que, tandis qu’une opération A non dégénerée par 
rapport a V, établit entre les éléments de V, et ceux de AV, une 
correspondance bi-univoque, une opération dégénerée au contraire fait 
correspondre & chaque élément de V, un élément dans AV,, mais a 
chaque élément de AV, correspondent des éléments de V, en nombre 
infini. 

23. Soit « une racine de A, A étant une opération 4 détermina- 
tion unique. Puisque A(0) ne peut avoir d’autre détermination que 
zéro (§ 18), on voit que « est aussi racine de A?, mais A? peut ad- 
mettre des racines qui ne sont pas racines de A. De méme, m étant 
un nombre entier positif, toute racine de A, A*...A™— est racine 
de A”, mais A™ peut admettre des racines qui n’annulent pas A”—'. 
De telle racines se diront racines propres de A”, tandis qu'une racine 
de A’(r < m) sera une racine impropre pour A”. 

Indiquons par @”—) une racine propre quelconque de A”, par « 
une racine de A: il est clair que A(a’"—)) est ume racine propre de 
A™-!, de sorte qu’on peut écrire: 

A(al™—1)) <= om-2), 
et en général: 


(4) Am-1 (at™—1)) =, Am-2 (a™—1)) ans alt), — Amr (al™—1)) = al’), 


24. Soient a(™—), am), ... a™-") des racines propres de A™: la 
variété V(alm—"), .. . a1) sera elle-méme racine de A”. Nous dirons 
que cette variété est racine propre ou impropre de A”, suivant que 
toutes les fonctions qu’elle contient sont, ou non, racines propres 
de A”. 

Il est clair que si V,(a"—-) est racine propre de A”, la variété 
AV(a-») sera racine propre de A”-1, 

25. Admettons qu'une opération A 4 détermination unique n’ait 
comme variété racine qu'une variété d’ordre r: en d’autres termes, A 
ait en tout r racines a,, @,,...«, linéairement indépendantes. Je dis 
que A? admet au plus, comme variété racine propre, une variété d’ordre r. 
En effet, supposons pour un instant que A? ait + 1 racines propres, 
dont aucune combinaison linéaire n’est donc racine de A, et soient 
B,, Bo, . -- Brya ces racines; on aura 


A2(B)=0, ou AA(B)=—0, (6 = 1,2,...7+1) 


et puisque A(B,), A(B,), ...A(B41) ne sont pas nulles par hypothése, 
on aura entre ces ry + 1 racines de A une relation linéaire 


¢, A(B,) + ¢,A(B.) + ++ > + Grp AB) = 0, 
A (6, By + By + +++ + G41 B41) = 9, 


ce qui est contre ’hypothése, puisque ,, B,,... 8,41 sont linéairement 


dot 








a2 o Ba we 


Oy 


t 


is 


>» 


e, 








Sur le calcul fonctionnel distributif. 


339 


indépendantes et aucune de leurs combinaisons linéaires n’est racine 
de A. Le théoréme est done démontré. 

26. Il en resulte que si A a en tout * racines linéairement 
indépendantes, A” a une variété racine propre de |’ordre r au plus, 
et par conséquent la variété qui comprend la totalité des racines de 
A™ est de ordre mr au plus. 

27. Le théoréme du § 25 est un cas particulier du suivant. Soient 
A et B deux opérations distributives permutables (§ 8). Les racines 
de A, que nous indiquerons par la lettre a, forment en tout une 
variété V, d’ordre yr, les racines de B, que nous indiquerons par £, 
forment en tout une variété V, d’ordre s. Ces deux variétés aient une 
variété commune maxima (§ 14) dordre qg, et il existe par conséquent 
une variété minima d’ordre r + s — q comprenant V, et V,, soit W. 
Je dis que lopération AB admet comme variété racine une variété de 
Yordre ry + s au plus, qui comprend la variété W. 

En effet, soient 


yy Ggy 0 + Bg Bett, oo Mp 


et 
B, = a,, B, = a,-+- By = a, Bota, + * Bs 
deux systeémes fondamentaux, l'un de V,, l'autre de V,; 
Qs, Oo, e- » Ary Bors,--- Be 


sera un systéme fondamental de W. Toute fonction gm de W sera 
racine de AB, car si 


P = CO, $F CG, fs > + Cp Oy + Crp Bop + +++ + Creo fs, 


on aura, en exécutant l’opération AB, A et B étant permutables: 


AB(y) = BA(G, @ +--+ rer) + AB(Cr41 Bop +++ ++ r+s—oBs); 
dont le résultat est évidemment nul. Cela posé, supposons qu’il existe 
q+ 1 fonctions indépendantes linéairement entre elles et avec la 
variété W: soient A,, A4,,...4,, w ces ¢g+1 fonctions. Si o est 
une fonction contenue dans W, on ne pourra donc pas déterminer 
q+ 1 costantes ¢,, ¢,,...¢, telles que 

Cot + ed, + Cydy +--+ +o dg—o. 
Puisque l'on a AB(w) = 0, et que uw n’est pas racine de B, B(u) 
sera racine de A:-par la méme raison B(A,),...B(d,) sont des racines 
de A; enfin, quisque 
BA (Go44) = 0 = AB(eo4:), (h = 1,2,---r—q) 


et que les a4, ne sont pas racines de B, B(a,.,) sera racine de A. 
Posons done 

Biyj=e¢, BA)=—a, (¢==1,2,---q) 
B(Gq44) = on",  (h=1,2,-+-7 — Q). 
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Ces racines de A étant au nombre de r+ 1, elles seront liées par 
une relation linéaire 

Ca + eaters Oya, + Coppa +--+ + ¢,0;,—0 
qui équivaut a 

Bleu + eydy ss gdg + Cops ops f+ ++ CpG) = 0; 
d’od il suit que la fonction entre parenthéses est nulle ou est une 
racine de B. Dans l'un et dans l'autre cas les q+ 1 fonctions 
ut, 41, 4,,...- 4¢ sont liées linéairement avec une fonction de la 
variété W: donc les racines de AB distinctes de W sont au plus gq, 
ce. q. f. d. 

28. On déduit immédiatement comme corollaires de ce théoréme 
les propositions des §§ 25 et 26. 

On en déduit encore le corollaire suivant: Si deux opérations 
distributives permutables A, B n’ont pas de racines communes, et A 
admet comme racine la variété V, et B la variété V,, les racines de 
AB seront toutes les fonctions de la variété V,-+ V,, et celles-la 
seulement. Ce théoreme s’étend immédiatement au produit de plusieurs 
opérations permutables n’ayant pas de racines communes. 


Ill. Variétés invariantes pour une opération donnée. 


29. Nous dirons qu'une fonction « est invariante par rapport a 
une opération donnée A a détermination unique, quand on a, & étant 
une constante: 

(5) A(a) = ka. 
Il suit de la que toutes les fonctions de la variété du premier ordre 
ce sont pareillement invariantes par rapport a A. 

30. Nous dirons qu'une variété V(a,,a,,...¢,) est invariante 
par rapport 4 une opération A lorsque la transformée de V par rapport 
i A est la V méme, ou y est contenue. Ce dernier cas a lieu (§ 21) 
lorsque lopération A est dégénérée pour V, et par suite (§ 22) lorsque 
cette variété contient quelque racine de A. 

Lorsque la variété V(a,, a, ...G,) est invariante par rapport 
a A, ona 
(6) Aa) = Gj.10@, 4 Gig, +++ + Ginn, (¢=1,2,---m); 
Yopération A est donc, pour la variété V, une substitution linéaire*). 
Si Voperation est dégénérée, le déterminant 2 -+- a1.1d2.2 +++ dn.» est 
nul, et réciproquement; le degré de dégénérescence (§ 21) dépend de 
la caractéristique de ce déterminant. 





*) Il est clair qu’une opération A, qui est une substitution linéaire pour V, 
peut étre definie d’une toute autre fagon pour des variétés plus générales. 
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31. A cdté de Popération A, considérons les opérations 

(7) B= a, + aA + a,4? +++ ++ GnA™.*) 

Ces opérations forment un groupe permutable; elles admettent toutes 
la variété V comme invariante. Elles se multiplient suivant les régles 
de la multiplication ordinaire: on peut done les décomposer en produits 
@opérations du méme groupe, mais de la forme plus simple A — 2; 
nous appelerons ces derniéres opérations du premier degré en A et 
nous les indiquerons par ZH. Une opération comme (7) (du degré m 
en A) peut donc toujours se mettre sous la forme d’un produit de m 
facteurs E: il suffit pour cela de décomposer le polyndme 


Ay + at + ant? +--+ + ant” 


Gm (t — %,)" (€ — @) +++ (6 — 2,9 


en 


et, en faisant 
E; =A — iy 
il vient 
(8) B= Ej' Ey -- + Ej. 

32. Proposons nous maintenant la question suivante: 

Etant données lopération A et la variété V(a,, a, ... Gn), in- 
variante par rapport & A et qui ne renferme pas de racines de A, 
existe-t-il, dans cette variété, une fonction @ invariante par rapport 
i A? 

En rappelant |’équation (5), on peut donner encore a cette question 
Pénoneé suivant: 

Parmi les opérations du premier degré en A, E = A — zz, y en 
a-t-il qui soit dégénérée par rapport a la variété donnée, c’est-a-dire 
qui admette quelque racine dans cette variété? 

Mis sous cette forme, on voit que le probléme dépend de la déter- 
mination du nombre z: on voit de plus que ce nombre est indépendant 
du choix du systéme fondamental de V(a,, «,,...@,): c’est done un 
invariant de la variété donnée. 

33. Soit done 


@ = ha, + hia, +++ + Rn dy 
une fonction invariante par rapport 4 A; on aura 
A(@) =z 
dod, par les équations (6), et puisque les @,, a, ... a, sont linéaire- 
ment indépendantes, on tire 


(9) hy 1.5 + he ae. + eee + hn dni = hi, (¢= 1,2, ++) 


*) Vécris a +a,A-+a,A?+--- au lieu de aA°+ a,A!+ a,A*+--., 
A° étant l’opération identique: cela ne peut donner lieu & aucune méprise. 
Mathematische Annalen. IL. 23 
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dot suit pour z la condition nécessaire et suffisante d’étre racine de 
Péquation 


Qi—t ays M.3°+* Aen | 
(10) {( _— 2.1 dzag—t dg.3--° A2-n | an @. 
An.1 An-2 An-3 lle An An.n = t | 


Cette équation est dite équation caractéristique ou fondamentale de 
Yopération A par rapport a la variété donnée; si nous indiquons par 


2,, 8 ,.++%q Ses racines et par 7,,7,,...%, leurs ordres de multipli- 
cité respectifs, nous aurons: 
(10) f(t) = (& — #4)" (& — &)" +» + (E— 24)". 


Si done une opération E — A—z admet une racine @ dans V,,(a), 
2 est une racine de l’équation fondamentale, et réciproquement. 

34. L’équation fondamentale est, comme on |’a remarqué pour 
une de ses racines, indépendante du choix du systéme fondamental en 
V,,(@): ses coefficients, comme ses racines, sont donc des invariants, 
On démontre immédiatement que si V,(a) contient une variété V,,(8), 
m <m, qui est aussi invariante par rapport 4 A, et g(t) est le premier 
membre de |’équation fondamentale de A par rapport & V,,(8), g(é) 
est diviseur de f(t). De méme, si V,(@) est la somme des deux 
variétés V,,(8), Vn—m(y) invariantes par rapport 4 A et dont g(é), h(t) 
sont les premiers membres des équations fondamentales, on a 


f(t) = 9%) ht). 
35. A cdté de lopération A considérons l’opération 
(11) B= EU EY:---Ej1;  (Kj=A—%, i=1,2,---Q). 


Nous savons que sa variété racine est ($ 28) la somme des variétés 
racines de Ej", E;*, .-- Ey2, De plus, nous pouvons dire qu’a cette 
variété appartiennent toutes les fonctions invariantes par rapport a A. 

36. Nous nous proposons maintenant d’étudier les racines de 
opération B, et pour cela, celles de Vopération E", ok E= A —z, 
et z désigne l’une quelconque des racines de (10). 

Remarquons d’abord qu'une opération (A—a)?, od p est un 
nombre entier positif queleonque, ne peut avoir de racine propre 4 en 
V,,(@) que si @ est une racine de (10), puisque (A — a)?—", appliquée 
& 4, donne une racine de A — a. 

Cela posé, si lopération HE? =(A—zgz)? admet, dans la variété 
V,(a@), une racine propre @'?—), on aura (§ 23): 

E(@l?—)) = o!?-), E(@?-*) = wl?-3), ... E(@) = a, E(@) = 0, 
d’od Pon tire: 
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A(o) =2a, 
(12) Aa) =s0 +a, 
A(o?-») ie atin + olen 


Les fonctions @, ow), ...(?—! ainsi determinées sont linéairement 
indépendantes; supposons en effet qu’on ait, pour des constantes 
Co» Cyy ees Cp—1? 


(13) Co@ + ¢, 0) + +++ + ial?) = 0, 
et appliquons aux deux membres |’opération E?-'; il viendra cp; = 0; 
en appliquant a la relation (13) ainsi reduite l’opération E?-*, il vient 
Cp: = 0, et ainsi de suite. 

Si donc EZ? admet dans la variété V,,(@) une racine propre w(?—), 
il existe une variété d’ordre p, 

V,(@, @,... wl?) 
également invariante par rapport & A, contenue dans V,(a), et sur 
laquelle A opére la substitution linéaire (12). Le tableau (12) montre 
que le premier membre de |’équation caractéristique correspondante est 
g(t) =(¢—2)?, 

d’ou il suit (§ 35) que 2 est racine de f(¢) = 0 de l’ordre p au moins. 

37. Représentons maintenant par W,,(@) la variété linéaire con- 
tenue dans V,(@) et qui est formée par ensemble des racines de E 
et de ses puissances: nous voulons étudier la structure de cette variété. 
Soit, pour cela, p la plus haute puissance de E dont W,, renferme 
des racines propres, et soit 7, (@{?—, wl?—*),...a(?—") la variété 
racine propre de E?. En appliquant a cette variété l’opération £, 
on obtiendra une variété appartenant a la variété racine propre de 
E?-, et si nous posons 

E(o{r-) = of, ... Ea?) = af, 

la variété racine propre de E?-! sera de l’ordre k, au moins: soit en 
général k, +k, son ordre, nous pourrons l’indiquer par 


2) 2 —2 a —_ 
T,, (a? 5 alP— ), ce ol? , al), spite or 5 


En appliquant 4 cette variété Vopération EZ, on obtiendra une variété 
appartenant 4 la variété racine propre de E?-* dont on pourra indiquer 
en général Yordre par k, +k, +h,, ... et ainsi de suite, jusqu’a ce 
qu’on arrivera aux racines propres de H?, dont nous indiquerons la 
variété par 


(1) (1) (1) (1) (1) (2) " 
Lip (oi » Dg° ,- +» Dh, y Di41, +++ Dktky+ +> Oh gb sb pa) 3 


“ 


en appliquant a celle-ci lopération EZ, on aura enfin une variété 
appartenant a la variété racine de FH, qui pourra cependant renfermer 
23* 
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d’autres fonctions linéairement indépendantes des précédentes: en 
posant 

E(@) = a, (@=1,2,...4, +h, +--+ +h-1) 
et en indiquant par 

Oh hype kp a +1) Ditty pss phy_1 +2 52+ 2 Om 

ces nouvelles racines de FE, on aura la variété racine de E: 
Ti, (, Go 5000 Dp,» GPR +-1 y+ COR bK, yee Ok hp phy » Dkk: op hy atl pee ©) ° 
Le tableau 
[eafe—.. .of?—*), 


( p—2) (p—2) g(p—-2) (p—2) 
@, ++ OP arn @ 





oma tts 
(14) 4 «1 a) a) (1) (1) (a) 
oi) ...a Oy OP OM ae ee ee 
@, +++ @h, ptt -6+ @Detk, Ok +b pie+. Dkk +--+, _4¢* 
\ + Ok thyt php a thy 


est formé par 

pk, + (p —1)ky + +++ + 2hp-i + hy 
fonctions qui sont linéairement indépendantes, car si l’on admettait 
entre elles une relation linéaire, en exécutant p—1 fois au plus 
Yopération E sur les deux membres on trouverait une relation linéaire 
entre les fonctions d’une méme ligne horizontale du tableau, contre 
Phypothése. Les fonctions du tableau (14) nous donnent done un 


systéme fondamental de la variété W,,(@), et l'on a determiné le 
nombre m par la formule 


m = pk, + (p—1)ky + +++ + 2hpa+ ky. 
Remarquons que la variété W,, contenue en V,,(«) et qui est invariante 
par rapport & A, contient encore des variétés également invariantes 
et ayant pour systemes fondamentaux les fonctions d’une méme ligne 
verticale du tableau (14); chacune de ces variétés est transformée par 
A au moyen des formules (12). 

38. Nous voulons maintenant démontrer que m est précisément 
égal a r, degré de multiplicité de la racine z de |’équation fondamen- 
tale. A cet effet, prenons un systeme fondamental V,,(a) qui soit 
formé des m fonctions du tableau (14) et des » — m autres fonctions 
6, %,++-Gn—m- Exécutons sur ces fonctions lopération E?, soit 


E?(6;) = xj, (t==1, 2,...m—M). 


Les fonctions 2; seront des éléments linéairement indépendants dans 
V,,(@), car si on avait des constantes ¢,,¢,,... Cn—m telles que 








1S 
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Ca, + CoH, tts + Cm Bam = 0, 


il s’ensuivrait 


E? (¢,6, + Cy Go a lita + Ca—mFn—m) — 0, 
ce qui est impossible par suite du choix des fonctions 6;. De plus, 
une fonction linéaire des a; ne peut étre racine d’une puissance E* 
de EZ, sans quoi une combinaison linéaire des 6 serait racine de E?+*, 
contre les hypothéses. Enfin, la variété V,_,(~) est invariante par 
rapport & A, car si l’on pose, @ étant une fonction de W,,(o), 

A (6;) = a, 6, + G26q + +++ + Gn—-mOn—m + A, 


on aura, en prenant lopération E? de part et d’autre: 


A(m;) = a, 2%, + G,%, ++ ++ + Gy—mn—m. 
La variété V,() est donc la somme des deux variétés W,,(@), V»—»(x), 
toutes deux invariantes par rapport & A: soit h(é) le premier membre 
de l’équation fondamentale relative 4 V(x); le premier membre de 
l’équation relative & W,,(@) étant évidemment (¢—z), comme le 
montrent les formules (12) appliquées aux colonnes verticales du 
tableau (14), on a (§ 35) 
OQ = hb) G— 2)"; 

mais h(¢) ne peut renfermer la racine z, donc m est le degré r de 
multiplicité de cette racine dans f(t), c. q. f. d.*) 

39. Les propositions établies aux deux derniers §§ nous conduisent 
& cette conclusion: que chaque facteur Ej‘ de l’opération 
(11) B= Ej Ey: ++ Ey 
donne lieu & une variété W,,, dordre 7;, invariante par rapport a 
Yopération A, comprise dans la variété donné V,,(a@) et constituée par 
les racines de E; et de ses puissances qui appartiennent a cette variété 
V,(a). La variété W,, peut elle-méme se décomposer en d’autres 
variétés invariantes: ce sont celles données par les colonnes verticales 
des tableaux (14). Deux opérations E;, E; ne peuvent avoir de racines 
communes, et il en est de méme de leurs puissances, comme il suit 
de la conclusion des §§ 38 et 36. Les opérations 


Ej’, Ey, ... Ey? 

étant permutables et sans racines communes, il résulte du théoreme 
enoncé au § 28 que les racines de l’opération B sont données, et 
exclusivement, par la somme des variétés W,,, W,,,... W,,, et puisque 
rr +r, +--+-+r, =n, cette variété coincide avec la variété donnée 
V,(«). L’opération B a donc pour variété racine la variété donnée: 

*) Le lecteur a sans doute déja remarqué que la théorie des opérations 
distributives nous a permis d’obtenir, dans les §§ 37 et 38, le concept des 
diviseurs élémentaires de Weierstrass, et cela, d’une fagon excessivement simple, 








346 S. Pincuerve. 


c’est une opération de la forme (7) et du degré m en A (§ 31) et c’est 
Yopération de cette forme du degré minimum qui jouisse de cette 
propriété. En développant le produit indiqué au second membre de 
(11), on obtient les coefficients des puissances de A dans le dévelop- 
pement de B; ce sont les mémes que ceux des puissances de ¢ dans 
/(t) et ce sont des invariants. 

Le résultat que nous venons d’obtenir peut encore s’exprimer sous 
la forme suivante: Toutes les fois qu’une opération distributive A 
admet une varieté invariante V,, il existe une opération de la forme 

B=a,+a,A+a,A4?+---+4,A" 
qui, appliquée & une fonction quelconque de la variété, donne zéro 
comme résultat, et les §§ précédents nous apprennent de quelle fagon 
la structure de V, dépend de la décomposition de B en facteurs. 

40. Le cas le plus simple a lieu lorsque /(f) (et par conséquent 
aussi B) n’a pas de facteurs multiples. En ce cas, la variété V,(a) 
renferme » fonctions linéairement indépendantes @,, @, , 
lesquelles la transformation opérée par A est donnée par 


(15) A(@;) = 4,@;, (¢=1,2,3...m). 


-.+@, pour 


IV. Détermination des variétés invariantes dans un cas particulier 
remarquable. 


41. Dans ce qui précéde, on a supposé de connaitre une variété 
invariante pour une opération donnée. En général, quand on aura a 
établir la théorie d’une opération distributive, on devra chercher 
précisément quelles sont les variétés que cette opération laisse in- 
variantes, et ce probléme présentera ordinairement des difficultés. 
Nous allons examiner un cas remarquable ov ces difficultés disparaissent. 

42. Soit une opération distributive A, sur laquelle nous faisons 
les hypothéses suivantes: 

1° Pour toute fonction d’un certain champ fonctionnel [ — qui 
peut étre tout lensemble des fonctions — cette opération donne une 
fonction du méme champ. 

2° Pour toute valeur du paramétre s comprise entre certaines 
limites, ’équation 

A(y)—#9=0, 
E(y)=0, (E=A—2) 
admet dans le champ [ une solution unique @, (abstraction faite, bien 


entendu, d’un multiplicateur constant.) 


3° Cette solution @,, qui est fonction de z au sens général du 
mot, a entre les limites considérée, les dérivées determinées de tous 


ou 
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les ordres, et ces dérivées appartiennent de méme au champ fonc- 
tionnel [*). 


Nous allons montrer qu’il est possible, pour une telle opération, 
de trouver toutes les variétés invariantes, et de déterminer une variété 
pour laquelle cette opération équivaut 4 une substitution linéaire donnée. 

43. Nous avons, par hypothése: 

(16) A(@,) = 2@,. 
Donnons @ 2 un accroissement h assez petit en valeur absolue; on 
aura, en indiquant par h’ un nombre moindre que h en valeur absolue: 


do, h? @ h’ 
dio Aart N+ Pag) 
dou, par Péquation (16): 
de, 1 allel 
A (=) =i (e+ Aon, — 20) —2 See th 


et en passant a la limite pour h = 0, 
; 0a, 0a, 
(17) A() =e + @,. 


On en déduit immédiatement 


do 
_ ps | 
“ ( 02 ) atte 
an est donc une racine propre de E?, et elle constitue a elle seule la 
variété racine propre de KE’, d’apres le théoréme du § 25. On démontre 
de la méme fagon que la variété racine propre de E? est constituée 


a’ w, 


par 9e?=2 . 


44, Si maintenant on veut déterminer toutes les variétés invariantes 
par rapport & A dans le champ fonctionnel [, on remarquera que si 
V(@,, @,... Gq) est une telle variété, lopération A détermine sur 
elle la substitution 


A («@;) = 4.10, fe Aj.2 Mg + eee + Qi.n On, (¢==1,2,...0): 
on en déduit l’équation fondamentale 
f(t) = ((—#)" (¢—2,)™. . « (6—29)"4 = 0 
et Vopération B ((11), § 35) 
B= EV ED.-. - Ea 
dont V,(a@) est la variété racine. Mais les racines de B forment la 
variété somme des variétés racines de Ej', Ey,...Ej% (§ 28) et 





*) Il est facile de réaliser une telle opération, en prenant par exemple pour 
A(qg) le premier membre d’une équation différentielle linéaire. 
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celles-ci sont données par le théoreme du § précédente. La variété 
V,,(@) admet done le systéme fondamental 

0m, ae, . 
(18) n> Oa? °°" Gat? (¢=1,2,...9). 


Réciproquement, toute variété qui admet un systéme fondamental 
de la forme (18) est invariante par rapport 4 A. 


45. Liautre question: existe-t-il une variété V,,(a) pour laquelle 
A coincide avec une substitution linéaire donnée 


|: Mig ++: ” 
GQnt Gnz*** Ann 
se résout non moins facilement. II suffit de former l’équation fonda- 
mentale définie par cette substitution, d’en trouver les racines 
4iy (¢== 1,2,...q) 
de Vordre de multiplicité respectif 7;: le tableau (18) relatif a ces 
racines donne un systeme fondamental cherché. 
Remarquons que le probleme proposé équivaut 4 la résolution du 
systeme d’équations fonctionnelles 
(19) A(Hi) = Gi Pi + Gi2G2 +++ + Ginga, (¢=1,2,...0) 
par rapport aux fonctions inconnues g,, 92,,..- +. Pn- 
46. La résolution de léquation fonctionnelle 
(20) A"(p) + a, A™"*'(9) + +++ + Gna A(y) + Gay = 0 
rentre dans ce qui précéde. En effet, léquation (20) équivaut au 
systeme 
A(y) =—4O+%, 
Ay) =—a49+%, 
A(@n—1) =— a9, 
de la forme (19); ou bien, ce qui revient au méme, la variété qui 
donne la solution de l’équation (20) a pour systéme fondamental le 
tableau (18) od 2,, 2,,... 4%, sont les racines de l’équation 
mt ahi+-+-+ait+a,=—0 
et 7,,7%2,-.-.% leurs ordres respectifs de multiplicité. 
La résolution des équations et des systemes d’équations différentielles 
linéaires & coefficients constants rentre évidemment comme cas particulier 


dans les questions que nous avons résolues dans ces deux derniers 
paragraphes. 
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Chapitre IT. 
Propriétés générales des opérations distributives. 


I. Opérations distributives appliquées aux séries. — Quelques opérations 
particuliéres. — 


47. Aprés nous étre plus spécialement occupés, dans le chapitre 
précédent, des variétés d’ordre fini, revenons maintenant a |’ensemble 
général des fonctions, c’est & dire (§ 1) des séries ordonnées selon les 
puissances entiéres et positives d’une variable z. Nous indiquerons 
par (7) le cercle décrit, dans le plan de la variable x, du point 7 =0 
comme centre avec le rayon 7, et nous dirons, pour abréger, qu’une 
fonction appartient au cercle (r) lorsque le cercle de convergence de 
la série correspondante a un rayon supérieur a 7. 

48. La propriété distributive, dont jouit une opération A, peut 
naturellement s’étendre, sous certaines restrictions, au cas ov l’on exécute 
cette opération sur une série infinie de fonctions. Cette extension est 
admissible, par exemple, si l’on assujétit A aux conditions suivantes: 

a) d@étre & détermination unique, 

b) de faire correspondre aux fonctions @ qui appartiennent a un 
certain cercle (vr), des fonctions qui appartiennent 4 un cercle (r’), 

c) de faire correspondre & un nombre positif arbitraire g un nombre 
positif % tel qu’a une fonction « appartenant a (7) et dont la valeur 
absolue maxima en (r) est moindre que h, correspond une fonction 
A(a) dont la valeur absolue maxima en (r’) soit moindre que g. 

49. Sous ces conditions, on peut en effet démontrer le théoreme 
suivant: 

Soit un systeme de fonctions @,, @,...,,... appartenant au 
cercle (r) et telles que la série 


ao 


=> 


n=l 


soit convergente uniformément dans ce cercle, la circonférence comprise ; 
soit A une opération jouissant des propriétés énoncées au § précédent; 
on aura: 


(1) 4(3«) = > A(a). 


Remarquons d’abord que, par un théoreme connu de la théorie 
des fonctions, m est une fonction qui appartient au cercle (r). En 
outre, si g est un nombre positif arbitraire et h le nombre qui lui 
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correspond d’aprés le § 48, c, on peut déterminer l’entier s tel que l’on 
ait dans tout le cercle (r): 


|S a|< th, 
|n==s-+1 | 7 
et par conséquent, ¢ étant un entier quelconque positif , 
s+t | 
| > % | <a, 


i n=s-+1 
dot lon déduit 





) 4( S«.)| <s 
s+1 
et 
s+ | 
| 
(3) 24) <g. 


L’inégalité (3) montre que la série 2A(a,) est convergente uni- 
formément en (r’) et représente par conséquent une fonction, que nous 
indiquerons par ~; formons A(g) — w, et nous aurons 


A(y) —p=A (> «.) — >) A(a). 
s+1 s+1 

Or il suit de (2) et (3) que le second membre ne peut étre supérieur 
& 2g, tandis que le premier a une détermination fixe en (r’): cette 
détermination doit done étre nulle, et Yon a A(p) =; la (1) est 
ainsi démontrée. 

50. Indiquons par &, la fonction qu’on obtient en appliquant 
Yopération A @ la fonction 2”: 


(4) A(a") = &,, (n = 0,1, 2,...), 


et supposons que les fonctions &, appartiennent toutes au cercle (’). 
En déterminant les coefficients ¢, de telle sorte que la série 


9 - Cu” 


n=0 


appartienne au cercle (r), elle y sera convergente uniformément, comme 
on sait, et le théoreme du § précédent sera, par conséquent, valable: 
on aura ainsi dans (r’): 


(5) A(go) =A (> “e) - > A(a") = >. $.. 


n=0 n=U 


n= 0 
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Remarquons qu'une opération est déterminée dans tout le champ 
fonctionnel de validité de la formule précédente, dés que l’on connait 
les fonctions &, que cette opération fait correspondre aux puissances 
entiéres et positives de x. 

51. Avant d’aller plus loin, il nous faut étudier certaines opéra- 
tions particuliéres fort simples. Pour chacune de ces opérations, nous 
chercherons les fonctions indiquées par &, au § précédent. 

La premiere de ces opérations est celle qui a pour effet de multiplier 
une fonction arbitraire m par la fonction donnée a: on peut l’indiquer 
par M, et lui donner le nom de multiplication. Pour cette opération, 


E, = M,(2") = a2. 


Cette opération n’a d’autres racines que zéro et n’est done dégénérée 
pour aucune variété; elle n’a pas non plus de variétés invariantes, sauf 
le cas ot @ est une constante; dans ce cas M, ne differe pas essentiel- 
lement de lopération identique. L’ensemble des opérations M,, quand 
« varie arbitrairement, constitue un groupe permutable. 

52. Une deuxiéme opération, aussi simple qu’importante, est la 

dérivation: nous l’indiquerons par D. Elle est déterminée par 

&, = D(a") = na. 

La formule (5) est applicable et le cercle (r’) coincide avec (r), quel 
que soit r. L’opération D admet comme racine la constante; elle est 
en conséquence dégénérée pour les varietés qui renferment la constante 
et pour celles-la seulement. De lopération D se deduisent les opérations 
DY“, E=D—z et E”. Lopération D” admet comme racine la 
variété oo” des fonctions entiéres de degré m — 1; x”— est sa racine 
propre; EH admet comme racine e**, fonction invariante de D d’od Jon 
déduit toutes les variétés invariantes; la racine propre de E™ est 
ate, D’od la solution des probleémes indiqués aux §§ 44—46. 

53. L’opération D-', inverse de D, est & détermination multiple: 
deux de ses déterminations different par une constante. De méme, 
deux déterminations de D-™ different par une fonction entiere de degré 
m—1, Il est avantageux de fixer pour D-! et D-™ une seule 


détermination: c’est ce que l'on peut faire trés aisément en déterminant 
les §&, de D-! par 


n—1 
(6) &, = D- (x") = =s7 (n=0, 1, 2, ++) 
et celles de D-™ par 
7) és. = D-™(a) = 


ght 
(w-F1) === (wm) 
La validité de la formule (5) est bien connue, et les formules (6) et 
(7) nous fixent la détermination de D-1(m) et D-™(g). 
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54. En combinant par somme et multiplication les opérations 
M, et D, on obtient Vopération 
(8) P= a, D™ + a@, D™ + +++ + ni D + a, D° 
& laquelle on donne le nom de forme différentielle linéaire d’ordre m. 
Les formes différentielles linéaires forment un groupe qui renferme, 
entre autres, les sous-groupes des multiplications (§ 51) et celui des 
formes & coefficients constants, tous deux permutables. La validité 
de (5) est évidente. Les racines de F forment une variété linéaire 
co”; de méme leurs fonctions invariantes, ou racines de /— z, pour 
une valeur donnée de z. L’opération F’—' est & détermination multiple; 
on peut cependant, en général, en fixer la détermination en faisant, 
par exemple: 
(9) F-'(a)=0, (¢—0,1,2,...m— 1*). 

55. Si « est une fonction donnée, on peut définir une opération 
S, au moyen des &, suivantes: 

E, = S..(2") = a. 

L’opération S, a donc pour effet de substituer, en m, la fonction a (2) 
&% la variable 2; on peut l’appeler substitution. Les opérations de 
substitution forment un groupe (non permutable); elle n’ont pas de 
racines, excepté zéro; |’étude de leurs variétés invariantes se rattache 
i celle des fonctions itératives de MM. Schroeter, Korkine et Koenigs. 
Les opérations S jouissent de la propriété distributive non seulement 
par rapport & la somme, mais aussi par rapport a la multiplication, 


c'est & dire que 

S(py) = S(g) S(y), 
et par conséquent par rapport 4 tout systéme d’opérations arithmétiques 
rationnelles. 


La formule (5) est valable pour toute fonction » appartenant a 
un cercle (r), pour les valeurs de x pour lesquelles la valeur absolue 
maxima de « n’est pas supérieure a 1. 

Comme cas particulier de lopération de substitution, on peut 
noter S,4:, et Si: — 1 qui est la différence finie. 


II. Dérivation fonctionnelle. — Développement fonctionnel de Taylor. 


56. Si A est une opération fonctionnelle distributive, l’expression 
A(x) — «A(9) 
nous donne aussi une nouvelle opération fonctionnelle distributive, que 





*) On fixe ainsi lintégrale de l’équation linéaire non homogéne F~! = «, 
qu’on appelle intégrale principale (Hauptintegral) dans le domaine de «= 0. 
V. p. ex. Schlesinger, Handbuch der lin, Differentialgleich., Bd. 1, 8. 78. 
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nous appellerons dérivée fonctionnelle de la premiére et que nous 
indiquerons par A’. La dérivée fonctionnelle de A’ sera 


A'(xp) — «A'(Q), 
nous l’appellerons dérivée fonctionnelle seconde de A et nous l’indi- 


querons par A”, et ainsi de suite. Si A™ est la dérivée fonctionnelle 
n™e de A, on a immédiatement, 


(10) A™\(g)—A (arg) —ne A(e9) + (3) 28 A(t) + 


“+(—1)"2*A(y), (n—1,2,3,...) 
dou lon tire sans peine 


(11) A(a" 9) = A(p)+-n2 A (p)-+ (3) a2A-2(g)-+---+2" (9). 


57. Il est clair que la dérivée fonctionnelle d'une somme 


d’opérations est égale 4 la somme des dérivées fonctionnelles de ces 
opérations. 


58. Soit C le produit des opérations A, B, et indiquons toujours 

par laccent la dérivée fonctionnelle: on aura 
C'(p) = BA(xgy) — cB A(g) 
ou, identiquement: 
C'(y) = BA(xg) — B(x A(g)) + (Bu—aB) AQ), 

ou enfin 
(12) C= BA+ BA. 
La regle pour la dérivation fonctionnelle d’un produit est done la 


méme gue pour la dérivation ordinaire, et l’on trouve de méme pour 
les dérivations d’ordre supérieur 


(13) Cm = BOA + nBe- A’ + (5) Bo-) A” +... + BAM, 
Bien entendu, les facteurs des termes du second membre ne sont pas, 
en général permutables. 
59. Indiquons, comme précédemment, A(a”) par &, et posons 
A’ (a") = 5); 
de la définition de A’ on tire 
(14) gD) = Sot ai xé,, ° 


60. Cherchons a présent quelles sont les propriétés de la dérivée 
fonctionnelle des opérations élementaires que nous avons passées en 
revue aux §§ 51—5d. 

a) Pour la multiplication, on a immédiatement M’(y) = 0. Réci- 
proquement, une opération définie par ses &, dont la dérivée fonction- 
nelle est nulle est une multiplication; en effet, on tire de (14) 
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Ent = En, 


En = x" E, 


Pp -> Cn &"; 


il vient A(p) = & 9, c. q. f. d. 

Deux opérations qui ont la méme dérivée fonctionnelle ont pour 
différence une opération de multiplication: c’est & dire si A’ = B’, on 
aA=B+M. Notons encore les formules 

(AM)Y=AM, (MA) =—=MA’. 
b) Pour la dérivation, on trouve 
D(zy) —zD(yo)=—=9, ov D—1. 
Cette propriété est caractéristique; si en effet une opération A est telle 


que sa dérivée fonctionnelle soit l’opération identique, la formule (14) 
donnera pour cette opération 


Ents a LEn — x, 
En == mz! + £2" 
A(9) = D(g) + £9; 


Yopération A ne différe done de D que par l’addition d’une opération 
de multiplication. La dérivée seconde de D est nulle. 
Pour l’opération D™, on a 


(15) (Dry — mDr- . 


d’oad 


et en posant 


d’ou 


c’est-a-dire 


et cette formule est vraie méme si m est un nombre entier négatif, 
comme on peut le vérifier facilement. 
c) La dérivée fonctionnelle de la forme différentielle linéaire 


(8) F = «a, D" + a, DD"! +--+ + @n1D + a,D° 
est, par (15), 
(16) F’ = ma, DD” + (m—1)a, D®-? + - ++ + 2en-2D + Om-1 D; 


on l’obtient par la régle de dérivation ordinaire appliquée comme si F’ 
était un polynéme entier contenant D comme variable*). En appliquant 
m-+ 1 fois la dérivation, on obtient /'+) — 0; réciproquement, on 
trouve sans peine que l’opération plus générale dont la dérivée m-- 1° 
est nulle (et définie d’ailleurs par ses &,) est la forme différentielle 
linéaire d’ordre m dont les coefficients sont des fonctions arbitraires. 


*) La forme différentielle F’ a été considérée, 4 cdté de F’, depuis plus 
d'une siécle; si je ne me trompe, c’est d’Alembert qui l’a remarquée le premier. 





ee ee ee 


ons a =| = 4 








oe 
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d) Enfin pour l’opération de substitution S,, la dérivée fonction- 

nelle est donnée par 
Sz = (a—2)8,. 

61. La considération de la dérivée fonctionnelle nous permet 
dobtenir une formule qui a la plus grande analogie de forme avec la 
série de Taylor et que nous appelerons, pour cette raison, série 
fonctionnelle*) de Taylor. Etant donnée Vopération A satisfaisant aux 
conditions du § 48, et gm et  étant deux fonctions appartenant au cercle 


(r), on aura, si b>) Ina: 
0 


A(p¥) =>) hn A(2*9) 


et par les formules (11): 
(17) A(pd) = >’ha (AM (g) + nz AO-Y(g) + +» + 2 A(g)). 


Si maintenant il sera permis d’ordonner les termes du second 
membre selon les dérivées d’indice croissant du symbole A, il viendra 


(18) A(p¥) = A(g)¥ + 4 (9) D¥+ 754") Dot. 
++ + FAM) Dy +++ 


C’est la le développement annoncé**). 

62. Le développement trouvé n’a de valeur effective que si les 
termes du second membre de (17) peuvent étre groupés comme on l’a 
indiqué; en tout autre cas, il n’a qu'une valeur formelle. On peut, 
dans les cas particuliers, discuter la validité de (18) comme on le fait 
en calcul différentiel pour la série de Taylor ordinaire, en examinant 
le reste. Posons 


Ri(9,¥)=A(py)—A(p)¥—A(v) Dy—-- — : At) (p) Dy; 


n—1! 





on voit que R, est une opération distributive par rapport 4 ~, qui est 
nulle ainsi que ses » — 1 premiéres dérivées fonctionnelles si » est 
une constante et dont. la n*™* dérivée fonctionnelle est A"*(pw); et on 
voit encore facilement que ces deux conditions caractérisent complete- 
ment R,. La validité de (18) dépend done des champs fonctionnels 
od lon doit prendre et y, si lon veut que lim R,(m, y) = 0. 





*) Par opposition, le développement ordinaire pourrait s’appeler série 
ponctuelle. 

**) J’ai donné pour la premiére fois cette formule dans les R. C, dell’ Acca- 
demia dei Lincei (S. V, T. IV, p. 142). V. les généralisations qu’en a données 
M, Cald (Ibid., 8. V. T. IV, p. 52). 
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63. De la formule (18) on tire, en faisant m = 1: 
(19) AY) = AQ)¥+ 4 (I)DY+--- +5 AML)Dy+---, 


qui montre qu'une opération fonctionnelle distributive peut toujours 
s’exprimer formellement au moyen d’une série ordonnée selon les déri- 
vées successives de la fonction arbitraire: les coefficients se déduisent 
facilement des &, au moyen des formules (10). De la méme formule 
(18) on tire encore: 


_ » P » oa 1 Aw nD bees 
(20) A(¥) = Ap) % + ADE +.-- 4+ 5 Amy) De % + 


64. La validité de la formule (18) a lieu sans exception lorsque 
A est une forme différentielle linéaire: dans ce cas, elle est connue 
depuis longtemps. 

Pour une fonction donnée g, l'ensemble des fonctions ~ pour 
lesquelles la formule (20) est valable constitue ce qu’on peut appeler 
le domaine de @ par rapport 4 Popération A. Ce domaine renferme 
toutes les fonctions de la forme gg, od @ est une fonction rationnelle 
entiére. De méme, l’ensemble des fonctions ~ pour lesquelles la for- 
mule (19) est valable peut s’appeler le domaine de la constante: il 
renferme toutes les fonctions rationnelles entiéres. 


III. Exemple de détermination d’une classe d’opérations fonctionnelles 
au moyen d’une équation symbolique. 


65. Il est intéressant de remarquer qu’une opération fonctionelle 
distributive peut étre déterminée par certaines de ses propriétés, en 
particulier par une équation symbolique quelle doit vérifier. Ainsi 
nous avons vu (§ 60) que lopération de multiplication est caractérisée 
par lequation symbolique A’=0; que la solution générale de Véqua- 
tion A’= 1 est donnée par A = D+ M; que la forme différentielle 
linéaire d’ordre m— 1 est la solution générale de Péquation A™ —0, 
et on pourrait multiplier les exemples. Dans les $§ suivants, nous 
allons résoudre le probleme de déterminer l’opération plus générale A 
qui vérifie une équation de la forme 


(21) A, Am + A, AC) +--+ AIA +/A,A4 =), 
od Ay, 4,,... 4, sont des fonctions données. 

66. Remarquons d’abord que si une opération A est une solution 
de Véquation (21), wA en est pareillement une solution, w étant une 
fonction arbitraire (§ 60, a). De méme, si A, B sont deux solutions 
et w, v sont deux fonctions arbitraires, wA+»B sera aussi une 
solution. Ici se présente la concept d’opérations linéairement dépen- 
danies, ou non; nous dirons que des opérations A,, A,,... A, sont 
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linéairement dépendantes ou indépendantes, suivant qu'il existe ou non 
un systéme de fonctions @,, @,,...@,, telles que l’on ait identique- 
ment — c’est 4 dire pour toute fonction g sur laquelle opérent les 
A,, A,,...An — la relation 

(22) a, A, + a4,A,+---+a,A, =0. 

Or, la condition nécéssaire et suffisante pour que les opérations 
A,, A,,...A, soient linéairement dépendantes, est que le déterminant 


A, A, ere An 
ee A,’ y are 
a a 
soit identiquement nul. On voit immédiatement que la condition est 
nécéssaire, en prenant »—41 fois la dérivée fonctionelle de (22) 
(§§ 57, 60) et en éliminant @,,... a. Pour montrer que la condition 
est aussi suffisante, remarquons que le déterminant précédent peut 
s’écrire 
A; (9) A,(y) —- - - An(9) 
i A, (xo) A,(%g)  ... An(xq) 
A,(a"~'y) A,(a"-"g) .. - An(2"“*9) 
or, si ce déterminant est nul, on peut trouver » fonctions telles que 
Yon ait 
at, A, (a2 p) + a A,(a2M) + +++ + Gy An(aty) = 0, 
(q= 0,1, 2,...m— 1); 
changeons maintenant m en xq: V’équation précédente sera encore 
vraie pour g=%, et de méme pour g=n-+1, n+ 2, etc. Sous 


les conditions de validité de la formule (5), on aura done, quelle que 
soit la fonction w, 


@,A,(op) + &A,(yy) + +--+ Gr An(¥p) = 0, 
et puisque w est arbitraire, le théoreme est démoniré. 

67. Si ron a n+ 1 solutions de l’équation (21), elles sont linéaire- 
ment dépendantes, puisque Vélimination des coefficients A), A,,... An 
montre que le déterminant A d’ordre + 1 des nm + 1 solutions, est 
identiquement nul. Montrons que |’équation (21) admet » solutions 
linéairement indépendantes: toute autre solution s’exprimera linéaire- 
ment au moyen de celles-la; au systeme de ces » solutions on pourra 
done donner le nom de syst?éme fondamental. 

68. A cet effet, considérons léquation de degré » en z: 


(23) Ay(e— a + Ay(e — a4. f apale — 2) + dy = 0 


et soient @,(x), @,(%),...@,(%) ses racines, que nous supposerons 
Mathematische Annalen, IL. 24 











358 S. Pincuerte. 


d’abord différentes entre elles. L’opération de substitution (§ 55) S,, 
pour une queleconque de ces racines donne (§ 60, d) 
(24) ao, = (2; — 2)So,, (¢=—1,2,...0); 
en dérivant encore, on aura 

So, = (a; —_ x) Sw; 5 
et ainsi de suite; d’ov il suit que si l’on fait A—S,,, l’équation (21) 
est vérifiée quelle que soit la fonction arbitraire g. Nous avons ainsi 
les » solutions 

Se,» Sa,-.- Sa, 
de Véquation, et si l'on forme le déterminant A pour ces solutions, 
on voit immédiatement (en tenant compte de (24) et de ses con- 
séquences) qu'il n’est pas identiquement nul. 

69. Si parmi les » fonctions @,(”),...@n(%), h étaient égales 


entre elles (par exemple @, (2%) = @,(%) = +--+ = o,(2)) on voit aussi 
aisément qu’aux h opérations S,,, S»,,...S», on peut substituer le 
systéme 


Sw,» Sw,D, S»,D?, ... SoD. 


Le probleme proposé est donc complétement résolu. 

70. L’équation linéaire (21) nous a conduits, avec ses solutions, a 
une classe d’opérations distributives dont le type général est 
(25) P 4 (ci .0 Sw, -+- a;.1 S»,D + ese + &%.1, Sa, D* ) 

i=1 

od «;.; et @; sont des fonctions données. Cette classe d’opérations — 
qui joue, pour ainsi dire, dans l’ensemble des opérations distributives 
le méme role que jouent les fonctions 2a*e’* parmi les fonctions 
analytiques — jouit des propriétés suivantes: 

La somme de deux opérations du type (25) est une opération du 
méme type. 

Le produit de deux opérations du type (25) est aussi une opéra- 
tion du méme type: ces opérations forment done un groupe. 

La dérivation fonctionnelle exécutée sur une opération de ce 
groupe reproduit une opération du méme groupe. 

Au groupe (25) appartient comme sous-groupe l’ensemble des 
formes différentielles linéaires. Au méme groupe appartient le sous- 
groupe des opérations de la forme 


tt; Su, + a Se, ++ +++ aSo,; 
dont un sous-groupe est & son tour celui od les w sont des fonctions 
algébriques, qui contient celui od les @ sont rationelles, ete. Si 
o;,—=2x-+i, les opérations précédentes se réduisent aux formes linéaires 
aux différences finies. 
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Remarquons enfin que si on prend =e, od ¢ est une racine 
primitive de Punité, les opérations (25) deviennent celles que M. Schapira 
a prises comme base d’un calcul qu'il a appelé »Cofunctionalrechnung<*). 


Chapitre III. 
Expression des opérations distributives par des séries. 


I. Séries ordonnées suivant les puissances de D. 


71. Nous avons vu ci-dessus, au § 63, que toute opération distri- 
butive A peut, au moins formellement, étre mise sous la forme 


, 1 
A(y) = A(X p + A4(IDo+---+ GF AMD Do +-- 5 
réciproquement, toute série de la forme 


n 


(1) > a Dg 
n=0 

représente une opération distributive pour lensemble des fonctions qui 
la rendent convergente. Nous sommes ainsi conduits 4 1’étude des 
séries (1) ordonnées selon les puissances entires et positives du sym- 
bole de dérivation D, et nous appelerons champ fonctionnel de validité 
@une telle série Yensemble des fonctions m pour lesquelles elle est 
uniformément convergente; par suite d’un théoréme connu de la théorie 
des fonctions la série (1) donne, pour chacune de ces fonctions gm, une 
fonction de notre ensemble (série de puissances convergente dans un 
domaine de x = 0). 

Les formes différentielles linéaires, qui tiennent parmi les opéra- 
tions distributives la place des polynémes entiers parmi les fonctions, 
se présentent comme cas particulier des séries (1) et leur champ de 
validité est indéfini. 

72. Si Yon substitue dans (1) pour » un polyndme entier, la série 
se réduit & un polyndme: on peut donc dire que les fonctions ration- 
nelles entiéres appartiennent au champ de validité de toute série (1). 
Mais on peut montrer que si les fonctions a, @,, @,..., Gny-++, 
coefficients de (1), appartiennent 4 un méme cercle (r), la série (1) a 
un champ de validité comprenant une infinité d’autres fonctions. 

73. Soit en effet m, la valeur absolue maxima de a, en (7): nous 
pouvons déterminer une suite de nombres positifs décroissants a, tels 
que la série Da,m, soit convergente, Alors toute fonction 





*) Grundlage zu einer Theorie allgemeiner Cofunctionen. Wien, Holzhausen, 
1881. — Theorie allgemeiner Cofunctionen. Leipzig, Teubner, 1892. 
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ow 
> { a. 
Q = CsX', ou | c,| << si 
s=0 


appartient au champ de validité de (1). Car si Pon prend |%|<7*, on 


aura 
(x) > <4 < aye 
et al 
Dro < aS me 
Vor wo 


Dad y | So Ss anny, 


ce qui démontre la convergence uniforme de la série (1). 

74. Notons le cas particulier ot les fonctions a, «,,...Gn,... 
se maintiennent toutes, dans le cercle (7), inférieures en valeur absolue 
& un nombre m. Dans ce cas, a étant un nombre positif arbitraire 
plus petit que l’unité, toute fonction 


(2) p= >) ast, ot lal << 
0 


se trouve, ainsi que zm, 2*g,..., dans le champ de validité de la 
série (1). 

75. La série (1) représente une opération distributive que nous 
indiquerons par A: 


se 


(1) A(g) = >’ a Dang. 


n= 


Prenons une fonction » qui soit dans le champ de validité de (1) 
en méme temps que pj; on aura: 


) 


A(pz) = > D*g + > nen Dr! 
1 


0 


dod, en indiquant toujours par A’ la dérivée fonctionnelle de A: 


A'(9) = >) na, D9; 
1 


la regle pour la dérivation est donc la méme que pour les séries de 
puissances ordinaires. De méme si 2*9,...2%%p se trouvent dans le 
champ de validité de (1), on aura 








le 
le 
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(3) A(p) = >? n(n — 1)... (W— + 1) D199. 
q 
76. Dans le cas particulier examiné au § 74, le développement 
(3) est certainement valable pour les fonctions (2) pour tout nombre 


entier positif qg; de plus, on voit facilement qu’en ce cas on a (§§ 73 
et 74) 


A(g) < me” . AM() < meat 
q: » { 


—e- 1—a)tH 


: : i sie 
Si done on fait a < => la série 


Ti snmp 


est, par rapport & y, une opération de la forme (1) dont les coefficients 
appartiennent & un cercle déterminé et qui admet par conséquent un 
champ de validité; le reste de la série tendant 4 zéro pour toute 
fonction y prise dans ce champ, la série représente A(pw) (§ 62) et 
le devéloppement fonctionnel de Taylor est valable. 

77. Si dans la formule (1) on pose gy = 1, on trouve A(1)=—«,, 
de méme, si l’on pose g = 1 dans (3), on trouve 


1 
“a= a! A((1). 


On retombe ainsi sur le développement (19) du § 63, et l’on voit que 
pour une opération & détermination unique il ne peut exister qu'un 
seul développement de la forme (1). Un tel développement ne peut 
done étre nul pour toute fonction prise dans un domaine de la con- 
stante (§ 64) que si tous ses coefficients sont nuls: deux séries (1) 
égales pour toute fonction d’un domaine de la constante ont leurs 
coefficients respectivement égaux. D’ovd il suit qu’on peut appliquer 
la méthode des coefficients indéterminés & la recherche du développe- 
ment de la forme (1) d’une opération distributive définie par une pro- 
priété convenable. Nous en donnerons un exemple au § 79. 
78. Quand la validité du développement fonctionnel de Taylor 


(4) A(pv) = >) 7, AM (9) Drv 


est démontrée, on peut en déduire, en posant p=o, » = —, le nou- 
veau développement pour A: 


A(@) = >) 5 AM(@) De 2; 


sie 


et en posant 
aD + =Eg, dor oD? = Eig, 
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on obtient pour A(g) une expression de la forme 


(5) A(y) = >) 4, Erg. 


On voit facilement que la fonction @ joue, dans ce développement, le 
méme rdle que joue la constante dans (1); le champ de validité de (5) 
est un domaine de w (§ 64) et toute fonction de la forme go = 2"@ 
est dans ce champ de validité, puisque 2" est une racine de FE 
pour gq >, et est précisément une racine propre de E+, 

79. Une opération A, donnée sous la forme d’une série (1), peut 
étre dégénerée; lopération D elle-méme nous en donne un exemple. 
Mais une opération donnée par une série (1) peut-elle faire correspondre 
&% Pensemble fonctionnel une variété 4 un nombre fini de dimensions? 
La réponse est affirmative; nous allons construire effectivement, sous 
forme dune série (1), une opération C qui fait correspondre & chaque 
fonction g une constante, et par conséquent 4 un ensemble fonctionnel 
% un nombre infini de dimensions une variété & une seule dimension. 

Soit en effet 


C(9) = >a AnD" p 
n=0 


une opération qui, pour toute fonction g appartenant & son champ de 
validité, donne comme résultat une constante. Pour une telle fonction 
gy, la série du second membre est convergente uniformément et comme 
telle, par une proposition connue de la théorie des fonctions*), elle 
représente une fonction dont la dérivée s’obtient par la dérivation 
terme & terme de la série méme: 


DO(g) = Day. + Dd) (Wan1+ Dis) D*g. 


n=1 


Mais C(m), par hypothése, est une constante quelle que soit m dans 
le champ de validité de C: on doit done avoir (§ 77): 


(6) Di, =0, #4.-:+ Da, = 0. 


De ces équations il est facile de tirer l’expression des fonctions 4,: 
en indiquant par a, @,,..-Gn,... des constantes arbitraires, on 
obtient 


A,=0, A.=(— 1)*( aya +na,2"— +($)a,2"— te + naiae+ a) ; 
La question proposée est donc résolue par le développement 


*) Zur Functionenlehre. (Monatsbericht der Berliner Akademie der Wissen- 
schaften, 1880.) 
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1) CG) = SIS) (aa nae +B) aga? 4 +--+ a.) Dr. 
n=0 

Remarquons que les polynémes 4,, définis par les équations (6), sont 

ceux auxquels M. Appell a consacré un intéressant mémoire*); tout 

systeme de polyndmes de M. Appell nous donne donc une série (7) 

qui fait correspondre une constante 4 toute fonction de son champ de 

validité. 

80. Suivant le choix des constantes arbitraires a), a,,..., ce 
champ de validité peut étre plus ou moins étendu. Faisons d’abord, 
par exemple, a, = 1, a, =0, (n = 1, 2, 3,...); la formule (7) nous 
donnera le développement 

> (INF Dg 

n=0 
et le théoréme ordinaire de Taylor nous montre que cette série est 
valable pour une fonction quelconque g: si g appartient au cercle 


(r), il suffit de prendre |x| <~ et la série précédente représente la 
constante (0). 
Faisons ensuite a, = 1, (n =0,1,2,...): nous aurons le dé- 


veloppement 
> (— 1p SF Dg. 


n==0 
Celui-ci n’est plus, comme le précédent, valable pour toute fonction : 
il faudra que g appartienne 4 un cercle (vr) ot rv est supérieur a 
Punité; on devra prendre 
r—1 
a <*> 


et le développement aura pour valeur p(— 1). 

81. Lopération « C, ot « est une fonction donnée, fait correspondre 
& ensemble fonctionnel la variété 4 une dimension ka. Plus générale- 
ment, on peut construire une opération A qui transforme un ensemble 
fonctionnel & un nombre infini de dimensions en une variété linéaire 
donnée & » dimensions V(a@,,@,,...,): il suffit de prendre 
(8) A=a,0, + a,0,++--+a,C,, 
C,, C,,...C, tant des séries (7). De plus, il est toujours possible 
de trouver une fonction & laquelle A fait correspondre une fonction 
donnée 


P= Gy Oy  YoGty + +++ + Yn Gn 


*) Sur une classe de polyndmes, (Ann. de l’Ecole normale supérieure, §. II, 
T. IX, 1880.) 
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de la variété V,(@). En effet, on peut toujours trouver » fonctions 
Pi» Poy- ++ Pn telles si 

A (gi) = C.1&, ae Cj. a eee a Cin Qn, (é == 1, 2, ons ”) 
le déterminant |¢;;| soit différent de zéro, car dans le cas contraire A 
transformerait Pensemble fonctionnel en une variété ayant moins de n 


dimensions. On déterminera alors les nombres h,, h.,. . . A» au moyen 
des équations 


C1j hy + Cojhy +--+ + enjln=y, (f= 1,2,...m) 


ce qui est possible, puisque le déterminant |¢;;| est différent de zéro, 
et lon aura 


A(hy D, + hoQ. + +++ + hn Qn) = ¥- 

82. L’opération (8) transforme la variété V(a,, a, ... G@,) en elle- 
méme; on peut donc lui appliquer tout ce qu’on a obtenu aux 
§§ 29—40. 

Quant aux racines de (8), il est clair qu’elles forment une variété 
& un nombre infini de dimensions: étant données »-+ 1 fonctions 
1» Po» +++ Pata arbitraires dans le champ de validité de (8), il existera 
toujours une combinaison linéaire de ces fonctions qui sera racine de A. 

83. Remarquons enfin que le produit d’une opération «( par une 
opération quelconque est encore une opération aC, et il en est de 
méme du produit dune opération quelconque par une opération C. 


Une remarque analogue s’applique 4 l’opération A donnée par la 
formule (8). 


II. Séries de premiére et de deuxidéme espéce. 
84. Une série 


(1) > Dg 


ne converge pas en général pour une fonction quelconque 9; cette 
fonction (donnée, comme nous l’avons établi au § 1, par une série de 
puissances de x) doit ordinairement avoir un cercle de convergence de 
rayon supérieur 4 un nombre déterminé, pour qu’on puisse dire qu’elle 
appartient au champ de validité de (1). Toutefois, il existe des séries 
(1) valables pour toute fonction m de notre ensemble fonctionnel; en 
d’autres termes, quelque petit que soit le rayon de convergence de g, 
ou pourra toujours trouver un domaine du point «= 0 pour lequel 
la série (1) est convergente uniformément. Nous avons vu au § 80 un 
exemple d’une telle série. Nous sommes ainsi conduits 4 partager les 
séries (1) en deux classes: celles de premiére espéce, qui sont valables 
pour tout notre ensemble fonctionnel, et celles de deuxiéme espéce, dont 
le champ de validité est seulement une partie de cet ensemble, Ainsi 


Dy 





~~ RB Ww 


Oo @ « 


- 2 O&O &2 & & 


_ 


a 


~~ or 2 MM 
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est une série de premiére espéce, convergente uniformément pour 


jal< - si r est le rayon de convergence de g, tandis que 


Sie, DD 


sont des séries de deuxiéme espéce, valables, la premiére, pour les fonc- 
tions m qui appartiennent a un cercle (r) ot r>1 et la seconde, 
valable seulement pour une classe de fonctions transcendantes entiéres, 

85. Un exemple fort simple permet de montrer qu’on peut, en 
certains cas, & une série de deuxitme espéce en substituer une de 
premiére espéce, qui jouit des mémes propriétés formelles qui servent 
de définition & la premiére. La série 


Zo) — — 3’ ps 

(9) Z(9) 2 =u D*() 

est évidemment de deuxitme espéce. D ailleurs, elle vérifie l’équation 
(10) DZ(9) — «Z(9) =, 

dont on pourrait l’obtenir par la méthode des coefficients indéterminés. 
D’un autre cdté, la série 


09) = 3 (ga-St gia tC A) 


& 
n=0 
est une série (7): on Vobtient en faisant dans cette formule 


1 n! 
ges; Se (— 57 yi 


Par conséquent, e**C(m) nous donne le produit de e** par une con- 
stante, dot il suit que lopération 
4Z:(9) = Z(y) + &*C(9) 

vérifie aussi l’équation (10). Mais cette opération peut s’écrire 

- ‘ ied 1 x thi 

OB - Gat pa - 54 oe 

n=0 

et en développant e—** et en supprimant les termes communs, 


gt, 


= n+1 
(MM) Z(9) =e S(- 1 (2 - St +) Deg; 
n=0 


or il est trés facile de vérifier que le second membre est une série de 
premiére espéce, et pour une fonction gm appartenant a (r), cette série 


*) V. un exemple plus général dans les R. c. del Circolo Matematico di 
Palermo (avril 1897). 
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III. Puissances négatives de D. — Séries ordonnées suivant ces 
puissances. 


86. L’opération indiquée par Z,(p), que nous avons obtenue au § 
précédent, peut s’écrire (D — z)-', puisqu’elle vérifie Péquation (10). 
Si maintenant on fait z= 0, on a lopération D-', et la série (11) 
donne pour cette opération |’expression: 


no 


(12) D9 = >) (— 1" Dg. 


n=0 
Il est facile de vérifier 4 posteriori Vexactitude de cette formule pour 
|x| < = si » appartient a (r). En outre, on voit que la détermination 
de D-* donnée par la formule (12) est précisément celle que nous 
avons fixée au § 53, puisque en ordonnant le second membre de (12) 
suivant les puissances de 2, le premier coefficient est nul. Puisque 
toute fonction g rentre dans son champ de validité, la série (12) est 
une série de premiére espéce. 
87. En changeant dans (12) la fonction m en D-'g, D~g,.. 
nous obtenons la formule suivante, facile 4 vérifier en général: 


(13) - a payer D*9- 


n=V0 


Le second membre est encore une série de premiére espéce: quelle 
que soit m, si elle appartient a (7), la série (13) est valable pour 
1 r s . . s 
|z7| <>: En outre, la détermination de D-™ donnée par (13) est 
celle que nous avons fixée au § 53. 
88. Donnons une limite supérieure des valeurs de D-”, qui nous 
sera utile tout-a ’heure. Soit m= 2a,2" une fonction appartenant 


& (r) et dont g est la valeur absolue maxima en (r); on a, par une 
propriété connue des séries de puissances: 


|an| < s 
or 


_ = > a, iti 
7a (n+1) (n+2)... (n+ m)’? 
0 


done, pour |z| <r’ <r: 


™_ gr’ __—-:162.8...8 rN” 
|D "~|S m! Pe shes CE SO 
0 
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or la série contenue sous le signe 2 a ses termes respectivement in- 
férieurs & ceux de la progression géométrique; donc 
m 
a grr 
™m i 
(14) |D-"9| < (r—r')m! 


o ae ° , 1 
et en particulier, si l’on prend r’< =r: 


(15) |D-"9| < 29 —. 


89. On peut appliquer la dérivation fonctionnelle terme & terme 
aux séries (12) et (13); on obtient ainsi le résultat que nous avons 
annoneé au § 60: 

(16) (D-™)' == — mD-(+), 


Si, au moyen de cette formule, on construit le développement fonc- 
tionnel de Taylor (§ 61) pour l’opération D-', on trouve 


(17) D~(9¥) = D>) (— 1 Dy. Deg. 
n=0 

Nous voulons démontrer que cette formule remarquable a une validité 
effective quelles que soient les fonctions g et ~, pourvu qu’en indiquant 
par (r) un cercle auquel elles appartiennent toutes deux, on prenne le 
module de # non supérieur & = 

90. A cet effet, par la formule d’intégration par parties et en prenant 
toujours les déterminations de D-! et D-” comme on a fixé au § 53, 
on a 


D- (py) = Dy. gp — D7" (Dy. Dg), 
D-(p¢) = Dy. gp — Dv. Dp + DD“. D*g), 

et ainsi de suite, en sorte que 

D> (¥)=D-y.9— Dv. Dp +---(—1)" Dp. D9 

++(—1)'D-(D-". Dg); 
on voit donc que le reste (§ 62) du développement fonctionnel de 
Taylor est donné par 
D-(D-"¥ . D*g); 

il s'agit de prouver que ce reste tend & zéro pour m=0o. Or, puisque 


LJ , r . . 
nous avons pris |%| <7 <->, en indiquant par g la valeur absolue 


maxima de # en (7), nous aurons, par l’inégalité (15): 
\D—" | < 2g a j 


indiquons encore par @ ce que devient g lorsqu’on y remplace chaque 
coefficient et la variable par leurs modules respectifs, et nous aurons: 
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|D-"» . D»—| < 2g —- Dg, 


mt 
mais puisque @ appartient & (r) et r’<—, le second membre de 
linégalité précédente tend évidemment 4 zéro pour n= oo. II en est 
done de méme, par (14), de D-'(D-"y . D*q) et la formule (17) est 
ainsi valable sons les conditions énoncées. 
D’une fagon analogue, on obtient la formule 


(18) D-" (pv) => (- 1)" (™tS—1) D-miny ; Dg, 


valable sous les mémes conditions. 
91. Passons maintenant 4 l’étude des séries ordonnées suivant les 
puissances entiéres et négatives de D. Soit 


DP 


(19) > %D-*9 


0 


une telle série. Nous dirons encore qu’elle est valable pour une dé- 
termination g,, lorsqu’elle est uniformément convergente dans un do- 
maine de z=0 pour p= 4q,; l'ensemble des fonctions pour lesquelles 
(19) est valable en constitue le champ fonctionnel de validité. On 
peut donner, pour les séries de la forme (19), une condition fort peu 
restrictive de validité. Supposons en effet que les fonctions «, appar- 
tiennent & un cercle commun (7,); en outre, m, étant la valeur absolue 


maxima de «, en (7,), supposons qu'il existe deux nombres positifs h 
et c tels que 
M, <hnter; 


sous ces conditions, la série (19) admet comme champ de validité tout 
notre ensemble fonctionnel. Soit en effet m une fonction appartenant 
& un cercle quelconque (r), g sa valeur absolue maxima en (1); soit 
enfin r’ un nombre positif inférieur a r, r, et a On aura, par (14), 
pour jz|<r': 

ger 
(r—r')nl? 


|\D-"9| < 
dor 


“7 
m, gr 





|a, D-"p| < 


” rr 
ee eer 5 0"9 
@—rjal ~r—r ° 
et puisque cr’ est plus petit que lunité, la série 2a, D—@ sera ab- 
solument et uniformément convergente pour les valeurs de x indiquées. 
92. La série (19) nous donne donc, sous les conditions énoncées 


au § précédent, une opération distributive que nous indiquerons par 
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A(); formons A(py) en appliquant les formules (17) et (18), nous 
aurons — formellement pour le moment: 


A(py) = >> (— 1)’a, ‘oe D-+)y . Deg. 


n=0 o=0 


Je dis que la série du second membre est absolument et uniformément 
convergente dans un domaine de x = 0, » et w étant deux fonctions 
qui appartiennent a (r). Prenons en effet deux nombres r”, r”” tels que 
” ow 1 , . . s . se 

r’ <r < Z1'; on aura, par les principes de la théorie des séries de 
puissances, k étant la valeur absolue maxima de @ en (r), et pour 
jz}<r" 


' 2kv! 
| Deg <- a 
r 


en outre, g étant le valeur absolue maxima de y en (r) on a, par le 
§ 88, formule (15) et pour les mémes valeurs de a: 
: te 
|D-tp| < 295 
dod il suit que le terme général du développement précédent est, en 
valeur absolue, plus petit que 


m+tv—l\ of rat 
4gkm,( ai Vata oe? 
et par les conditions posées pour m, au § précédent, plus petit que 


4gkh —— (er”)* (5) ; 

mais c’est la le terme d’une série convergente a termes positifs, c. q. f. d. 

Nous pouvons donc ordonner le développement précédent suivant 
les puissances D*g, et les coefficients de ces puissances seront les 
dérivées fonctionnelles de l’opération A, divisées par v! Mais nous 
apercevons immédiatement que ces dérivées sont précisément les séries 
qu’on obtient de la série (19) en appliquant la dérivation fonctionnelle 
terme & terme. D’od |’on conclut qu’aux opérations fonctionnelles re- 
presentées par des séries (19) on peut appliquer la dérivation terme a 
terme sous les conditions du § 91, et que le théoréme fonctionnel de 
Taylor est applicable & ces opérations pour tout l’ensemble fonctionnel 
et pour les valeurs de la variable comprises dans un domaine con- 
venable de «=0. On en conclut encore la possibilité de substituer, 
pour l’opération A, a l’expression (19) une série ordonnée suivant les 


puissances de E(g) = oD*® , comme cela a été indiqué au § 78. 


93. Une série (19) valable soit pour tout l’ensemble fonctionnel, 
soit pour un domaine quelconque de la constante, ne peut tre nulle 
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pour toute fonction m que si ses coefficients sont nuls. Nous allons 
méme voir qu'il suffit que la série (19) soit nulle pour toute puissance 
entiére et positive 2* de la variable, pour que ses coefficients soient 
tous nuls. Faisons en effet mp = 2" et posons 


On = Ano + Gn.12 + dng e? +---, 


nous aurons par hypothése, quel que soit h: 


2 eae _— 
> (tno ant + An .2% -b ee ) (h-+1) (h4-2).. (hen) = 0, 
n=0 


et puisque la série, étant valable, peut étre ordonnée suivant les puis- 
sances de x, on devra avoir 


“8 0 
0-0 =— ? a .1 + —— ,°°? 
et en général 


‘ Wo n—1 43 .n—2 Gy .0 

(20) don + R44 + GED FH TT GEN 4F2). aw =O 
Or on ne peut satisfaire 4 ces conditions qu’en faisant tous les coef- 
ficients a;.; égaux & zéro, car si l’on fixe » et l’on donne 4a h les 
nm -+- 1 valeurs consécutives h,h-+-1,h+2,...h-+n, le déterminant 


des coefficients des inconnues a;; dans le systéme (20) sera: 
| (h-+-1) (h+-2)...(h-+n) (h+2) ...(h-+n) --h-+n 1 | 
Paes. rey) hadied 3) em). wh + n adie 1 1 | 


h--n-+1) (h-+2n) “(h-n42).. (h-+2n) ‘ hon 4 


qui équivaut, comme on le voit par la soustraction des lignes hori- 
zontales, a 


| h-+2) (h-+3)...(i-+-m) (h-+3) ...(h-En) hn 1 
1} (+3) (-+4).. Aie-n+t) (+4) (itn) acne 1 


| 
| 
| 


(h-t-n-+-1) + 2n—1) (htn+2).. (et 2n— 1). 4 2n—1 
en répétant sur ce déterminant, qui a la méme forme du précédent, 


la méme réduction, on arrive enfin & un produit de factorielles par 
le déterminant +n 1 | 


h+n+1 1 
qui n’est certainement pas nul. On conclut de li que tous les coef- 
ficients a;.; doivent étre nuls. 

94. Une démonstration tout-a-fait analogue permet de vérifier le 
méme théoréme pour les séries de la forme 


(21) > %D-" 9 
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95. Du théoreme précédent, il suit que si deux séries de la 
forme (19) ou (21) donnent le méme résultat pour toute fonction 
dun domaine de la constante, ou méme seulement pour toute puissance 
entiére et positive de la variable, elles ont respectivement les mémes 
coefficients. De la on conclut qu’on peut appliquer la méthode des 
coefficients indéterminés 4 la recherche de l’expression d’une opération 
sous forme de série ordonnée suivant les puissances entiéres néga- 
tives de D. 


IV. Interpolation fonctionnelle. 


96. Nous terminerons ce chapitre, qui a pour objet expression 
d’une opération fonctionnelle distributive au moyen d’opérations du 
caleul ordinaire, par la recherche d’une opération A définie par la 
condition de faire correspondre aux fonctions d’une suite donnée 
Gy, %,+.+G@,,... respectivement les fonctions d’une autre suite donnée 
By, By, -.+ Bay ~.-. On peut dire qu’on pose ainsi un probléme 
@interpolation fonctionnelle. 

Si, comme nous le supposerons, l’opération A est 4 détermination 
unique, il est clair qu’entre m quelconques des fonctions données a, 
il ne devra subsister aucune relation linéaire; car 4 une fonction con- 
struite linéairement avec m des fonctions @, correspond la méme 
expression linéaire des fonctions correspondantes 8, . 

97. Commengons par le cas ot les fonctions données sont en 
nombre fini; on doit trouver une opération qui fasse correspondre 
respectivement aux fonctions données a, a, ... Gn—1 linéairement 
indépendanies, les fonctions données B,, B,,... Ba—1. On peut dire que 
cette opération transforme la variété linéaire d’ordre n, V(a,, @,,...O@n—1), 
dans la variété, dordre au plus égal a m, des fonctions 6. Le probléme 
nest pas déterminé, car si A est l’opération cherchée et B est une 
opération dont V, (a) est variété racine, toute opération de la forme 

A+CB 
répond & la question, C étant une opération arbitraire 4 détermination 
unique, 

En particulier, il existe une forme différentielle linéaire d’ordre 
m—1 qui répond 4 la question: on peut la déterminer comme il 
suit, Soit 

A=2,D*'+2,D*?*+.---+2,,D° 
cette forme: le systéme d’équations linéaires suivant (od pour abréger 
a” représente la dérivée r*™° de a) 
Ho ei"—1) + I, 4;"—*) + cee + Un~1h; = B:, (i=0, :, oo 8— 1) 


sert & déterminer les coefficients x), 7,,...%n—i de la forme A; doa, 
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en indiquant comme au §13 par W(q,, 92, .-. 9) le déterminant 
wronskien des fonctions 9,, 9.,... 9,, on tire 


n—1 


(22) A= Dh N W (os 1, +6 &; -19 ibd O45 +++ &y) 


Wa, 2 &,) 


Cette formule offre la plus grande analogie avec la formule d’inter- 
polation de Lagrange. En indiquant par U,() le coefficient de £; 
dans la formule précédente et en posant 

W(ao, Wy, +.+ Wy 1, D) 
(23) FO “Wing an. G2) * 
ot F est par conséquent la forme différentielle linéaire de ordre n 
qui admet V,,(@) comme variété racine, on voit aisément que l’on a 
(24) DU;=uiF, (é=0,1,2,...n—1), 


My, Hy, +++ Un—1 tant done les multiplicateurs de F. 

98. La formule (22) n’est pas nouvelle: je crois nouvelle au 
contraire la formule suivante, qu’on peut regarder comme l’analogue 
de la formule d’interpolation de Newton. Posons 


W (ao, 9) W (a, @1y-+. Gy 9» Q) ; 
8) AQ) — E+ Wena t +44 Wee, a) 


nous avons ainsi une forme différentielle linéaire de ordre » — 1 qu’on 
peut déterminer aisément par les conditions 


A(a)=B;,  (¢=0,1,2,...n—1). 





En effet, en remplacant successivement » par a, a, @,... on obtient 
le systeme 

By = A), 

B= ata, 
(26) 


W (cx , 2) 
Pm aS Wien + te 


qui détermine successivement 4), 4,, 4,,...3; le probléme est done 
résolu. 

99. Les coefficients 4,, 4,, 4,,... du développement (25) se 
présentent comme les analogues des fonctions interpolaires qu’on tire 
de la formule d’interpolation de Newton et qu’ont étudiées Gergonne, 
Cauchy, Jacobi, Genocchi, Peano, etc. Ils sont liés par une 
relation récurrente analogue et qu’on obtient aisément. Echangeons 
en effet dans la formule (25) a, et a,, puis posons m = a@,; il vient 


B, _— Ay (By) = + A, (By, B;), 6, = Ay (B;), 
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d’ou 
Ao —A 
A, (Bo, By) = - {Pilea — 2eBale 
de méme, en faisant dans (25) m= a,, puis en échangeant dans la 
méme formule a, et «, et en posant encore g = a@,, on obtient 





By = Ay(By) St + A, (Boy By) West 23) + Aa (Bos Bry Bs)» 


B, —_ Ao (Bo) = + A, (By, B.), 
dod 





a U Ww 09 —A ° Ww . ) 
A, (Bo, By, Bo) = 1 (Bo, B2) W'(o wet B,) W(a, a 
et de méme en général: 


(27) 4: (Bo, By, - + + Be) 
; 1;_1 (Bos: ++ B; 91 Bz) W(a0,-++0;_9 & 1) — 4y_1 (Bos-- -Bi_a) B,_1) W (oy +++%j 21 %) a 
W (a, e+0Q@s_oy @;_4) 





100. La formule (25) offre sur la formule (22) lavantage de 
s’étendre aisément au cas de m= oo, du moins formellement. Une 
opération telle que A(a;) =; pour i=—0, 1, 2, ... 00 est donnée 
for mellement par le développement 


wo W (ato, Mg)... 0; . 
(28) A(y) = >A Wan 1») 


i=0 





dont les coefficients 4; se déterminent successivement soit par le 
systéme (36), soit par la formule récurrente (27). 

101. Nous laisserons pour le moment de cété les conditions de 
validité du développement (28) dans le cas général, pour examiner le 
cas particulier ot l’on a a, ="; dans ce cas, les fonctions B, sont 
celles que nous avons indiquées par &, aux § 50 et suivants. Dans 
ce cas, les déterminants wronskiens se calculent immédiatement, et 
lon a 

W (a, @,--- G1, p) = O!1!2!...(¢—1)! Dig, 
Way, @,,... &) = Q!1!2!...34! 


de sorte que le développement (28) se réduit a 
7A 

(29) A(y) = > i Dip 
0 


et Yon retombe sur une série (1). Le systéme (26) permet de déterminer 
les coefficients 4;; on a en effet 


(30) B= A; + iAuae + (2) Aiea? +--+ +A a 
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d’od lon tire pour 4; lexpression*) 


(31) A= §; — 4§:12% + (3) §;-22 mee + (—1)*&, 2. 


102. Quant 4 la validité de la formule (29), on voit sans peine 
que si les fonctions données §, appartiennent & un méme cercle (r), 
il en est de méme des coefficients 4; de la série, en sorte que l’on 
peut appliquer le théoreme des §§ 72—73. Car si les fonctions 
E,, &,.--&,... sont des séries de puissances convergentes dans un 
cercle de centre = 0 et de rayon supérieur & 7, il en est de méme, 
par la formule (31), des fonctions 4,,4,,...4;,... 

103. Remarquons encore que lon peut ramener au cas particulier 
ou la fonctions a; sont les puissances «; de la variable, le probleme 
général énoncé au § 96. En effet, si A et B sont deux opérations 
définies par 

A(x") = a, B(a") = Bn, 
Yopération C = BA donnera évidemment 


Clan) = Bn. 

104. Un cas particulier remarquable du probléme d’interpolation 
fonctionnelle est celui oi il s’agit de trouver une opération A telle 
que A(a,) donne ¢,a,. Dans ce cas, l’opération A admet, quel que 
soit m, la variété V(a), a,,...@,) comme variété invariante et 
Co, Cy)--+ Cn sont les racines, en général différentes, de l’équation 
fondamentale, comme on I’a vu au chap. I. Ce probléme se raméne 
a la recherche d’opérations que j’indiquerai par J, définies par 

J (a") = Cn 2"; 
en effet, si 7 est Vopération telle que Z(a") donne «,, on voit que 
A=TJT-'. 

Les opérations J jouissent de propriétés remarquables, Elles 
forment un groupe, qui est permutable; toute combinaison rationnelle 
des opérations de ce groupe appartient au méme groupe; la derivée 


fonctionnelle d’une opération J appartient aussi au méme groupe, 
car on a 


(32) J'(p) = (Cut — Cn) 2", 
d’ot il serait facile de tirer des conséquences intéressantes. Parmi les 


opérations J, il y en a de remarquables, entre autres la transformation 
de Laplace, mais nous n’insisterons pas ici sur ce sujet. 





*) Cfr. Chap, I, formules (10) et (11), 





e 
ot 


ie 


le 
e 
e, 


eS 
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Chapitre IV. 
Applications. 


I. Sur les dérivées 4 indices quelconques. 


105. Nous avons défini, aux §§ 52 et 53, Yopération D* pour le 
cas ol s est un nombre entier positif ou négatif; nous nous proposons 
maintenant de chercher ce que |’on doit entendre par D* lorsque s est 
un nombre quelconque. A cet effet, remarquons que dans le cas de s 
entier, la dérivée fonctionnelle de Ds est sD*-'; en indiquant par 
accent la dérivation fonctionnelle, on a donc 


(D'y = sD, 


d’ot 

D (Ds) = sD; 
de sorte que l’opération D* vérifie l’équation symbolique 
(1) DX'=sX. 


Il sera done naturel de chercher lopération D*, méme lorsque s n’est 
plus un nombre entier, parmi les solutions de cette équation. 

106. Si X, est une solution de l’équation (1), toute autre solution 
est de la forme X = X,M, ot M est une opération de multiplication 
(§ 51). En effet, posons X = X, H et substituons dans (1), il viendra 

DX,;H+ DX,H' =s,X,H, 
et puisque X, vérifie |’équation (1), on aura DX, H’ =0, d’ot H’ =0, 
et par suite H est une opération de multiplication (§ 60, a)). Réci- 
proquement, quelle que soit la multiplication M, X,M vérifie l’équa- 
tion (1) en méme temps que X,. Pour fixer ce qu’on doit entendre 


par dérivée d’indice s, il faudra done fixer, dans la solution de (1), 
cette multiplication. 


107. Intégrons maintenant |’équation (1) par la méthode des coef- 
ficients indéterminés: en posant 


xX me a, DD” 
0 


et en substituant dans (1), on obtient facilement (§ 77) pour les coef- 
ficients @, les équations 


(2) (n—s) en + (n+1) Gn41 = 0 


dou Von tire 
s 
ty = (2) Doe, 


ov il n’est pas nécéssaire de fixer maintenant la détermination de D-*, 
On obtient done 


26* 
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(3) x ™ (;) D-*a,.D*, 


et en fixant a, et en désignant par X, la détermination ainsi donnée 
par la formule (3), la solution générale de léquation (1) sera 
X(p) = X,(uq), od w est une fonction arbitraire. 

108. Pour déterminer X,, donnons a «, la détermination e*, et 
fixons la détermination de D"«, en prenant aussi D-" a, = e*: on a 
ainsi la solution particulitre de l’équation (1): 


x, = >) (3) Dv, 


et par conséquent la solution générale sera 


(4) X(9) = «>(') D* (ug). 


Il faut voir maintenant comment on doit choisir la fonction arbitraire 
u pour que X(q) puisse étre naturellement regardée comme la dérivée 
d'indice s de gm; a cet effet, convenons avec Liouville que la dérivée 
dindice s de e** soit a*e**; il suffira de prendre w —e-* pour que 
la formule (4) donne effectivement l’opération D*. Nous obtenons ainsi 


(6) Dy) —¢ >! (8) Dea. 


109. Telle est la définition de la dérivée d’ordre s: on peut 
cependant modifier aisément cette formule en substituant au dévelop- 
pement en séries de puissances de D un développement en série de 
puissances de formes différentielles linéaires de premier ordre, comme 
on l’a vu au § 78, et en variant ainsi le champ de validité de la 
formule. En particulier, si l’on pose 


E(g) = Do — ¢, 
D" (e-*@) _— 2 Eg, 
et le développement (5) devient 


(6) D9) = >\(2) Bro. 


Sous cette forme, il est facile de justifier la définition de D* en 
montrant que D*D* — D*+*; en effet, la série (6) est une série de 


on aura 
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puissances de EF a coefficients constants: or, & de telles séries on peut 
appliquer les régles ordinaires de la multiplication, et l’on a par le 
méme calcul qui sert pour la série binomiale ordinaire: 


Sed Qe- Tt) =. 


La série (6) est valable dans un domaine de la fonction e* (§ 78) 
et l'on remarquera qu’é ce développement dans le domaine de e* corre- 
spond, dans la théorie des fonctions, le développement de x dans le 
domaine de z = 1. 


II. Sur les équations différentielles linéaires non homogénes, 


110. Au § 54 nous avons déja défini les formes différentielles 
linéaires d’ordre m 


(7) F > tn; D', 
i=0 


et nous savons que ces formes jouissent de propriétés tout-a-fait 
semblables & celles des fonctions entitres rationnelles. En particulier 
la dérivation fonctionnelle s’exécute sur elles par la méme regle que 
la dérivation ordinaire sur les fonctions entiéres (§ 60, c)); le théoreme 


fonctionel de Taylor donne 
{ 7 , D ” ed f, 
(8) Fv) =9FW)+ DoF () +72 F’ (+++ 2 2 Fy), 


ot F™(p) nest autre chose que m!2,~; on a pour ces formes une 
regle d’interpolation analogue a celle des fonctions entiéres (§ $7), 
enfin on sait décomposer |’opération F’ en facteurs du premier ordre 
au moyen des racines de l’opération F’, c’est-a-dire des intégrales de 
’équation différentielle d’ordre m, =O. Remarquons que la dé- 
composition en facteurs de F’ est representée par la formule 


(9) F = M,,DM,, *M,,—1D Mas Mn-2 eee M,D Mz", 


ot M,, M,,... Mn sont des opérations de multiplication, 
111. Résoudre l’équation différentielle linéaire non homogéne, par 
rapport & la fonction inconnue y: 


(10) F(¥)=9, 


revient & exécuter sur g lopération F-!. On pourra donc dire que 
l’équation (10) est résolue pour toute fonction g d’un certain domaine 
fonctionnel, si l’on arrive 4 construire, au moyen d’opérations connues, 
une expression de F’—! qui soit valable dans ce domaine. Bien 
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entendu, d’une détermiuation de F—' on déduit toutes les autres en y 
ajoutant une racine quelconque de F. 

Or on a deux formules qui donnent une expression de F-'; l'une, 
qu’on tire immédiatement de (9) 


(11) F-'=M,D"'M;' M.D" M;'--.-M,D-'M;'; 


Yautre, qu’on obtient par la méthode de la variation des constantes 
arbitraires de Lagrange: 


(12) F-'() -> Jos 


o0 @,, @,.+. @m» est un systeme fondamental d’intégrales de F = 0 
et M,, Ho, +--+ lm est le systeme des multiplicateurs correspondants. 
Mais ces formules présentent l’une et lautre un inconvénient: c'est 
d’exiger la connaissance des racines de F. Nous allons montrer qu'il 
est possible de donner pour F’-! une autre expression, sous forme 
dune série de puissances de D-* et dont les coefficients s’expriment 
rationnellement au moyen des coefficients z; de la forme F: en enten- 
dant par la que chaque coefficient de la série peut se déduire des 
coefficients 2; au moyen d’opérations rationnelles et de dérivation, 
exclusivement. 

112. Pour obtenir cette expression de F-*', nous allons faire 
usage de la méthode des coefficients indéterminés (§ 95), Posons 


(13) F-*(9) -»> 4, D-" 


si ce développement est valable dans un certain champ fonctionnel, on 
pourra lui appliquer Popération F’ terme & terme; on aura ainsi 


FF-! = 5’ F(a, D-*9) 


n=0 


et en appliquant la formule (8), 
7 ’ = vy Li 1 7 
FF-} -> \E (An) D n o+t (An) D-"+o = — ae = F (A) D-"+mqp} 
n=0 
enfin, en ordonnant suivant les puissances décroissantes de D: 


FF-! -> \F (An) + PF’ (ana) + i 2 P"' (Anya) + 


a=—m 


—- wai abet (Antm)} D-". 
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Mais ce résultat doit étre équivalent & ; il faudra donc, d’aprés le 
§ 94, que les coefficients des mémes puissances de D soient les mémes 
dans les deux membres, et l’on a ainsi, en notant que F'’)(A,) est 
nul si lindice s est négatif: 


1 1 1 
mie (Ao) = 9, SPO MA) + i F(A) = 0, - - 


m—l1! 
F' (ay) + og F(A) + FA FO (na) = 0, 
ne 


d’ot lon tire 
A, = 0, A, = 0,... Ana == 0; 
puis 


1 1 1 pn 
ms Fw (An) =1 . a Fi (A,,) a = F ”) (Amat) ne 0, ee 


m—1! 


et en général 


On voit done que les m premiers coefficients du développement 
(13) sont nuls, que le m*™° est =; et que les autres s’obtiennent 
0 


successivement par la formule (14), qu’on peut encore écrire 





(14) ate =— = |E(n) AF (an pa) 8 Oa ll, 


m—1! 


au moyen d’opérations rationnelles et de dérivation. Remarquons 
Panalogie entre la formule (14) et l’échelle de relation des coefficients 
dune série récurrente. 


113. Occupons nous & présent de la validité du développement 
(13) F-1(9)=— ~ D-™ Hb Ang D-H) Le Amy D-r?) He - 


que nous venons d’obtenir. Nous voulons démontrer que si |’on 
, 1 , ‘ 
suppose que les fonctions 2), 2,....%m et — appartiennent & un 
0 


méme cercle (r), le développement précédent satisfait aux conditions 
de validité des séries (19) du § 91, c’est-d-dire qu’il est valable dans 
espace fonctionnel pour des valeurs de x dont le module est assez petit. 


A cet effet, remarquons que dn = =) Anti, +.+ et toutes les 


fonctions 4,,4, déterminées par (14°) appartiendront au méme cercle (7); 
il en sera de méme des fonctions Am-tn que lon obtient de Ani» en y 
remplagant chaque coefficient par son module. Indiquons maintenant 
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4 1 ; 
par ® ce que devient — F lorsqu’on remplace dans chacune des séries 
0 


ms Te Bn : as , ” 
= a** Se chaque coefficient par son module, et par %',”,... 


les dérivées fonctionnelles de ®; puis posons |x| <u< yr, et nous 
aurons immédiatement, par la formule (14’): 


) (w) <o (An (u)) +9’ (Anya (u)) +--++ = i om) (An+-m—1(t)). 


Or, soit g,, la valeur absolue maxima de } Amt; «++ Anta—1 dans (r); 


on aura par un théoreme connu 


Angs(U) << gn ——,  (s=0,1,2,...m—1) 
et par suite 


Ann (t) <u (02 + G+: --+5-0%"G=) 
+aGS))- 


Mais on tire immédiatement de la formule (8): 





F(9) + Fp) +7 5F'’ @) +: + FO) = e-* F(pe’); 


par conséquent on a 


7 u 
Antn(U) < gue" ® (7%) 
Ici, le second membre a une valeur déterminée: en indiquant par h le 


re“ 
plus grand des deux nombres 1 et eu (7) , hous aurons donc 


Rate (w) < Gnh 
et puisqu’il est clair que pour |x| <u, Anin(%) est, en module, au 
plus égal & Am+.(w), nous aurons 


|Am+n(%)| << gnh, (s = 0, 1,2,...m). 
Par le méme raisonnement, nous trouverons 
| Am-pn+1(%)| < gunk’, | Am-pn2(%)| < guh ,.. 5, 

conditions qui sont comprises dans celles du § 91: d’ou l'on conclut 
la validité du développement (13) pour tout l’ensemble fonctionnel, 
avec toutes les conséquences qu’on en tire par les §§ 91 et 92. 

114. La formule (13’) nous donne une série qu’on peut, autant 
qu'elle est valable, ordonner suivant la puissances de x; or le terme 
de degré minimum en 2 est du degré m: cela revient a dire que la 


formule trouvée nous donne cette détermination de l’intégrale de (10) 
qu’on appelle intégrale principale. 
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Si dans la formule de Lagrange (12) on fait ~ — 0, on sait que 
l’on a aussi l’intégrale principale: cette formule coincide alors avec 


F-'(g) = >) oD- (ug), 


é=1 


out D- est déterminé comme on I’a établi au § 53; et en appliquant 
la formule (17) du chap. III, il vient 


(15) F-(9) =D) (-1yt DiaDm my, . Deg 
n=0 i=1 


Mais ce développement ne peut différer de (13), et d’aprés le § 95 il 
faudra donc que les coefficients des mémes puissances de D soient 
égaux: on aura ainsi 


>) a: Deu; =0Q, (s=0,1,2,...—2) 


i=1 


- .D»-1y, — (-1)"" iy 
> To 


i=1 


(16) 


qui sont les formules connues qui déterminent les multiplicateurs, et 
en général 


(17) A, =(—1)" > oD pi, (n==m, m+ 1, m+ 2,...)*). 


t= 


Bologne, février 1897. 
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Einige Satze tiber die asymptotische Darstellung von 
Integralen linearer Differentialgleichungen. 


Von 


Apotr Kyser in Dorpat. 


Die reelle Function f(z) sei fiir alle oberhalb einer gewissen 
Grenze liegenden Werthe von x endlich und stetig; dasselbe gelte von 
ihrer ersten Ableitung, und es sei 


lim f(a”) = a? 
eine bestimmte positive Grésse, wobei das Zeichen lim ohne nihere 
Charakterisirung, wie fortan immer, den Grenziibergang fiir « = - oo 
bedeute. Alsdann besteht, wie Poincaré*) gezeigt hat, fiir jedes 
Integral der Differentialgleichung 


(1) y" = yf (@) 
eine der Gleichungen 


, 


lim % =+ a. 
. = 


Dass es Integrale, fiir welche dieser Grenzwerth negativ ist, wirklich 
giebt, habe ich bewiesen**); in derselben Abhandlung habe ich fiir 
den Fall, dass die Function f(x) — a? nicht oberhalb jeder positiven 
Grenze ihr Zeichen wechselt und das Integral 


+a 
(2) J (f(a) — a) dex 


endlich ist, gezeigt, dass die Integrale der Gleichung (1) in einer der 
Formen \ 
Betz (1+) 

*) Poincaré, Sur les équations linéaires aux différences ordinaires et aux 
différences finies, American Journal of Math. Bd. VII, 8.204; Picard, Traité 
d’analyse Bd. III, S. 368, 

**) Kneser, Untersuchung und asymptotische Darstellung der Integrale 
gewisser Differentialgleichungen bei grossen reellen Werthen des Arguments, 
(Erster Aufsatz) Crelle’s Journal Bd, CXVI, 8. 192. 
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darstellbar sind, wobei B eine Constante bedeutet und die Gleichungen 
lim ¢ = lim & — 0 
gelten. Ein ‘ahnliches Resultat leite ich im folgenden ab, ohne das 
Integral (2) als endlich vorauszusetzen. 
Wird ferner die speciellere Voraussetzung eingefiihrt, es sei 


f@=@+F4+54--: 


eine reelle fiir hinreichend grosse Werthe von |x| convergente Potenz- 
reihe des Arguments 1:2, so habe ich unter der Annahme 

(3) a, = 0 

gezeigt, dass die Grésse ¢ durch eine nach fallenden Potenzen von x 
geordnete, im Allgemeinen divergente Reihe asymptotisch dargestellt 
werden kann im Sinne der von Stieltjes*) und Poincar é™) gegebenen 
Definition. Auch diesem Resultat stelle ich auf den folgenden Blittern 
ein allgemeineres zur Seite, indem ich die Annahme (3) fallen lasse. 


§ 1. 
Die Integrale der Gleichung (1) nach ihren Grdssenverhiltnissen bei 
grossen positiven Werthen des Arguments. 


Es sei a ein beliebiger Werth der Quadratwurzel der positiven 
Grésse a?; man setze 


(4) f(a) = a? + (2) = a? + ~ (a, + 9, (a), 


und nehme an, 4, sei eine reelle nicht verschwindende Constante; die 

reelle Function , (x) bleibe, sobald x eine gewisse Grenze iiberschritten 

hat, nebst ihrer ersten Ableitung stetig, und sei so beschaffen, dass 
lim 9, (x) = 0 

und das Integral 


f%® aa 
x 


® 


dem absoluten Betrage nach unterhalb einer festen Grésse verbleibt, 
wenn « unbegrenzt wichst. Ist dann y ein Integral der Gleichung (1), 
fiir welches 


(5) lim v =a, 
und setzt man 


*) Stieltjes, Recherches sur quelques séries sémiconvergentes, Annales 
de l’école normale supérieure Ser, 3, Bd. III (1886), 8. 201. 

**) Poincaré, Sur les intégrales irréguliéres des équations linéaires, Acta 
math. Bd. VIII, S. 295. 
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y= es, Gm ats, 


so hat man die Gleichungen 


o=*, limo=0, 
$s 


(6) s" + 2as' = s(z). 


Die Function y kann der Gleichung (5) zufolge nicht oberhalb jeder 
Grenze verschwinden; man darf daher annehmen, dass y und s positive 
Werthe haben, sobald 2 eine gewisse Grenze tiberschritten hat, oder, 
wie wir sagen wollen, fiir grosse Werthe von 2. 

Aus der Gleichung (6) folgt nun leicht 


(7) [seaz]” = J sea @(x) dx; 
% 


daraus ergiebt sich, da (a) bei unsern Voraussetzungen nicht mehr 
oberhalb jeder Grenze verschwindet, dass dasselbe von dem Product 
s'@2 gilt, welches den Sinn seiner Aenderung der Gleichung (7) 
zufolge fiir grosse Werthe von x beibehilt. Somit sind auch die 
Gréssen s’ und o fiir grosse Werthe von x von Null verschieden und 
haben ein constantes Zeichen. Dies festgestellt, leiten wir aus der 


Identitiit 
vy _v_wy 
G-5-@ 
die folgenden Gleichungen ab: 


6 = 0 + 9(2) —(a-+0) 
= 9(z) — o(2a+ 06), 


x 


6—6,=] (x) dx —f o(2a+)dz; 
=f sae—f 


% 


dabei sei 6, der Werth von o fiir x=—2,. Ist letzterer Werth hin- 
reichend gross und 2 > 2, so kann auf das letzte Integral der erste 
Mittelwerthsatz angewandt werden; ist 6, ein Werth von o in dem 
Intervall von 2 bis 2, so kann man setzen 


6 — 6, ={9(2) dz — (2a+ 6,)Jodz, 
oder, was genau dasselbe bedeutet 


(8) Cat on)igi=alge+ { % de +o—«. 











386 A, Kyeser. 


Das Integral auf der rechten Seite bleibt nach Voraussetzung zwischen 
endlichen Grenzen, wenn man 2 iiber alle Grenzen wachsen lisst; die 
ganze rechte Seite hat daher fiir grosse Werthe von x das Zeichen 
des ersten Gliedes oder der Grésse a,. Da nun |6,,| beliebig klein 
ist, wenn 2, hinreichend gross genommen wird, so zeigt die Glei- 
chung (8), dass die Function s fiir grosse Werthe des Arguments z 
mit diesem zugleich wichst oder abnimmt und dass die Grossen s’ 
und 6 positiv oder negativ sind, jenachdem die Groésse 


positiv oder negativ ist. Behufs genauerer Discussion der Gleichung 
(8) unterscheiden wir die vier méglichen Combinationen von Zeichen 
der Gréssen a und a,. 


1) Wenn die Ungleichungen 
a>0, a4>9, @>O0 
bestehen, und ¢ eine beliebig kleine Constante ist, kann man annehmen 
0< Gn <e, 


2a+¢>2a+ Gn > 2a, 
und die Gleichung (8) ergiebt 


also 


8 a : 
(9) go> sare rth, 
wi <elWeth, 


dabei mégen durch FR, wie fortan immer, Gréssen bezeichnet werden, 
deren absolute Betriige unterhalb einer festen Grenze bleiben, wenn 
man x unbegrenzt wachsen lisst. 

Da nun ¢ beliebig klein sein kann, so kann man setzen 

bad 
ate %— 

wenn fortan unter y eine beliebig klein gegebene positive Grosse ver- 
standen wird, und die Ungleichungen (9) ergeben, dass bei passender 
Wahl der positiven Constanten [ die Ungleichungen 
(10) sx-e<l,, sa-etr>f, 
fiir grosse Werthe von x bestehen. 

2) Wenn ferner 





a>0, a<90, 0<9, 
so kann man annehmen 


—c< 6, <0, 
2a—c< 2at Gn < 2a; 


also 











Asymptotische Darstellungen bei linearen Differentialgleichungen. 387 


schreibt man daher die Gleichung (8) in der Form 


(2a + on) lg 2 = —alga+-:--:, 
so ergiebt sich 
(11) lg >—elga+R,, 
(12) Ig 2 <5“ Wert R,; 
da nun offenbar 
—a —a 
2a—¢ 2a > 


so kann die Ungleichung (12) geschrieben werden 


Ig *<(—e+r)lgr+ R,; 


hieraus aber und aus der Relation (11) folgen auch hier die Unglei- 


chungen (10), wenn die Gréssen [ passend gewihlt werden. 
3) Hat man 


a<0, a4 >0, e<9, 
so ist 6, negativ, und demnach 
—2a+c>— 2a—6,> — 2a. 
Die Gleichung (8) schreiben wir in der Form 


(— 2a—6,) lg? =a, Iga-+--+; 


dann ergeben die letzten Ungleichungen 


Ig * > =e Igz+ R,, 


Ig *<—elge+R,, 
und da man setzen kann 
a 
—22a ++ c a Q es v; 
so nimmt die vorletzte Ungleichung folgende Gestalt an: 
Ig 2? >(—e—y)lga+R,. 
Geht man von den Logarithmen zu den Zahlen iiber, so hat man also 
bei passender Wahl der positiven Constanten [ die Ungleichungen 
(13) sxe >, sa-e-? < Ff. 
4) Dasselbe Resultat ergiebt sich auch unter der Annahme 
a<0, a, <9, e>0d0. 
Dann ist nimlich 


—2a>—2a—6,>—2a—c 
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und die Gleichung (8) in der Form 


(— 2a—6,) lg = —a,lgx+-- 
ergiebt sofort 





(14) lg >elgc+R,, 
Ig <sepeeet BR, 
oder auch 
(15) ig <(e+y)lge+R,, 
da offenbar 
— a4 —@ 
=ta—6 > = a3 


die Ungleichungen (14) und (15) beweisen aber die ausgesprochene 
Behauptung. 


Die unter (10) und (13) erhaltenen Resultate kénnen in folgendem 
Satze zusammengefasst werden. 


Die reelle Function ,(x) sei nebst ihrer ersten Ableitung stetig, 
sobald x eine gewisse Grenge iiberschritten hat; ferner sei 
lim (2) =0, 
r=+o 


und der absolute Betrag des Integrals 


fw dz 
x 


x 


bleibe unterhalb einer festen Grenze, wenn man x unendlich gross werden 
lésst. Die Constanten a und a, seien reell und von Null verschieden 
und man setze ‘ 


a 
@= 5.) 
ist dann y ein Integral der Gleichung 
da 1 
a 9 (@+5(4+%())), 
fiir welches die Gleichung 
lim 2 =a 
2=-+o y 
besteht, so gelten fiir a > 0 die Ungleichungen 
lyje**a-P <E,, lyles* a-ety > f,, 
fiir a <0 die Ungleichungen 
lyle~s*a-@ > T,, lyles*a-e-7 < ff, 
sobald x eine gewisse Grenze tiberschritten hat. Dabei seien y und T 
positive Constante, von denen die erste beliebig klein gegeben, die andern 
in passender Weise bestimmt sein migen. 





\“ 


mn 
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Kine andere Form dieses Satzes erhilt man, wenn man gleichzeitig 
zwei Integrale y, und y, betrachtet, fiir welche die Gleichungen 
i Ww = a i Ye =-— 
lim = lim - a 
bestehen. Setzt man dann 
lyle“**a-@ = s,, |y,|e* k= s,, 
so folgt aus dem obigen Satze, wenn a positiv ist, 
&<F,, a7 >f,, 
&>;, s2-7< Ty; 
wenn @ negativ ist, hat man in diesen Ungleichungen links die Indices 
1 und 2 zu vertauschen. 
§ 2. 
Asymptotische Darstellung durch semiconvergente Reihen. 
Unter die betrachteten Differentialgleichungen fillt speciell die 
folgende 
(16) y =y(@+ S454...) —y (e+ 9) 


wenn der Factor von y eine reelle, fiir grosse Werthe von x convergente 
Potenzreihe des Arguments 1: 2 ist; denn sie geht aus der Gleichung 
(1) bei der Annahme (4) hervor wenn man setzt 


Vi (@) =24+S4---, 
wobei die in $1 an die Function g,(x) gestellten Anforderungen 
offenbar erfiillt sind. 
Macht man nun in der Gleichung (16) die Substitution 
YyY = Url e%*, 
indem man @ wie bisher durch die Gleichung 
2a9— a, =0 

definirt, so ergiebt sich 

” , —1 

u +2(a+%)u + 4 (ee= — 9(z)) =0, 

oder, indem man neue Constanten 6 einfiihrt, 


” , b. 
(17) uw’ +(at+2)wtu(e+ e+...) mo. 
Die linke Seite dieser Gleichung werde, auch wenn w eine beliebige 
Function von z ist, durch O(w) bezeichnet; setzt man unter a, @,,... 
von x unabhiangige Gréssen verstehend 
Raa + t+ 4te-., 


Mathematische Annalen, IL. 26 
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und bildet rein formal den Ausdruck 0(%), so erhailt man 
A A 
oa) = 4s + 4 4..., 


und eine leichte Rechnung ergiebt 


Ayn = by Ono + Dy On_3 +> Dna, — 2[(m— 1) a e@a_s + (n—2) 0 &y_2] 
+ (n— 1) (n— 2) a2. 

Hieraus ist ersichtlich, dass die Gréssen A,, A,,...An41 ungeiindert 

bleiben, wenn man alle Gréssen @, deren Index grésser als m ist, 

gleich Null setzt. Bezeichnet man daher durch §§ fortan immer eine 

Potenzreihe des beigefiigten Arguments, welche fiir von Null ver- 

schiedene Werthe desselben convergirt, so kann man setzen 


09 Olt t+ RS +t + Bit zat), 


Jetzt bestimme man die Gréssen @ so, dass fiir jeden Werth von 
n die Gleichung 


(19) A, =0 


besteht; aus der Form ibrer linken Seite ist ersichtlich, dass alle Gréssen 
« eindeutig bestimmt sind, sobald man a, willkiirlich festgelegt hat. 
Dann braucht die Reihe 9t keineswegs zu convergiren; es gilt aber 
die rein formale Gleichung 


O(R) = 0 
und in demselben Sinne besteht die Gleichung (16), wenn man fiir y 
den Ausdruck 
(20) et GOK 
einsetzt, Dass eine derartige formale Integration mdglich ist, auch 
bei allgemeineren Differentialgleichungen, ist bekannt. Wir richten 
unsre Aufmerksamkeit auf die Frage, ob der Ausdruck (20), obwohl im 
Allgemeinen divergent, nicht zur asymptotischen Darstellung der Grisse 
y dienen kann, d. h. ob nicht, wenn man setzt 


Wea pepe--+S4u, 


bei passender Wahl von «a, die Gleichung 


lim (wa") = 0 
besteht. 
Um diese Frage beurtheilen zu kénnen, schreiben wir die Glei- 
chung (17) in folgender Form 


Q(u) = O(w) +0 (a +% +--+ "t)—0, 
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woraus nach (18) bei der Annahme (19) folgt 
1 1 
(21) 0(w) = <a BG): 
Bildet man nun die Grésse 


wx" =, 
so ergiebt sich leicht 


om) = 0(S)—S[" +204 S)e 


2 pat + 
po(— fee 4 ce 245 b+), 
also nach (21) 


(22) v” + Pv’ + Qvo=4 8), 


wenn man setzt 


P=2(a+°%—"), Q—_ — 20% 4 POTD 4 ey... 


a 
Substituirt man weiter 


— 3 f rae 
v=e z= eC 2% yr-Cz, 
so erhalt man 


= 5 f Pax ter 4 0(Q —ip—1p?)| ss A ¢), 


oder 
(23) a+ e(—at—F28 + By (5) = err ae" (5) 


Diese Gleichung kann bekanntlich durch Quadraturen aufgeldst 
werden, wenn man die Integrale der homogenen Gleichung 


(24) Y” = ¥(@ 421 ()) 


kennt; sind Y, und Y, zwei linear unabhingige fiir grosse Werthe 
von « positive Integrale, fiir welche man die Gleichung 


y, Y, — ¥,¥,—=+-1 


voraussetzen darf, so wird das allgemeine Integral der Gleichung (23) 
fiir grosse Werthe von « durch folgenden Ausdruck dargestellt 


+e — vf earge—n—2 y(t *) da + vf r= 0-23 (£) dx 
+ C, y, + C,Y,,. 


Dabei sind 2), 2,, C,, C, Constante, von denen die beiden ersten 
innerhalb des Convergenzbereichs der Reihe $ (2) liegen mégen. 


26* 
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Man kann nun nach den in der Einleitung erwihnten Sitzen die 
Integrale Y, und Y, so wihlen, dass 
on a, lim a; 
‘ Y; 
setzt man dabei 
Y,e-**2-e = §,, Y,e** 2¢ = S,, 
so ist offenbar 


_— So 
(25) lim 3, lim 3 0, 
Da ferner die Gleichung (24) zu den in § 1 behandelten gehért, indem 
der Ausdruck 


1 1 
9, (2) = — = Bo (5) 
den dort an die Function , (x) gestellten Anforderungen geniigt und 


die Buchstaben a und @ ihre Bedeutung behalten, so besteht eins der 
folgenden beiden Systeme von Ungleichungen fiir grosse Werthe von x 


(26) {" > 0, S, < ri, S, av > r., 
8,>10;, S,a-7<T,, 
(27) yin S,>,, Sa-r"<f,, 
8,<1;, S,a7 >1,; 


dabei haben y und [ dieselbe Bedeutung wie in § 1 und es besteht 
in beiden Fiillen eine Relation 


(28) S,S,a-1 < 1,2. 
Von diesen Resultaten ausgehend betrachten wir den Ausdruck 

v = Ze-Atyn—e 
der sich nach EKinfiihrung der Gréssen S folgendermassen gestaltet: 


benno f Ba 8Qaetete "Of; 5. (2) ae 


+ a(C, S, + Ce— 247 a"—2e8,). 


Wir bemerken zuniichst, dass das erste Integral auf der rechten Seite 
fiir 2 = -+ co gegen einen endlichen Grenzwerth convergirt. Das ist 
offenbar, wenn die Ungleichungen (27) gelten, die Grésse S, also, 
wenn man x unbegrenzt wachsen lisst, unterhalb einer festen Grenze 
verbleibt. Hat man dagegen mit den Ungleichungen (26) zu rechnen, 
so sei y ein echter Bruch, und das in Rede stehende Integral werde 
in der Form 


29) p28) som 
%o 








r 


it 
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geschrieben; da nun das Integral 


fr@ae 


endlich und bestimmt ist, die Grosse S,a2—-’ aber fiir x = + oo nicht 
iiber alle Grenzen wichst, so convergirt auch jetzt das Integral (29), 
wenn man x unbegrenzt wachsen lasst, gegen einen bestimmten, end- 
lichen Grenzwerth. Man kann daher fiir die Constanten C folgende 
specielle Wahl treffen 


a= [3 a B(s dx, C, = 0, 


und erhalt dann als particulares Integral der — (22) 
+s 


+u=a" sf ata Bz) dat eterarte 8, "28 y(t ) dz. 


x ia | 





Dieser Ausdruck verschwindet, wie wir zeigen wollen, fiir 2—=-+- oo. 
Zuniichst gilt das von dem ersten Gliede; denn gelten erstens die Un- 
gleichungen (26) und ist y ein positiver echter Bruch, so ist das Integral 


+o 
Jaa 8 @) = Ss BG) 


endlich, und man kann setzen 


As 
[22 @ e-em foes 9 


x 


wobei der Index m bedeute, dass von “ mit ihm versehenen Grésse 
einer der Werthe zu nehmen ist, die sie im Intervall von x bis + co 
annehmen kann. Man hat daher die Gleichung 


M=2x'S 3, f 3 9(8 z) dt = 8,(S,2- nS = Bi(z)> 


und diese Grésse wird nach (26) offenbar unendlich klein, wenn x 
tiber alle Grenzen wiichst, Gelten zweitens die Ungleichungen (27), 
so kann man setzen 


+a 
1 
M = 247(8,2-4) (Syn f aa BCG) a 


= S, xT (S3)m = $, (=): 
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und da in diesem Falle die Gréssen S, und S,x2-” bei wachsenden 
Werthen von x unterhalb endlicher Grenzen bleiben, so hat man hier 
wie im vorigen Falle 


(30) lin M = 0. 
Hieraus folgt leicht 

(31) lim M’ = 0; 
denn es ist 


M’— (G+ 3) m— 22 9(2) 


und es verschwinden die mit M multiplicirten Glieder nach (25), das 
letzte nach (28) fiir 2 == + oo. 


Um eine ahnliche Discussion fiir das zweite Glied des Ausdruckes v 
durchzufiihren, setzen wir 


(x) = feesjatems BZ) dz, 





2a2z ~20—n 
~~ =~, 
2 


sodass man weiter hat 
, 2e—n S,' 
y (2) = ¥(2) (2a +" — 3 ; 
Dieser Ausdruck hat, wie Y(x), fiir grosse Werthe von «x ein con- 
stantes Zeichen, da die Klammer auf der rechten Seite nach (25) das 
Zeichen der Grésse 2a hat, sobald x eine gewisse Grenze iiberschritten 
hat. Daher wechselt die Function (2) nicht mehr oberhalb jeder 


Grenze den Sinn ihrer Aenderung. Nimmt man an, es sei a < 0, so 
setze man 
ere grety—n 

¥ (x) — Spat a 
dann bleibt nach (27) der Nenner oberhalb einer um Null verschiedenen 
Grenze, sodass die Gleichung 
(32) lim ¥ (a) = 0 
resultirt. Wenn dagegen a > 0 ist, so setze man 





(2) = erate aren ; 


Sat ° 
dann bleibt der Nenner unterhalb einer endlichen Grenze und es folgt 
(33) lim ¥ (a) = + oo. 


In beiden Fallen kann man einen in der Hauptsache von Stolz*) 
herriihrenden Satz anwenden, nach welchem, wenn eine der Gleichungen 





*) Stolz, Ueber Grenzwerthe von Quotienten, Math, Ann, Bd. XV, S. 556. 





AS 


gt 


*) 


ohh 
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(32) und (33) besteht, wenn ferner Y’(x) nicht oberhalb jeder Grenze 
das Zeichen wechselt und der Grenzwerth 


bestimmt ist, die Gleichung 


O(@) yO) 


lim —“— V@) = iM Wes) (a) 


gilt und der links stehende Grenzwerth ebenfalls bestimmt ist. Nun 
hat man 


va__ 3908 
Ve) 29- n4+2(2a—)’ 











also nach (25) und (28) 


- O'(z) : 

lim W(x) == (); 
der citirte Satz ergiebt also 
‘ ® 
(34) lim 5 on 0. 
Setzt man ferner 

0 (@) 
N= Vo 
so dass 
(35) v=M+N, 
so ist 
N’ = N(—2a4"— 8 + %3 p(2), 

woraus nach (34) und (28) folgt 

lim N’ = 0. 


Diese Gleichung in Verbindung mit den unter (30), (31), (34) und 
(35) notirten ergiebt endlich 


(36) lim v = lim o = 0. 


Kinem particuléren Integral v der Gleichung (22) entspricht nun 
ein solches der Gleichung (17), welches mit jenem durch die Relation 


a ay v 
en ee ee 
verbunden ist; die Gleichungen (36) ergeben offenbar 
lmw=«,, limw = lim J =, 


und fiir das entsprechende Integral der Gleichung (16), 
y = wer* x0 
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ergiebt sich : 
— - (0 w 
lim 4 =a + lim(% + *) =a, 
lim (ye—** 7—@) = ay. 


Wenn daher a ein beliebiger Werth der Quadratwurzel aus der positiven 
Grosse a? ist, giebt es immer Integrale der Gleichung (16), fiir welche 


der Grenzwerth 
lim (yes :* ) 
2S +H 
endlich und bestimmt ist, und der Quotient y':y fiir x =-+ co dem 
Grenzwerthe a zustrebt. 


Aber die obigen Resultate erlauben das Verhalten der Integrale y 
noch genauer zu charakterisiren. Die Formel 


(37) y werent — eeat (a +o +--+ 5+ 5) 


liefert zuniachst ein particulaires Integral der Gleichung (16), welches 
von » abhingt. Indessen ist, wenn a negativ ist, diese Abhiingigkeit 
nur scheinbar, da zwei durch jene Formel gegebene Integrale y, und 
y, ebenso wie ihre ersten Ableitungen fiir « —- oo verschwinden, 


die Grésse y,y, — yy, also, welche constant ist, den Werth Null 
haben muss, und offenbar die Gleichung 


(38) lim = 1 

besteht. Im Falle a < 0 giebt es also, wenn man fiir a, einen will- 
ktirlichen Werth festsetzt, ein bestimmtes fiir ¢—=-+ co verschwindendes 
Integral y der Gleichung (16), welches der Gleichung 


a 

lim [(veste e— a, — = see zy | = () 
fiir jeden Werth von  geniigt, sodass die Grésse ye-**xz-¢ durch 
die Reihe  asymptotisch dargestellt wird. Da ferner alle fiir z—--0o 
verschwindenden Integrale, wie ich a. a. O. gezeigt habe, sich nur um 
constante Factoren unterscheiden, so ist klar, dass jedes derartige 
Integral multiplicirt mit e~¢*xz-¢, durch eine Reihe St asymptotisch 
dargestellt wird. 

Wenn dagegen a positiv ist, so lehrt die Gleichung (37) zuniichst 
nur, dass zwei bei verschiedenen Werthen von » erhaltene Integrale 
y, und y, der Gleichung (38) geniigen. Beide werden fiir = + oc 
unendlich gross; ist daher ¥ ein Integral, fiir welches 


lim ¥e** a? = lim % 
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endlich ist — und es giebt, wie gezeigt, solche Integrale —, so kann 
das allgemeine Integral der Gleichung (16) in der Form 


Coy, + Cy, 
geschrieben werden, wobei C und C, Constante sind. Man erhilt 
daher das allgemeinste Integral y,, fiir welches die Gleichung (38) 
besteht, indem man setzt 
CQ, = 1. 
Hat man nun y, etwa aus der Gleichung (37) erhalten, indem man 
n=, setzt, wobei v =v, werde, so folgt 


y, + Cy = et*2e fo+% oe i af =. - -f- Ce-seo real 


und 

lim [= fessaeuy, + Cy) — a — at ial a] =, 

Die Reihe § stellt also, wenn a > 0, alle Integrale asymptotisch 
dar, welche zu einem bestimmten durch die Gleichung (37) definirten 
in Verhiltnissen stehen, die fiir « — -+ oo der Einheit zustreben. Da 
man ferner das allgemeinste fiir 2 = + oo unendlich werdende Integral 
erhalt, indem man den Ausdruck y, + Cy mit einer von Null ver- 
schiedenen Constanten multiplicirt, so sieht man, dass jedes derartige 
Integral multiplicirt mit e—¢*a-¢ durch eine Reihe Xt asymptotisch 
dargestellt wird. 

Eine interessante Folge der zweiten Gleichung (36) erhilt man, 
wenn man die Gleichung (37) differenzirt: 


oa , ’ , nv 
(yore = toe — ~*~ sa sat 


also 
lim [(w w +S Lp Rey. op eee es ——) a] 
. ne, ‘ 
os < #0 4. ry we. 
Die Grésse wu’ wird also asymptotisch dargestellt durch die Reihe 


KR’ i a 2 Qe 3 Qs 


— 4 ..., 
welche durch formale, gliedweise durchgefiihrte Differentiation der 
Reihe St entsteht. Da nun Reihen der hier betrachteten Beschaffen- 
heit, welche zur asymptotischen Darstellung bestimmter Functionen 
geeignet sind, nach Poincaré rein formal addirt und multiplicirt werden 
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kénnen, sowohl mit einander wie mit convergenten Potenzreihen des 
Arguments 1:2, so wird der Ausdruck 


u" = —2(a+2)v—u op 4.) 


asymptotisch dargestellt durch den rein formal gebildeten Ausdruck 
, b b 
—2(0+3) 8 —Gtst--)&. 


Andrerseits ist die Reihe 9 geradezu definirt durch die formale 
Gleichung 


(39) O(R)=0, R=—2(042) wv —H&444--.) aK; 


die Grésse u” wird also durch die formal gebildete Reihe {t” asymptotisch 
dargestellt. Dass ein analoges Resultat fiir die héheren Differential- 
quotienten von u gilt, folgt leicht durch den Schluss von » auf »+ 1 
aus den Gleichungen, welche man durch Differentiation der linearen 
O(u) = 0 

und der formalen Gleichung (39) erhilt. Durch dieses Resultat und 
den analogen Satz*), dass die zur Darstellung der Bessel’schen 
Functionen dienenden semiconvergenten Reihen gliedweise differenzirt 
werden diirfen, rechtfertigen sich beiliiufig bemerkt die Operationen, 
welche Kirchhoff in seiner Theorie der schwingenden Kreisscheibe 
mit semiconvergenten Reihen durchfiihrt**). 

Die wesentlichen Resultate dieser Entwicklungen fassen wir in 
folgendem Theorem zusammen. 

In der Differentialgleichung 


(A) Te V(m+t+3+---) 


set der Factor von y eine reelle Potenzreihe von nicht verschwindendem 
Convergenzbereich, ferner sei 


Ay > 0, ao = a’, = st ° 
Der Ausdruck 
(B) erat (a, + 44+ +---) 
in welchem a, «,,... Constante sind und a, willkiirlich festgelegt sei, 


geniige, fiir y gesetet, formal der Gleichung (A); dann wird durch ihn 
ein Integral y asymptotisch dargestellt in dem Sinne, dass fiir jeden 
Werth von n die Gleichung 


lim [a (ye-za-e — @& — t—.-. — “*)] = (0) 
z=+o 


*) Crelle’s Journal Bd. CXVII, 8, 98. 
**) Kirchhoff, Ges, Abhandlungen §. 274. 
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besteht. Das Integral y ist eindeutig bestimmt, wenn a < 0; ist dagegen 
a positiv, so bestehen alle diese Gleichungen fiir cine Gruppe von Inte- 
gralen y, deren Verhiltnisse zu einander fiir x = -+- 20 dem Grenzewerth 
Eins zustreben. 

Jedes Integral der Gleichung (A) kann durch einen Ausdruck (B) 
asymptotisch dargestellt werden, indem man a, und a passend bestimmt, 
und es ist dann die Grosse 
lim ye-** ge 
? 2=-+o 
endlich, bestimmt und = ay. 

Auf die Gleichung (A) reducirt sich iibrigens die a!llgemeinere 


" , B, C. 
. (40) ww (B+tt+--)+w(Q+S4---)=0, 
| wenn die Coefficienten B und C reell sind und die Ungleichung 
C, = ; B,? < 0 
besteht, vermittelst der Substitution 


, ~Z fee (ates) 


' w= ye ? 


, sodass dann auch jedes Integral der Gleichung (40) asymptotisch dar- 
} gestellt werden kann. 


Dorpat, Oktober 1896. 














Ueber die Convergenz der Thetareihe. 
Von 
A. Krazer in Strassburg i. E. 


In § 1 wird die Frage nach der Convergenz der einfach un- 
endlichen Thetareihe beantwortet. Die drei folgenden Artikel enthalten 
sodann eine Untersuchung iiber die Convergenz der p-fach unendlichen 
Thetareihe, welche Herr Prym und der Verf. im Jahre 1885 an- 
gestellt haben, und deren Hauptpunkte bereits friiher vom Verf.*) 
mitgetheilt wurden. Bei dieser hier vorliegenden Behandlung der 
Convergenzfrage wird die Frage nach den nothwendigen Bedingungen 
der Convergenz ebenso erschépfend behandelt wie die nach den hin- 
reichenden, und es tritt hiebei, schiirfer als es sonst betont wird, zu 
Tage, dass, sobald man die Bedingung stellt, es solle das allgemeine 
Glied der Thetareihe gegen Null convergiren, wenn irgend welche der 
Summationsbuchstaben ihren absoluten Werthen nach tiber alle Grenzen 
wachsen, dieses Verlangen allein schon zu jener Eigenschaft der Theta- 
reihe fiihrt, welche nun ihrerseits die absolute Convergenz der Reihe 
fiir alle endlichen Werthe der Variablen nach sich zieht. Die gegen- 
wartige Verdéffentlichung der Untersuchung hat den Verf. veranlasst, 
die Untersuchungen Anderer iiber die Convergenz der Thetareihe einer 
Durchsicht zu unterwerfen. Auf diese Weise ist der § 5 entstanden, 
der eine méglichst kurze und tibersichtliche Zuzammenstellung der dem 
Verf. bekannt gewordenen Convergenzbeweise enthalt; bei einigen der- 
selben war es méglich, den Beweisgang etwas zu vereinfachen oder 
die Fassung priiciser zu gestalten. 


§ 1. 
Die Convergenz der einfach unendlichen Thetareihe. 


Die Untersuchung iiber die Convergenz der einfach unendlichen 


Thetareihe : 
+o 
a etm’ +2mw 


ui=— oe 


*) Krazer und Prym, Neue Grundlagen einer Theorie der allgemeinen 
Thetafunctionen, herausg. von Krazer. Leipzig 1892, Teubner, pag. 3. 
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zerfallt in zwei Theile. Im ersten Theile wird eine nothwendige Be- 
dingung der Convergenz ermittelt; im zweiten Theile wird gezeigt, 


dass die gefundene nothwendige Convergenzbedingung auch hin- 
reichend ist. 


Soll eine Reihe: 
+a 
S « 


convergiren, und zwar in dem Sinne, dass sie aus zwei selbstindigen 
convergenten Reihen: 


Mot tty bee ttin foe 


und: 


1 
en 
besteht, so muss: 
lim ¢im=90, also auch: lim u,u» = 0 
mo m=—@ 
sein. Nun ist fiir die gegebene Thetareihe: 
UnUm = am, 


und es ergibt sich daher als nothwendige Convergenzbedingung die, 
dass der reelle Theil r des Moduls a = r + si einen negativen Werth 
besitze. 

Es soll jetzt weiter gezeigt werden, dass die gefundene Bedingung 
x <0, ohne welche, wie wir gesehen haben, von Convergenz keine 
Rede sein kann, dazu hinreicht, dass die Thetareihe convergirt, und 
zwar fiir alle endlichen Werthe der Variable w = u + vi und absolut, 
d. h. so, dass auch ibre Modulreihe: 

+o 
erm +2mu 

convergent ist. Dieser Beweis ergibt sich aber sofort aus dem Satze: 

»Mine Reihe a, -+ a, + a, +++-+ adn+--- mit positiven 
Gliedern convergirt, wenn: 


lim “# < } 
ist“; oder aus dem Satze: ae 
»line Reihe a, + a, + a,+-+++ dn+--- mit positiven 
Gliedern convergirt, wenn: 
Tim Van <1 
ist“, wenn man beachtet, dass fiir die angeschriebene Modulreihe: 


O+ (m+1) er (2m-+1) +20 V/a+m = ermteu, 
G+m = 
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also sobald r < 0: 


lim “#9 0, lim Vaan = 0 

m= eo +m m= 

ist. 
Das Resultat der angestellten Untersuchung lautet also: Die 

einfach unendliche Thetareihe: 


+a 
#(w) om a erm? + 2m w 


nu=—@ 


convergirt, und zwar absolut und fiir jeden endlichen Werth der complexen 
Variable w, wenn der reelle Theil des Moduls a =r -- si negativ ist. 


§ 2. 
Die Convergenz der p-fach unendlichen Thetareihe. Ermittlung einer 
nothwendigen Convergenzbedingung. 


Gegeben sei die p-fach unendliche Thetareihe: 
— ©, LDA Me MF? Dry | 
et # K 


Myy ***y Mey 


Eine nothwendige Bedingung fiir die Convergenz dieser Reihe ist 
die, dass das allgemeine Glied derselben gegen Null convergirt, wenn 
irgend welche der p ganzen Zahlen m, einerlei wie die iibrigen gleich- 
zeitig sich bewegen, ihren absoluten Werthen nach iber alle Grenzen 
wachsen. Setzt man daher im allgemeinen Gliede der Reihe an Stelle 
von %m,,..-,m, das eine Mal Zahlen m,’,...,m,, das andere Mal 
die Zahlen — m,', ..., — m,, So muss, wenn die Reihe convergent 


sein soll, ein jeder der beiden dadurch entstehenden Ausdriicke und 
daher auch ihr Product: 


, Beau Kw’ ~ we 
gegen Null convergiren, wenn irgend welche der p ganzen Zahlen m’ 
ihren absoluten Werthen nach iiber alle Grenzen wachsen, und man 
erhalt daraus, wenn man allgemein den reellen Theil des Moduls ay, 
mit 7, bezeichnet, als nothwendige Bedingung fiir die Convergenz 
der Thetareihe die, dass der Werth des Ausdrucks: 


Pp Pp 
R(m,|- ae | My ) -> > Pup! My Mu’ 
e=1 w’=1 


gegen — oo geht, wenn irgend welche der p ganzen Zahlen m ihren 
absoluten Werthen nach iiber alle Grengen wachsen, 





it 


en 





Convergenz der Thetareihe. 403 


§ 3. 


Nachweis, dass die gefundene nothwendige Convergenzbedingung auch 
hinreichend ist. 


Es soll jetzt weiter gezeigt werden, dass die soeben gefundene 
Bedingung, ohne welche, wie wir gesehen haben, von Convergenz 
keine Rede sein kann, dazu hinreicht, dass die Thetareihe convergirt, 
und zwar fiir alle endlichen Werthe der Variablen ww, = Uy + pt 
und absolut, d. h. so, dass auch ihre Modulreihe: 

— Bye, w Llp’ ™u my +3 Emp Un 


(M) P e* a 


My, ***4 My 


convergent ist. 


Bei dieser Untersuchung treten gewisse Verbindungen der Gréssen 
Yu. auf, welche sich simmtlich als Determinanten von der Form: 


"iH ‘ho «- * Fiend Yio | 
Yo 86 Ton 8 8 18-1 Nee 
fs hs 
eo 
Yy—1,1 Yy-1,2 * * * Yy-1,x-1 %v-1,6 
Tei Yo2 s 2 8 Voe—t Yoo 


darstellen lassen, wobei v, g@, 6 Gahlen aus der Reihe 1, 2,.. ., p 
bezeichnen, die auch theilweise oder alle einander gleich sein kénnen. 


Der Fall vy = 1 ist in der Weise aufzufassen, dass alsdann die Deter- 


minante S sich auf das einzige Element rgg reducirt, so dass also 


od mit go identisch ist. In Folge der zwischen den Gréssen r be- 
stehenden Relationen tyy = yw. (u, w= 1,2,..., p) indert die 
(v) 
eo 


es ist daher stets on = ro" Beachtet man dann, dass in der Deter- 


Determinante r” ihren Werth nicht, wenn man g und 6 vertauscht; 


minante —" (v <p) die zu den Elementen 196, Yw, %r0, Yev ge- 
hérigen Unterdeterminanten v'" Grades, die mit rgg, 7y¥y, Tra, Ter be- 
ziehlich bezeichnet werden sollen, mit den Determinanten es eee 
19 —r") identisch sind, und bildet die Determinante: 

Tvs Teel 

| Tov Yea 
so erhilt man auf Grund eines bekannten Satzes der Determinanten- 
theorie, wenn man noch © durch ersetzt, die im Folgenden 
wiederholt zur Anwendung kommende Relation: 


yr” y” — yr”) y”) = v9 (v-+-1) 


vv eo ro «V0 y—lv-1l “go ? 
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die fiir jedes v von 1 bis p — 1 gilt, wenn man noch im Falle v= 1 
unter der dann auf der rechten Seite auftretenden Grosse 7“) die 
Einheit versteht. Diese Relation ist fiir die jetzt cvueniitenantion Zer- 
legungen der Form R(m,|...|m,) stets im Auge zu behalten. 

Man nehme nun an, dass die Form R(m,|...|m,) die fiir die 
Convergenz der Thetareihe oben als nothwendig erkannte Bedingung 
erfiille, dass also ihr Werth immer gegen — co gehe, wenn irgend 
welche der p ganzen Zahlen m ihren absoluten Werthen nach iiber 
alle Grenzen wachsen, einerlei wie die iibrigen gleichzeitig sich be- 
wegen. Dann muss speciell auch: 

R(m,| 0}... |0) = 74 ,m,? 

gegen — co gehen, wenn m, iiber alle Grenzen wiichst. Dies zieht 
aber fiir r,, = 7) die Bedingung r\ <0 nach sich, und man kann 
daher R(m,|... ‘ m,) zanachst in die Form: 


ra 
R(m, |... | mp) = rO(m, + rm Fn) * +: ++ a my) 


$5) Te ee 


+ a u=2 w’=2 
bringen. Weiter muss aber auch: 


(1) (2) 
Tis 


! 2 Too 
R(m,|m,|0|...|0) = ro (m, > 0) m,) + a) my” 
il 


gegen — oo gehen, wenn man m, unbegrenzt wachsen lisst und 
jedesmal zu dem betreffenden Werthe von m, den Werth von m, der 
ri 
Bedingung 0 < m, + 7 m, <1 gemiss wahlt. Dies zieht fiir den 
Coefficienten von m,* auf der rechten Seite der letzten Gleichung die 
(2) 


Bedingung r) <0 nach sich, und man kann alsdann R(m, |... | mp) 


in die Form: 


yf) rfl) rt) 


(1) Ti2 1 2 
Rm, | ++] mg) = 70( my + a ™ + on my Ma +--+ 5 mi) 


aH T98 T2p 2 
ev ~ = +++ 7% my) 
11 r 


bringen. Weiter muss aber auch: 
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v(t) y(t) 

1) 2 

Bam, | mgm 0] 10) — 932 my + 5 ma + ya) 
72) 7?) (3) 


22 "23 2, % 3 
? (ma + = m;) + a 3 
ll 22 Te9 


gegen —oo gehen, wenn man m, unbegrenzt wachsen lasst und 
jedesmal zu dem _betreffenden — von m, zuniichst den Werth 


von m, der Bedingung 0 < m, +7 mM <1 und alsdann den Werth 


(1) 7) 
von m, der Bedingung 0 < m, + 7) m, + — a) m, <1 gemiiss wahlt, 


Dies zieht aber fiir den Coefficienten = me? auf der rechten Seite 
der letzten Gleichung die Bedingung ~ 2 Le 0 nach sich. Fahrt man 


so fort, so ergibt sich schliesslich fiir "Rm |. ..|mp,), immer unter 
der Voraussetzung, dass es die am Ende des vorigen Artikels an- 


gegebene zur Convergenz der Thetareihe nothwendige Bedingung 
erfiillt, die Darstellung*): 


(1) 
Aa) »P- ry 2 
R(m,| +++ | mp) = 7; (m+ rn) My eee i Mpy—1 + 0) my) 


2) 








rf ff. oy \e 
+o My *: oa 3 Mp1 + a ™ 
+ o le S! 3 See ee ee ee ee 
glP ry ; yy 2 
Tp Ya. ’ 
+ 0-3) (mat; (p—1) - my) 
p—2, p—2 Tp-1, p-! 
i 
+ {o—1) (m,)?, 
Tp-1, p-l . 


und man hat zugleich gesehen, dass die p auf der rechten Seite der 
letzten Gleichung vor den Klammern stehenden Coefficienten: 


(2) (p—1) (p) 
yD fe Spt pt "pp 
11? (i)? > (p—2) ? Pl) 

Th Tp—-2, aa —2 Tp-1, p-l 


simmtlich negative Werthe haben. 

Kin jeder der p den einzelnen Zeilen entsprechenden Summanden, 
aus denen sich die rechte Seite der letzten Gleichung zusammensetzt, ist 
das 8 Product zweier Factoren, von denen der erste eine negative Grosse, 


* Vergl. Jacobi, Ueber eine elementare Transformation eines in Bezug auf 
jedes von zwei Variablen-Systemen linearen und homogenen Ausdrucks, Ge- 
sammelte Werke. Bd. 3, p. 583. 
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der zweite das Quadrat einer reellen Grésse ist, und es kann daher 
keiner dieser Summanden jemals positiv werden, welche Werthe die 
ganzen Zahlen m auch annehmen moégen. In Folge dessen kann der 
Werth von R(m,|...|m,) niemals den Werth des in der p'™ Zeile 
stehenden Summanden iiberschreiten , und es besteht daher, wenn man 


noch zur Vereinfachung die Determinante r'”, die mit der Deter- 
minante 2 + 144% ..+%pp der quadratischen Form R(m, | . ..| m,) 
identisch ist, mit A, die Determinante oy ee insofern sie die zu 
dem Elemente r,, gehérige Unterdeterminante p — 1 Grades der 


Determinante A ist, mit gp, bezeichnet, die Beziehung: 


R(m, |... | mp) < & M,? , S < 0. 
pp pp 
Nun besitzt aber bei der Form R(m,|...{m,) keine der Zahlen 
m einen Vorzug vor den anderen, und es besteht daher, vorausgesetzt 
immer, dass R(m,|...|m,) die angegebene Bedingung erfiillt, fiir 
jedes v» von 1 bis p die Beziehung: 


4 £0, 


R(m, |. ..| mp) < 2. m,? , 
Oyy Ory 


wobei 9,, die zu dem Elemente r,, gehdrige Unterdeterminante 
p — 1" Grades der Determinante A = 2 +- 7,72. ... pp bezeichnet, 
Setzt man hierin an Stelle von » der Reihe nach die Zahlen 1,2,..., p 
und addirt die p so entstandenen Relationen zu einander, so erhilt 
man zuniichst: 


p 
= A 9 
p R(m, |...| mp) < > _ m,? 
v=1 7 


und weiter, indem man linke und rechte Seite dieser letzten Relation 
durch p dividirt, gleichzeitig durch Abkiirzung: 


3-6 
> (yl, 2, ee «> P) 
und fiir R(m,|...|m,) das setzt, was es bedeutet, die Beziehung: 
Pp Pp p 
Zz > Tuy! My, My < — a k, m,?, 
w= w’=1 v=1 


wobei die & simmtlich positive reelle Gréssen bezeichnen. 

Auf Grund der zuletzt gewonnenen Beziehung ergibt sich aber 
sofort die Convergenz der gegebenen Modulreihe M, indem man diese 
mit dem Producte der p einfach unendlichen, fiir jeden endlichen 
Werth der « convergenten Reihen: 





p 


aa. ~~ 
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+o 
a Cire (v =m 1,2,...,p) 


My=— 2 


vergleicht, 


Damit ist aber bewiesen, dass die im vorigen Artikel ermittelte 
nothwendige Convergenzbedingung in der That auch dazu hinreicht, 
dass die Thetareihe convergirt und zwar fiir alle Werthe der w. und 
absolut, d. h. so, dass auch ihre Modulreihe convergent ist. 


Das Resultat der angestellten Untersuchung lautet also: Die 
p-fach unendliche Thetareihe: 


— ©, +, fo THeuu! My My! +2 Dimy Wy 
O(w,|...[m)—= >) e" . 


Myy***y Wey 


convergirt und zwar absolut und fiir alle endlichen Werthe der complexen 
Variablen w,,..., Wp, wenn der Werth des mit den reellen Theilen 
tun der Moduln ayy gebildeten Ausdrucks: 


p p 


Rm, |...) mp) = > >} Vue! My My’ 


a=l w=1 


gegen — co geht, wenn irgend welche der p ganzen Zahlen m ihren 
absoluten Werthen nach iiber alle Grenzen wachsen, einerlei, wie die 
iibrigen sich gleichzeitig bewegen. 


§ 4. 
Audere Formen fir die Convergenzbedingung. 


Die fiir R(m,|...|m,) gefundene, zur Convergenz der p-fach 
unendlichen Thetareihe nothwendige und hinreichende Bedingung kann 
durch ein System von Bedingungen, welche sich ausschliesslich auf 
die Coefficienten der Form R(m,|...|m,) beziehen, ersetzt werden. 
Erfiillt nimlich die Form R(m,|...|m,) die angegebene Bedingung, 
so bestehen immer, wie friiher gezeigt wurde, die p Ungleichheiten: 


(1) ri oz 
—_. ee 
1 <9, i < 0, > <Q; 
ll p—1, p—1 


Es gilt aber auch das Umgekehrte. Geniigen nimlich die Coeffi- 
cienten 7 irgend einer Form R(m,|...|m,) diesen p Ungleichheiten, 
so lisst sich diese zunaichst immer in der friiher angegebenen Weise 
zerlegen. Bei dieser Zerlegung ist aber die Determinante der p 
auf der rechten Seite vorkommenden, in Klammern eingeschlossenen 
homogenen linearen Functionen der Zahlen m,,..., m, von Null 
verschieden (sie hat, wie unmittelbar zu sehen, den Werth Kins), und 


27* 
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es entsprechen daher endlichen Werthen dieser Functionen immer auch 
endliche Werthe der ganzen Zahlen m. Wachsen daher irgend welche 
der p ganzen Zahlen m, einerlei wie die tibrigen gleichzeitig sich be- 
wegen, ihren absoluten Werthen nach tber alle Grenzen, so muss 
wenigstens eine der genannten Functionen ihrem absoluten Werthe 
nach iiber alle Grenzen wachsen, und der Werth von R(m,|-- -|m,) 
geht dann gegen — oo, da die vor den Quadraten dieser Functionen 
stehenden Coefficienten siimmtlich negativ sind. Jede Form R(m, |---| m,), 
deren Coefficienten r den p aufgestellten Ungleichheiten geniigen, erfillt 
daher immer auch die oben angegebene zur Convergenz der p-fach 
unendlichen Thetareihe nothwendige und hinreichende Bedingung, und 
es kann daher diese Bedingung durch das System der p Bedingungen: 


(1) rn! op 
P 
Vy <0, w) < O,-+., Ga <0, 
il p—1, p—1 


oder was dasselbe, durch das System der p Bedingungen: 


(—1)’r > 0 (v=1,2,...,p) 
ersetat werden. 
Der gefundenen Convergenzbedingung soll endlich noch eine 
andere Form gegeben werden. Zu dem Ende betrachte man die mit 
Hiilfe der Coefficienten r der Form R(m,| ... |mp) gebildete quadra- 


tische Form: 
Pp Pp 
R(a,| - ++ | Xp) -> > Maw hake 


a=1 w=1 


bei der die x unabhingige reelle Veriinderliche bezeichnen sollen. 
Diese Form lisst sich dann, wenn R(m,|---|m,) die angegebene 
Bedingung erfiillt, oder, was dasselbe, wenn die Coefficienten r den p 
aufgestellten Ungleichheiten geniigen, in derselben Weise zerlegen, 
wie vorher R(m,|--+-|m,); man braucht in der friiheren die betreffende 
Zerlegung darstellenden Gleichung, die eine identische ist, und also 
gilt, was auch die Buchstaben m bedeuten, nur die Buchstaben m 
durch die Buchstaben « zu ersetzen. Diese Zerlegung zeigt dann, 
dass die Form R(x,|---|p) eine negative quadratische Form ist, 
oder, was dasselbe sagt, stets einen negativen Werth hat, wenn nicht 
gleichzeitig 2, — 0, w =—0,..., % =O ist. Da nimlich die p 
bei der Zerlegung auftretenden vor den Klammern stehenden Coef- 
ficienten sammtlich negativ sind, so kann die Form einen positiven 
Werth iiberhaupt nicht, den Werth Null aber nur dann annehmen, 
wenn die p in den Klammern stehenden homogenen linearen Functionen 
der z gleichzeitig verschwinden. Dies letztere aber ist, da die Deter- 
minante derselben, wie vorher erwiihnt, vor Null verschieden ist, nur 
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daun méglich, wenn alle Gréssen 2 gleichzeitig verschwinden. Be- 
zeichnet umgekehrt R(xz,|---|2») eine negative quadratische Form, 
so kann man dieselbe in der nimlichen Weise zerlegen, wie es friiher 
mit der Form R(m,|---|m,) geschehen ist; man braucht dazu nur 
der Reihe nach die Formen R(x, |0|---|0), R(a,|a,|0|---|O), ++» au 
betrachten und festzuhalten, dass eine jede dieser Formen, sobald nicht 
die simmtlichen darin vorkommenden Gréssen x Null sind, negativ sein 
muss. Bei dieser Zerlegung ergeben sich dann fiir die vor den runden 
Klammern stehenden Coefficienten wieder die vorher aufgestellten Un- 
gleichheiten, und es erfiillt daher die zu R(a, |---| a») gehdrige Form 
R(m,|+.+| mp) stets die vorher angegebene zur Convergenz der p-fach 
unendlichen Thetareihe nothwendige und hinreichende Bedingung. Diese 
Bedingung kann daher auch durch die Bedingung, dass R(a,|-- + \xp) 
eine negative quadratische Form ist, ersetet werden. 

Das Endresultat der ganzen bisherigen Untersuchung lisst sich 
nun endlich, wie folgt aussprechen: Die p-fach wnendliche Thetareihe: 

es = te 2D ayy! My My +2 Dm, w 

O(w,| +++ | 0p) = Pies we 7 ene 


My ***,™ 


P 

convergivt, und zwar absolut und fiir alle endlichen Werthe der com- 
plexen Variablen w,,..., Wp, wenn die mit den reellen Theilen ry w 
der Moduln ayy gebildete quadratische Form: 


P Pp 


> > Yuu! Lup! 


e=1 w=l 
eine negative Form ist. Diese Bedingung ist dann aber auch nur dann 
erfiillt, wenn die Coefficienten r.4° den p Ungleichheiten: 


(-- 1)" 9? >0 (vam 1, 2,...) p) 
geniigen. 


§ 5. 
Andere Convergenzbeweise. 


"Der erste Theil der Convergenzuntersuchung, welcher den Nach- 
weis enthalt, dass das Negativsein der Form: 


Pp 
R(@, | + ++ | tp) => DS tae tutte 
e=Sla=l 
eine zur Convergenz der Thetareihe in der Art nothwendige Bedingung 
ist, dass ohne ihr Erfiilltsein das allgemeine Glied der Reihe nicht 
gegen Null convergirt, wenn irgend welche der Summationsbuchstaben 
ihren absoluten Werthen nach iiber alle Grenzen wachsen, ist wenig 
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bearbeitet worden. Dem Verf. ist nur jener Beweis bekannt, welchen 
Herr W eierstrass hieftir in seinen Vorlesungen*) gegeben hat; der- 
selbe lisst sich kurz so angeben. 

Giibe es reelle Gréssen 2, fiir welche R(x, |---| 2,) > 0 wire, 
so giibe es auch rationale und daher auch ganze Zahlen, fiir welche 
dies stattfindet. Wire dann aber R(m,|---|m,) >0, so wiirde 
R(km,|---|km,) mit & tiber alle Grenzen wachsen. Zur Conver- 
genz der Thetareihe ist also jedenfalls nothwendig, dass R(a,|--+|2,) 
fiir kein reelles Werthesystem der 2 positiv ist; dann sind aber nur 
zwei Fille méglich, entweder ist die Form R(a, |---|»), wie be- 
wiesen werden soll, eine ordinire negative Form, oder sie ist singulair, 
in der Weise, dass sie in Quadrate linearer Formen zerlegt , als Summe 
von g, 4<p, negativen Quadraten erscheint. Dass aber auch bei 
letzterer Annahme die Reihe nicht convergiren kann, zeigt der Hiilfs- 
satz**): Man kann zu gq, gq < p, linearen Formen von p Variablen « 
mit reellen Coefficienten die x als ganze Zahlen so bestimmen, dass 
jede dieser Formen dem absoluten Werthe nach kleiner wird als eine 
vorgegebene beliebig kleine Grésse, wihrend mindestens eine der 
Zahlen «x grésser ist als eine vorgegebene beliebig grosse positive 
ganze Zahl. 

Der zweite Theil der Convergenzuntersuchung, welcher den Nach- 
weis enthilt, dass das Negativsein der Form R(a, |---| x,) eine zur 
absoluten Convergenz der Thetareihe fiir alle endlichen w hinreichende 
Bedingung ist, hat dagegen vielfache Bearbeitung gefunden. Die zahl- 
reichen Beweise lassen sich in zwei Classen eintheilen; die Beweise 
der ersten Classe erbringen, ebenso wie der vom Verf. oben mit- 
getheilte, den gewiinschten Nachweis dadurch, dass sie die Modulreihe 
M der p-fach unendlichen Thetareihe mit dem Producte von p einfach 
unendlichen Reihen vergleichen; die Beweise der zweiten Classe da- 
gegen dadurch, dass sie die Modulreihe M durch gruppenweises Zusam- 
menfassen ihrer Glieder mit einer einzigen einfach unendlichen Reihe 
vergleichen. 





Beweise der ersten Classe, 


Bei dem nur fiir p—2 angegebenen Rosenhain’schen Beweise ***) 
wird die Convergenz der 2-fach unendlichen Reihe: 


*) Vorlesungen iiber die Theorie der hyperelliptischen Functionen. W. 8.81, 82. 

**) Zum Beweise dieses Hiilfssatzes vergl. Jacobi, De functionibus duarum 

variabilium quadrupliciter’ periodicis, quibus theoria transcendentium Abelianarum 

innititur. Ges. Werke Bd, II, pag. 29; auch Clebsch und Gordan, Theorie der 
Abel’schen Functionen. Leipzig 1866, pag. 130. 

***) Rosenhain, Mémoire sur les fonctions de deux variables et & quatre 

périodes qui sont les inverses des intégrales ultra-elliptiques de la premiée classe. 





T= 


re, 


he 


=) ig 


bei 


ine 


ive 


ond 


82. 
rum 
rum 

der 


atre 
Sse . 





Convergenz der Thetareihe, 411 


— B+ yo 
EruM?P + 2r 2M M+ 7m MF +2 MU, +2 Mp Uy 


my, My 


bewiesen, indem dieselbe auf Grund der aus den beiden Identitiiten: 





(rym + 149M)” f- 731 T22 — "3 
r 





1,14? LE Vryo mM, My +E yp My? = Ta ” 2 
2 2 
(1749 my + gq) "1% — 2. 3 
= + a m,* 
To9 Tog 


unter den Bedingungen 7,, <0, 744%. — 72 > O folgenden Unglei- 
chung : 


111% — 12 T1199 — "ie 
‘ = 11°22 12 D i 12 
14, My? Zr po My My + 1y9M,? < —— m,? +- —.——— m,? 


mit dem Producte der beiden unter den angegebenen Bedingungen con- 
vergenten Reihen: 


+o Tula? 
je m2 + 2m, wy 
2r, 
€ ? 
m=—@ 
+a Tuta— ri" 


<a MF + 2 mo Uy 
> e Tu 


uQ=— 


verglichen wird. Man sieht, dass der vom Verf. oben mitgetheilte 
Beweis die Verallgemeinerung des Rosenhain’schen ist, mit dem er 
fiir p = 2 identisch wird. 

Von Herrn Weierstrass*) riihrt der folgende Beweis her: Geht 
die Form R(a#,|--- |) durch eine orthogonale Substitution in 


— > by? iiber, und wird mit & die kleinste der p positiven Gréssen 


ky, +++, kp» bezeichnet, so ist fiir alle reellen Werthe der a: 


Pp 
R(x, |---|) Z—k Sy’, 
v=1 

(Mémoires présentés par divers savants 4 l’académie des sciences de I’institut 
national de France. Sc. math. et phys. t. XI, pag. 387; oder die deutsche Ausgabe 
in Ostwald’s Klassikern der exacten Wissenschaften Nr. 65, pag, 29); siehe auch: 
Krause, die Transformation der hyperelliptischen Functionen erster Ordnung. 
Leipzig 1886, pag. 1. 

*) Vorlesungen iiber die Theorie der hyperelliptischen Functionen. W., 
S. 81, 82; siehe auch: Stahl, Theorie der Abel’schen Functionen, Leipzig 1896, 
pag. 204. 
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oder, da wegen der Orthogonalitét der Substitution > =) xz, 
ist, auch: ’ ’ 
Pp 
(k) R(@, | +++ | #7) = —k >) a,?. 
v=1 


Auf Grund dieser Ungleichung ergiebt sich aber die Convergenz der 
Modulreihe M sofort, indem man diese mit dem Producte der p ein- 
fach unendlichen convergenten Reihen: 


+e 
—k m? +2m_u 
e€ v v I 


(yo=ml,2,...,p) 


My=— & 


vergleicht. 

Weniger einfach ist ein auf derselben Grundlage ruhender Beweis 
von Herrn Thomae*). 

Herr Christoffel**) hat die Ungleichung (k) auf folgende Weise 
abgeleitet: Man bezeichne mit —k den gréssten Werth, den die 
Form R(a, |---| “,) fiir alle jene Werthesysteme x,,---, zp» annimut, 
fiir welche > w = 1 ist. Fiir ein beliebiges Werthesystem 2,,..., 2p, 


v 


fiir welches > Z,* = s? sei, ist dann R(x, | ---| xp) = — ks?, woraus 


i 


sofort, indem man s* dureh >’ 2,? ersetzt, die Ungleichung (k) folgt. 


Noch einfacher kann mau, wie Herr Prym in einer Vorlesung 
angegeben hat, zu der Ungleichung (k) durch die Ueberlegung gelangen, 
dass die Form R(a#,|...|%p,), wenn sie eine negative ist (was stets und 
nur unter den p Bedingungen (—1)’r”) > 0 der Fall ist), auch eine 
solche bleibt, wenn man allgemein 7,, durch ry, + 0, k ersetzt, 


1 , : : 7 . 
Wo Quy = ’ saat : > ist und & eine hinreichend klein gewihlte 
QO, wenn uw Zu, 


positive Grésse bezeichnet; es ist dann fiir alle reellen Werthe der wz: 


PP 
p > ax + Ou pw I) tpty <0 


a=1 w=1 
oder: » 
R(a,\+++\%p)<—k x,?. 


*) Thomae, Sammlung von Formeln, welehe bei Anwendung der ellip- 
tischen und Rosenhain’schen Functionen gebraucht werden. Halle 1876, pag. 22. 

**) Christoffel, Die Convergenz der Jacobi’schen #-Reihe mit den Moduln 
Riemann’s. Vierteljahrsschrift der naturf. Gesellschaft in Ziirich. Jahrg. XLI 
(1896), pag. 3. 
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In die erste Classe gehért endlich der folgende von Hrn. v. Dal wigk*) 
mitgetheilte Beweis: Da der Ausdruck: 


= Ty a! My My’ +2 Dm, u 
(m2 + @) -- (m2 @)e"* wel Meme +2 Aimy A 

bei dem © ein echter Bruch sein mag, fiir kein endliches Werthe- 
system der m unendlich, und unter der Voraussetzung, dass die Form 
R(a,|...|%p) eine negative ist, Null wird, wenn irgend welche der 
m ihrem absoluten Werthe nach iiber alle Grenzen wachsen, so hat 
er fiir alle méglichen Werthesysteme der m eine obere Grenze und es 
ist, wenn diese mit g bezeichnet wird, stets: 


ar Te pa MyM’ +2 omy uu = 9 
(mi'-+@) - -- (m,' +0) 
Auf Grund dieser Ungleichung ergiebt sich aber sofort die Convergenz 


der Modulreihe MZ, indem man diese mit dem Producte der p einfach 
unendlichen convergenten Reihen: 





+o 


re (v=1,2,...p) 


y=— 2 





vergleicht, 


Beweise der zweiten Classe. 


Der Riemann’sche**) Beweis beniitzt einen Hiilfssatz, der in der 
Fassung des Herrn Hurwitz***) folgendermassen lautet: Es sei 
eine endliche Grésse, x eine Variable, die nur die Werthe, welche 
gleich oder grésser als 6 sind, annehmen soll. Sind nun f(#) und 
g(x) zwei Functionen, die bestindig positiv sind, und von denen die 
erste mit wachsendem w abnimmt, die zweite (bis ins Unendliche) 
zunimmt, und ist die Anzahl der Glieder einer Reihe mit positiven 
Gliedern, die gleich oder grésser als f(x) sind, gleich oder kleiner als 


g(x), so convergirt die Reihe, wenn das Integral fi f(@) g' (x) dz con- 


vergirt.“ Um die Convergenz der Modulreihe M auf Grund dieses 
Hiilfssatzes zu beweisen, bringe man das allgemeine Glied derselben, 
indem man p reelle Gréssen ¢, durch die Gleichungen: 


*) v. Dalwigk, Beitrige zur Theorie der Thetafunctionen von p Variabeln. 
Nova Acta der Ksl. Leop.-Carol, D. Akademie der Naturf. Bd. 57, pag. 232. 
**) Riemann, Convergenz der p-fach unendlichen Theta-Reihe. Ges. math, 
Werke. Leipzig 1876, pag. 452. 
***) Hurwitz, Ueber Riemann’s Convergenzcriterium. Math. Ann. Bd. 44, 
pag. 83. 
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Pp 
Ue = x tw (w=1,2,...,p) 
wal 
bestimmt, in die Form: 


D bi Yup! My My + 2 a My Uy, = a > Fup! (My ty) (mw + ty) 
ae fw “ “‘e # 
=D) Dito tale 
“ w 


und lege der Convergenzuntersuchung die von M nur um einen Factor 
verschiedene Reihe: 


(M’) > as 


My y*** My 


Pa Ta’ (my, a tu) (my -f tu’) 


zu Grunde. Durch die Gleichung: 


(h) as: a a Yup! By Ly = h? 
Be # 


wird, wenn die x die rechtwinkligen Coordinaten eines Raumes von 
p Dimensionen sind, eine geschlossene, sich nirgends ins Unendliche 
erstreckende Mannigfaltigkeit von py — 1 Dimensionen M{?~” definirt, 
durch welche der ganze Raum von p Dimensionen in zwei Theile 
getheilt wird, einen inneren, fiir dessen Punkte die linke Seite der 
Gleichung < h? ist, und einen dusseren, fiir den dieselbe > h? ist. 
Das Volumen des Innenraumes wird durch das Integral: 


Taf f--. fae day... dz, 


geliefert, wenn dessen Grenzen aus der Gleichung (h) bestimmt werden. 
Die Anzahl aller ,,Gitterpunkte“ 2, =m, + ¢,,..., % =m, + tp 
(wobei die m ganze Zahlen, die ¢ die oben eingefiihrten Gréssen be- 
zeichnen), welche im Inneren oder auf der Begrenzung von MM, liegen, 
mége mit Z, bezeichnet werden. Dieselben sind die Eckpunkte 
einer Anzahl von Parallelotopen, von denen jedes den Inhalt 1 hat, 
und die ganz innerhalb von MV, liegen. Fiir die Anzahl Z, dieser 
Parallelotope gilt dann, da jedes Parallelotop 2? Eckpunkte hat, den 
Z, im Inneren von MM, liegenden Parallelotopen aber ein Theil ihrer 
Eckpunkte gemeinsam ist, die Ungleichung: 
LZ, << 2° Z,. 

Nun stellt aber Z,’ zugleich den Gesammtinhalt dieser ganz innerhalb 
von MM, gelegenen Parallelotopen dar und ist daher < Jj; also ist 
a fortiori: 


LZ, < 2?d;, 





“—S ww 
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und da, wie der obige Integralausdruck zeigt: 
J, = h? J, 
ist, so hat man endlich*): 
(2) Zi < (2h)? dj. 
Aus dieser Ungleichung ergiebt sich aber sofort die Convergenz der 
Reihe M’ unter Anwendung des obigen Hiilfssatzes, indem man: 
f(z) e-*, =o (&) = (22) Pd, 
setzt. 

Nachdem die Ungleichung (z) gewonnen ist, kann man die Con- 
vergenz der Reihe M’ ohne Benutzung des Riemann’schen Hiilfssatzes 
folgendermassen beweisen. Man denke sich die Mannigfaltigkeiten 
M,, M,,..., M,,... construirt und fasse die Glieder der Reihe M’ 


gruppenweise zusammen, indem man in die '* Gruppe jene Glieder 
aufnimmt, fiir welche die Gitterpunkte: 


Ly = mM, +t,.--,% = m+t, 
zwischen M,_; und M,, die Begrenzung des letzteren inbegriffen, 
liegen; es ist dann die Anzahl dieser Glieder Z, — Z,-1 und der 
Betrag jedes einzelnen Gliedes < e~~1", Da aber: 
Ln — Zn < Zn < (2n)?d; 
ist, so ergiebt sich sofort die Convergenz der Reihe M’, indem man 
diese mit der einfach unendlichen convergenten Reihe: 


a 


> nP e~(n—1/ 


n=0 


vergleicht**). 

Von ihnlichen Gesichtspunkten geht endlich der folgende Beweis 
des Herrn v. Dalwigk***) aus. Man construire die Parallelotope 
P,, P.,..., Pa,...+, von denen allgemein P, die 2?Eckpunkte: 

Ly, = 8M,» 1 + Lp = Ey 
besitzt, wo &,...é& die 2” Variationen der Elemente + 1, — 1 zur 
p' Classe mit Wiederholung bezeichnen, und fasse die Glieder der 
Modulreihe M gruppenweise zusammen, indem man in die n'* Gruppe 
jene Glieder aufnimmt, fiir welche die Punkte 2, = m,,...,%p = mp 
auf der Begrenzung von P, liegen. Die Anzahl dieser Glieder ist 


*) Riemann benutzt statt der Ungleichung (z) die weniger einfache Grenz- 
beziehung lim (Z,~”) = J. 
lA=@ 


**) Dieser Gedanke ist von Herrn Thomae (Convergenz der Thetareihen. 
Schlémilch Z, Bd. 25, pag. 43) zu einem fiir den Fall p=2 mitgetheilten Con- 
vergenzbeweise verwendet worden, 

***) vy, Dalwigk, Beitrage zur Theorie der Thetafunctionen von p Variabeln, 
Nova Acta der Ksl. Leop.-Carol. D, Akademie der Naturf. Bd. 57, pag. 232. 
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dann jedenfalls <(2n-+ 1)”, da dies die Anzahl aller Gitterpunkte 
L, = M,..+, Lp=m, sowohl auf der Begrenzung als auch im 
Inneren von P, ist*). Nun betrachte man die Werthe der Functionen 


> > Yup! CX und 2 > Zu, auf der ganzen Begrenzung von P, 


e 4 a“ 
und bezeichne die obere Grenze der ersteren mit —k, der letzteren mit 1; 
dann ist fiir jedes Glied der n'*" Gruppe: 


> > Tuy MyM << —kn?, 2 ei tpt, Sn, 
& Bw’ . 


und es ergiebt sich auf Grund dieser Ungleichungen die Convergenz 


der Reihe M, indem man diese mit der einfach unendlichen conver- 
genten Reihe: 


> (2m + 1)? e~ te +n 
n=0 
vergleicht. 


Traunstein, im September 1896. 


*) Eine genauere Abziihlung der auf der Begrenzung von P, liegenden 
Gitterpunkte, wie sie Herr v. Dalwigk angiebt, ist unnéthig. 








Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung 


von 


N. J. Sonm 
aus dem Russischen iibersetzt*) von 


Friepricn ENGEL. 


Allgemeine Untersuchungen iiber die Integration der partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind keineswegs zahlreich. 
Kinige Bemerkungen Lagranges in der schénen Abhandlung: ,,Sur 
les intégrales particuliéres des équations différentielles“ (Oeuvres, Bd. IV), 
eine grosse Abhandlung Ampéres im 17. Hefte des Journal de I’Kcole 
Polytechnique, 1815, die Imschenetzkij in seiner Doktordissertation 
meisterhaft wiedergegeben hat, eine Abhandlung von Darboux im 
Journal de ’Kcole Normale 1870, endlich die viel versprechende Mit- 
theilung J:évys in den Comptes Rendus von 1872, Bd. LXXV, das 
ist die ganze Literatur iiber die Frage. 

Lagrange giebt keine Integrationsmethode und seine Bemer- 
kungen beschrinken sich auf die Angabe, wieviele willkiirliche Con- 
stanten in vollstiindigen Integralen enthalten sind und auf welche 
Weise diese Integrale in allgemeine verwandelt werden kénnen. 


*) Das Original ist im August 1874 im 3. Hefte des VII, Bandes der mathe- 
matischen Sammlung (Sbornik) der Moskauer mathematischen Gesellschaft er- 
schienen, unter dem Titel: ,,Ob integrirowanii urawnjénij s tschistnymi proiswé- 
dnymi wtoréwa porjadka“ und ist vom Verfasser am 28/16, Sept. 1874 vor der 
physikomathematischen Facultiit der Universitit Moskau als Doctordissertation dffent- 
lich verteidigt worden. Da die Arbeit bisher giinzlich unbeachtet geblieben ist, 
so schien eine Uebersetzung angezeigt. Die vorliegende ist mit Genehmigung 
des Verfassers ausgefiihrt und giebt das Original getreu wieder, abgesehen von 
einigen unwesentlichen Aenderungen, die der Verfasser selbst in der Einleitung, 
ferner am Schlusse von §4 und endlich in § 18, bei Gleichung (48) und (49) an- 
gebracht hat. Einige vom Verfasser neu hinzugefiigte Anmerkungen sind als 
solche durch die Worte: ,,Zusatz d. Verf.‘* gekennzeichnet. Am Rande der 
Uebersetzung sind die Seitenzahlen des Originals beigefiigt. 
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Ampére griindet seine Integrationsmethode auf die Einfiihrung 
neuer unabhiingiger Veriinderlicher. 

Darboux entwickelt den Gedanken Ampéres weiter und macht 
einige Andeutungen iiber eine neue Integrationsmethode, die der 
Jacobischen Methode zur Integration der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung entspricht. 

Was Lévy angeht, so ist in seiner Mittheilung weder der Weg 
angegeben, den er einschligt, noch sind es die Gleichungen, zu denen 
er gelangt. 

Die Bemerkungen Lagranges, die vor genau hundert Jahren 
gemacht und seitdem mehrmals wiederholt worden sind, haben bis 
jetzt nicht die geringste Weiterentwickelung erfahren. 

Ampéres Gesichtspunkt ist kiinstlich. 

Darboux begriindet seine Methode von demselben Gesichtspunkte 
aus. Zwar giebt er nachher einige Andeutungen iiber die Bildung der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, denen die Integrale 
der gegebenen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigen 
miissen, jedoch werden diese Gleichungen nach seinem Verfahren vom 
zweiten Grade, wahrend sie in Wirklichkeit leicht als Gleichungen 
ersten Grades gedeutet und in dieser Gestalt hingeschrieben und unter- 
sucht werden kénnen. 

Um dieses Ziel zu erreichen, geniigt es, von dem Gesichtspunkte 
auszugehen, der der vorliegenden Arbeit zu Grunde gelegt ist. 

Dieser neue Gesichtspunkt ist in dem Masse natiirlich, dass man 
sich wundern kann, dass er bis jetzt noch Niemandes Aufmerksamkeit 
auf sich gezogen hat. Durch seine Hiilfe werden die Betrachtungen 
Lagranges und die Ergebnisse Ampéres und Darbouxs unter ein- 
ander verkniipft. 

Indem man bei der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung von einem fhunlichen Gesichtspunkte ausgeht, kann 


man die Integrationsmethoden von Jacobi und Cauchy mit einander 
verkniipfen. 


§ 1. 
Wir beschranken uns auf die Untersuchung der Gleichungen mit 
zwei unabhingigen Veriinderlichen « und y. Die unbekannte Function 
dieser Veriinderlichen nennen wir z und ihre i-mal nach x und k-mal 


nach y genommene partielle Ableitung bezeichnen wir mit zi, so dass 
wird *): 





*) Im Original werden die partiellen Ableitungen noch mit d geschrieben; 
in der Uebersetzung wenden wir iiberall die Jacobische Schreibweise mit 0 an, 
zu der mittlerweile auch der Verfasser tibergegangen ist. Anm, d, Uebersetzers. 
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(ii. eat tes tot aa 
_ oa Oy? ~~ ower? =) = judy’ ne Oy? 
ia git, 
ss “1 Satay 


Bei dieser Bezeichnung wird die partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung (die wir betrachten wollen) in allgemeinster Gestalt so lauten : 


(1) f(a, Y; @, z, @y) 2”, &) 2) =0. 


Wir wollen noch die folgende Bezeichnung verabreden: Wenn 
wir irgend eine Function mit partiellen Ableitungen n'e Ordnung: 


P(E, Yy 2, By py oy B, BMY, BM? Bn _1, Bn) 
i-mal nach # und k-mal nach y differentiiren sollen, so wollen wir 
den Inbegriff der Glieder des Ergebnisses, die die héchsten Ableitungen 
von 2, also die Ableitungen (n+ %-+k)' Ordnung nicht enthalten, 
mit gm; bezeichnen, so dass das Ergebniss der betrachteten Operation, 
wenn wir sie auf die Function » ausfiihren, so lautet: 


; rn) ; OD wnti-1 ap ots es 
Pt oe + je ett + ae ari pes 2 a. 


Nunmehr schreiten wir zur Integration der Gleichung (1). 


§ 2. 

Das Endziel bei der Integration der Gleichung (1) besteht darin, 
2 als Function von 2 und y zu bestimmen. Wiire dieses Ziel erreicht, 
so kénnten wir aus dem bekannten Ausdrucke fiir z¢ die Werthe der 
ersten und zweiten Ableitungen von ¢ finden, die die Gleichungen: 
(2) de=¢da+z2,dy, da’=a'da+e/dy, dz,=2/dx+z,,dy 
identisch erfiillten, Wenn wir umgekehrt fiir 2’, z,, z,, als Functionen 
von 2, y, 2, 2,2, solche Ausdriicke finden kénnen, die die Gleichung 
(1) identisch erfiillen und das System (2) vollstindig zu integriren 
erlauben, so werden wir aus drei Integralen dieses Systems durch 
Wegschaffung von 2’ und z, fiir ¢ als Function von z und y einen 
Ausdruck finden, der die Gleichung (1) befriedigt. 

Man kann daher sagen: Die Gleichung (1) integriren heisst, das 
System der Gleichungen (2) vollstindig integriren und zwar muss man 
in diesem die Coefficienten 2”, z/, 2,, als solche Functionen von 2, y, 2, 2’, 2, 
betrachten, die der Gleichung f = 0 und den Integrabilititsbedingungen 
des Systems identisch geniigen. 

Die Integrabilititsbedingungen bestehen augenscheinlich darin, 
dass in jeder Gleichung die vollstindige Ableitung des Coefficienten 
von dz genommen nach y gleich sein muss der vollstiindigen Ablei- 
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tung des Coefficienten von dy genommen nach x. Diese Bedingungen 
kommen fiir die Gleichungen (2) auf die beiden hinaus: 


a2” dz” de” zs, , 02, ” os, , 02, 
te ee te " Oz, op +i a +# ) gt % Gp 
( 


02, 02, oe 02,, 62, 1 08, 
te ' Oe gt %55= pg Su. bg” . 7 te ' Oe, : 











Anstatt die Werthe der drei Functionen 2”, 2, und z,, aus den 
drei Gleichungen (1) und (3) zu bestimmen und dann das System (2) 
zu integriren, werden wir uns unmittelbar mit dem Studium der Inte- 
grale dieses Systems beschiiftigen, die wir Integrale erster Ordnung 
der Gleichung: f = 0 nennen werden. 


§ 3. 
Es sei (x, y, 2, 2, 2,) = a@ eines dieser Integrale erster Ordnung. 
Das Differential dp muss augenscheinlich vermége der Gleichungen 
(2) identisch — was die beiden Bedingungen: 


(4) y+ a + a, oe =0, Y, + a, ae e+ “5 i = 0 


liefert, die nothwendig und hinreichend sind, damit die Gleichung: 
y =a ein Integral des Systems (2) sei. 

Je nach der Beschaffenheit der Functionen f und » kénnen die 
Gleichungen (1) und (4) entweder ausreichend sein, um 8”, z,, 2,, als 
Functionen von 2, y, 2, 2,2, zu bestimmen, oder nicht ausreichend. 
Dementsprechend werden wir die Integrale erster Ordnung der Glei- 
chung: f= 0 in zwei Classen eintheilen und werden als Integrale 
erster Ordnung und erster Classe der Gleichung: f =0 solche Gleichungen 
gy = a bezeichnen, von denen jede in Verbindung mit: f = 0 unzureichend 
ist, wm die zweiten Ableitungen von z zu bestimmen. 

Sehen wir zu, welche Gleichungen: f= 0 Integrale erster Classe 
besitzen und wie diese letzteren bestimmt werden. 


g 4, 


Indem wir der Kiirze wegen: 


a) @ dp. o 
(5) ee aes ao? B= — 9,35, OOF oe 
setzen, erhalten wir aus den Gleichungen (4): 
(6) s’=a—@.2Z,, o,=B—*. 


Folglich muss fiir Integrale erster Classe die Gleichung: 
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(7) f(z, Y,2,2,2,, 2—@.&,, #/,B —*)—=0 


identisch sein, unabhingig von dem Werthe von z,. 

, Denken wir uns die linke Seite der Identitéit (7) nach steigenden 
Potenzen von 2, entwickelt, so zerfallt diese in die folgende Reihe 
von Identititen: 


en (8) f (2; y, %, #, 2,, a, O, B) =O, 
2) of af , 1 af 

te- (9) © on" ee + @ 02, 0 | 

ng (o <2 , a, 7 ad ch 0 


| fir: e’"= a, ¢,/=—0, 2, =, 





0) 0 ; 0 
(oe ~ Oa, iia beats 

ag. ee 
mn die umgekehrt die Identitét (7) nach sich ziehen und diese mithin 

vollstiindig ersetzen. 

Damit daher die Gleichung: g = a ein Integral erster Classe der 290 

Gleichung: f= 0 sei, mtissen die Gréssen a, 8B, w, die aus den Ab- 
ng: leitungen von g gebildet sind, den Gleichungen (8), (9) und (10) 

geniigen. 
die Die Gleichung (8) wird im Allgemeinen nicht von a und £ frei 
als sein; wire es anders, so miisste sie selbst ein particulires Integral 
and. erster Ordnung ohne willkiirliche Constante sein. Lassen wir diesen 
et letzteren Fall ausser Acht, so bleiben, wenn Integrale erster Ordnung 
rale und erster Classe vorhanden sein sollen, nur die folgenden beiden 
gen Annahmen miglich: 1) Alle Gleichungen des Systems (9), (10) werden 
end befriedigt, wenn man zwei unter ihnen herausgreift und mit der Glei- 

chung (8) verbindet. 2) Alle Gleichungen des Systems (9), (10) sind 
_ algebraische Folgen einer unter ihnen und der Gleichung (8). 


§ 5. 

Im ersten Falle erhalten wir fiir a, 6, @ ein System oder einige 
Systeme vollstiindig bestimmter Werthe, von denen alle Gleichungen (10) 
und die Identitit (7) erfiillt werden. Ausserdem bekommen wir, indem 
wir die gefundenen Werthe von a, B, o in die Gleichungen (5) ein- 
setzen, zur apie My der Function g drei lineare Gleichungen: 


Pa 7) 
ope Et alo m0, tz, S4+ Ble m0 


eg op 
<" on = 0. 
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(11) 
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Wenn wir die folgenden Operationssymbole einfiihren: 


Oe a a a a a 
jg +8 og F% ag SA: jy + % oe +B ol 


a = © 
a *ao* 


so verwandeln sich die Gleichungen (11) in: 
A(y)=9, By) =9, 2y)—9, 


und zu deren Integration miissen wir, wie bekannt, das neue System 
von Gleichungen: 


A(B(g)) — B(A(g)) =9, B(Q@)) — 2(B@)) =9, 
2(A(p)) — A(2@)) =0 

bilden und zu jenen hinzufiigen, ein System, das in entwickelter 
Form lautet: 
[AMI BOB —% + BOE — LF —0 
" — 0° + {Q(a) + A(@)} 2% =0. 

Die Verbindung der Gleichungen (11) und (12) fiihrt zu den zwei 
Bedingungen : 
(13) B(«e)—@.A(p), w?.Q2(8) —a@. Bio) — Q(a) — A(@) = 0 
und ausserdem zu den vier Gleichungen: 


% + {a+¢.@.Q(8)—#. B(a)} 5% —0, 


of + {B.@ + 2,.0.2(8)— z,. B@)} “7 = 0, 


7] ) 0 

> - + {B(@) — @ . 2(8)} 5% =0, 
og op __ 

de, —en =, 


die zeigen, dass die Gleichung: » —a das Integral der Differential- 
gleichung: 


dz +a.dz,+{a.Q(p) — B(w)} dz — 

(14) — {Bo+z,.0.Q2(6)—2z,.B(o)fdy — 
—{e+2.a@.2(8)—#¢. B(w)$}dz=0 

ist, und wenn diese letztere den Integrabilitiitsbedingungen geniigt, so 


kann das Integral erster Classe: g@ =a gefunden werden und wird 
eine willkiirliche Constante enthalten, 





30 
‘d 
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Ohne bei der Entwickelung der erwihnten Integrabilititsbedin- 
gungen, die zu den Bedingungen (13) hinzukommen, zu verweilen, 


werden wir zur Untersuchung des zweiten in § 4 angegebenen Falles 
iibergehen. 


§ 6. 
Indem wir annehmen, dass die gegebene Gleichung (1) in Bezug 
auf die zweiten Ableitungen von ¢ nicht linear ist, bestimmen wir die 


Werthe von @ und # aus den Gleichungen (8) und (9) als Functionen 
von 2, ¥, 2,2, 2,, @ und es sei: 


(15) «=O(@), B=Y¥(o), 
so dass sich die Gleichungen (6) in: 


(16) 2"=O(@)—@.2,/, 4, =—¥(@) — 2 


verwandeln. (Die Functionen © und ¥ enthalten im Allgemeinen die 
sechs Gréssen 2, y, 2, 2’, ,, @, wir fassen aber besonders die letzte ins 
Auge, die sie nothwendig*) enthalten. Mit den Zeichen O'(@) und 
'(@) werden wir die nach @ genommenen partiellen Ableitungen 
der Functionen © und ¥ bezeichnen.) 

Nach der Voraussetzung werden durch die Werthe (15) alle Glei- 
chungen (10) erfiillt und die Grésse @ bleibt vollstiindig unbestimmt. 
Das bedeutet, dass in dem betrachteten Falle die Gleichung: 


(17) f(<, y, #, 2, ¢,, 0(@) —@.2,, 2, ¥(@) —*) =0 


@ 


identisch sein muss, unabhiingig von w und z,. Hieraus ziehen wir 
zwei wichtige Schliisse: 

Erstens. Indem wir in der Gleichung: f= 9 nur die beiden Ver- 
inderlichen 2” und z,, ins Auge fassen und beachten, dass die Glei- 
chung vermdége (17) identisch erfiillt wird (unabhiingig von o), sobald 
wir in ihr an Stelle jener Veriinderlichen die Werthe (16) einsetzen, 
schliessen wir, dass die Gleichung: f= durch Wegschaffung von @ 
aus den Gleichungen (16) erhalten wird. 

Zweitens. Indem wir die Identitiit (17) zwei Mal nach 2,’ differen- 
tiiren und aus den Ergebnissen die Functionen 0(@) und ¥(@) mit Hiilfe 
der Gleichungen (16) wegschaffen, finden wir zwei Gleichungen: 


6 0 
(18) ™ oP _ ie + 


*) Ausgenommen ist nur ein besonderer Fall der Ampéreschen Gleichung. 
niimlich (§ 14): He"+ Lz,+-HL+2'2,—2/2=0. Zusatz des Verf. 
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a 
es @* 572 — 20 perhge +2 oe oe, + 
ef 2 ef 1 ef _ 
+ 56 — @ Onde, + ato 9") 


und indem wir w aus diesen Gleichungen wegschaffen, erhalten wir eine 
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, der die Function f ge- 
niigt, wie auch die Functionen © und ¥ beschaffen sein mégen. 

In Wirklichkeit driicken diese beiden Schliisse ganz dieselbe, fiir 
die Function f charakteristische Eigenschaft aus. 


[§ 6a.]*). 

[Es ist auch méglich, dass das System (9), (10) durch die Glei- 
chung (8) und durch einen bestimmten Werth: a = 6 (2, y, z, 2’, 2,) 
befriedigt wird, und es ist leicht zu erkennen, wann dieser Fall ein- 
tritt. Wenn man den Werth: =o in die Gleichung (7) einsetzt, 
so muss die Gleichung: 

f(«, Y, 2, Z, £,,%— 64,, Z,, —*)—0 


schon vermége der Gleichung (8) allein bestehen; woraus sich schliessen 
lisst, dass ihre linke Seite mit dem Ausdrucke: 


f(a, y, 2, 2, 2,, %, 0, B) = O(a, y, 2, 2’, 2,, a, B) 
identisch wird. Demzufolge ist in diesem Falle: 
f(a, Y, %, 2, 2, 2", 8, %,)) = (a, Y, 2, 2, 2, 2+ 62,,2,,+ ). 
In der That, wenn man in der Gleichung: 
o(z, Y, 2,2, 2,,2° 4+ 62,, 2, 4+ *.) = 0 

die Substitution: 

a=a—oz,, 2,—=— fp — z 
macht, so erhalt man die Gleichung: 

(a, y, 2, 2, 2,, @—(@ —)z,, B+ “—* 2/) —0, 


die durch die Annahme: 





4 Wenn wir auf Grund von (16) die Grésse 2” als Function von z, und z,, 
betrachten, so verwandeln sich die Gleichungen (18) und (19) in die folgenden: 


ofF 2 F 11 FF _, 
02, 02, 02,, o 02,2 i 


Zusatz des Verf. 
**) Vom Verfasser neu hinzugefiigt. 
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o=d, (2, Y, 4, Z, &,, &, B) =0 
fiir jeden Werth von 2,’ identisch befriedigt wird. 


Von der Function f(a, y, 2, 2’, 2,, 2’, 2,/, 2,,) wird in diesem Falle 
die Differentialgleichung erster Ordnung: 


ef af , 1 af _ 


65 —azot+-—ft = 


a2 02, 6 02, 


identisch erfiillt,] 
§ 7. 


Nehmen wir an, dass die gegebene Gleichung (1) den Bedingungen 
des $6 geniigt und sehen wir zu, ob es immer ein Integral erster 
Classe: » = a giebt und wie dieses bestimmt wird. 

Indem wir mit Hiilfe der gegebenen Gleichung die Gleichungen 
(8) und (9) bilden und diese nach «@ und @ auflésen, finden wir die 
Functionen © und ¥Y. Nunmehr ergeben die Gleichungen (5): 


ap , OM 0p .09\ Oo 

oe + # oe + OG 52) Gr = 
a9 — 09) 09 _ 
ay +05 + ¥ G2 ‘oe)' ds, = 9 


und unsre Frage kommt auf die Untersuchung dieser beiden simul- 
tanen Gleichungen hinaus. Nach einem bekannten Verfahren*) bilden 
wir aus diesen beiden Gleichungen die neue Gleichung: 


C2 {0'(@) + a?’ (a)} = 29 {70 + 2, 2 + 


(20) 





’ oz 
¢ , - (3) y 
(21) + (¥(@) + @¥ (a) 2 — a ¥ (a) 23 — oF — 
—az 2% _ 6(o(0) — 08 (o)) — 06'(o) St, 
wo der Kiirze halber die Bezeichnung: @ — oe oe beibehalten ist. 
Sind die Functionen © und ¥ so beschaffen, dass: 
(22) O'(o) + oY (@) =0, 








*) Man denke sich fiir a, y, 2, 2’, 2, der Reihe nach geschrieben: 21, %2,... 2; 
und fiir den Differentialquotienten von g nach x; geschrieben p;; dann erscheinen 
die Gleichungen (20) in der Form: 

U(%, «++ Ws, Piy-> - Ps) =0, V(x, +++ Xs, Myy-- - Ps) =0 
und das ,,bekannte Verfahren‘ besteht in der Bildung und Nullsetzung des 
Poisson-Jacobischen Klammerausdruckes: 


5 
aU av _auav 
(uy) =>} (Gs, a, da, op) 
1 


Anm, d, Uebers. 
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a0 a 20 , a0 
ay + “, YY + (¥() + a (@)) éz, et 


(23) — a ¥' (0) 2 — oo — oe & 


Cx 2 


, av ’ ov 
— @ (8(@) — @0'(@)) =, — @@ (0) 5, =9 
ist, so ist die Gleichung (21) eine Identitét und zur Bestimmung der 
Function » bleiben nur die beiden Gleichungen (20) iibrig. 


Wenn wir die Gleichungen (20) durch ee dividiren und nunmehr 


2’ als eine Function von 2, y, z, 2, betrachten, die durch die Gleichung: 
y = a bestimmt ist, so verwandeln sich diese Gleichungen (20) in: 


47% _o(_ %)—0, 





(24) + iy  See g 
Zz 2 2 02 
ay +45 +3, 4% a0 
und zu deren Integration muss man bekanntlich noch zwei Gleichungen 
mit zwei willkirlichen Constanten b und ¢ aufsuchen: 
, oe » O8 O08 G2 O28 
F(a, Y, 2, 2, %,, 9a? ay’ 5e? oo) = b, 
s , 8 08 de Os) _ 
o(z, Y, %, &, &,, oa’ oy’ dz’ a) == C, 
die zusammen mit (24) solche Werthe der partiellen Ableitungen von 
Z liefern, die den Integrabilitiitsbedingungen geniigen. Das Integral 
der Gleichung: 
a9 08 Oe’ . ez —, | 
dz— = dx — By YY ae dz Da, dz, = 0 
wird gerade: m = a sein. . 
Wie wir sehen, hat die Gleichung: f = 0 in dem Falle, dass die 
Functionen © und Y den Bedingungen (22) und (23) geniigen, ein 
Integral erster Classe mit drei willkiirlichen Constanten. 


§ 8. 

Wenn die Functionen © und Y nur eine von den Bedingungen 
(22) und (23) erfiillen, so kommt zu den Gleichungen (20) eine neue 
Gleichung hinzu. 

Wenn wir zulassen, dass nur die eine Bedingung (22) identisch 
erfiillt wird, so verwandelt sich die Gleichung (21) in (23) und liefert 
einen bestimmten Werth fiir #; wir erhalten den in § 5 betrachteten Fall. 

Wenn wir annehmen, dass nur die eine Bedingung (23) identisch 
erfiillt wird, so verwandelt sich die Gleichung (21) entweder in (22) 
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und liefert einen bestimmten Werth von wo — der Fall des §5 — 
oder sie ergiebt: o =(Q. In diesem letzteren Falle muss man an- 


nehmen, dass die Functionen 0 und ¥ und folglich auch die gegebene 
Gleichung: f = 0 von z frei sind, und das Integral: gp =a enthilt 
zwei willkiirliche Constanten. 


§ 9. 

Wenn endlich gar keine von den Bedingungen (22) und (23) erfiillt 
ist, so miissen wir zu den Gleichungen (20) die Gleichung (21) hinzu- 
fiigen, die wir uns auf die Gestalt: 

(25) 0? _ 6 (a) 2% = 
gebracht denken wollen. 

Indem wir diese Gleichung mit jeder der Gleichungen (20) com- 
biniren*), um neue Beziehungen abzuleiten, denen die Function 


geniigt, gelangen wir zu den beiden Gleichungen (wo 6 (@) = = %*): 


(6 (c2) oe o 6’ («)) iad = {gs +2 a (0(@) si 00’ («)) 22 4 
(26) + 0'(@ ) 4 +2 
yo wy? oe —¢'(w 5c} Se ag 


6'(@)- 6% = (2 4 2,2 — @¥ (@) 5 + (¥(@) + oO (@)) HF + 








(27) ; +o — a (6 (@) — w0'(w)) & — 
— 06 ‘(@) = « | SF 


durch deren Vergleichung mit der Gleichong (25) wir erhalten: 
eee. ©)— ool) + O(a) 
28 0 16] 
(28) + 62 — («()—o6 a 00 — 6'(@) 22 = 
= 6(@)+{6(@) —a@o'(o)}, 
_ . eal ‘ 
ge te, Fo — OW (@) 5 + (¥() + OF) 5 + 
(29) + a — (o() —o 6 (o)) ay — o6'(@) o = 
= 6(@)6'(@). 


*) Nimlich in der Weise, die in der Anm, zu § 7 auseinandergesetzt ist. 
Anm. d. Uebers. 
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Wenn eine von diesen Gleichungen nicht identisch ist, aber doch einen 
bestimmten Werth fiir @ liefert, so haben wir den Fall von § 5; 
wenn dagegen beide Gleichungen (28) und (29) identisch erfiillt sind, 
so erhalten wir durch Integration der Gleichungen (20) und (25) ein 
Integral erster Classe: » =a der Gleichung: f =0, mit zwei will- 
kiirlichen Constanten. 


§ 10. 


Wir haben die Aufsuchung der Integrale erster Classe und Ord- 
nung der gegebenen Gleichung: f= 0 auf die Integration eines Systems 
von zwei simultanen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
zuriickgefiihrt. Es ist daher klar, dass, wenn die Gleichung: f = 0 ein 
Integral erster Classe mit zwei oder drei willkiirlichen Constanten 
zulasst, wir aus diesem Integrale durch Variation der willkiirlichen 
Constanten ein Integral erster Classe mit einer willkiirlichen Function 
erhalten. Indem wir unter: 

Z(x, Y, %, 2, Z,,a, b) =O 
ein zwei willkiirliche Constanten enthaltendes Integral erster Classe 
der Gleichung: f—0O verstehen und 0b gleich einer willkiirlichen 
Function g(a) setzen, erhalten wir ein Integral erster Classe der 
Gleichung: f= 0 mit einer willkiirlichen Function, sobald wir a aus 
den Gleichungen: 
aZ, a2 .. 
Z (x,y, 4, #, 2,4, p(a)) =9, aa + deca) ? *) = 9 

wegschaffen (vgl. Lagrange, a. a. O. 8. 101). 

Auf ahnliche Weise erhalten wir aus einem Integrale erster Classe 

mit drei willkiirlichen Constanten : 
F(a, y, 2, 2’, 2,, a,b, ¢) =0, 

indem wir ¢ gleich einer willkiirlichen Function g(a, b) setzen, ein 
Integral erster Classe mit einer willkiirlichen Function, sobald wir a 
und b aus den Gleichungen: 

, =—0, 4 OF ee _ yg OF , OF do 
F(x, y, 2,2, 2,, a,b, p) =0, da T Oy da 0, oo + dp ob 0 
wegschaffen. 

[Als Beispiel betrachte man die Gleichung; 
ve" + 2ry2/ + yz, =0 
und setze: — 


a=, ban TS 
x zx 


dann ergiebt die Gleichung: 
&— “8 — ys, = 9(a, b) 
durch Differentiation nach x und y;: 
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” , 7) 7] ‘ad , 
— && — ye, =— SOX 4 Mer 4 Ye — 4a), 
, dp 1 , a , 1 
—Z%8, — 9%, = se + SPle t+ 4e, +54), 
woraus man dureh Wegschaffung von ce die Gleichung: 


(1 : co) (a? 2" + 22y 2, +y" 2,,) =0 
erhalt. Zusatz d. Verf.] 

Aber hier zeigt sich eine Schwierigkeit, die darin besteht, dass 
die willktirliche Function von zwei Argumenten abhiingt, wihrend 
man bei der Integration von Gleichungen mit zwei unabhiingigen 
Veriinderlichen im Integrale nur wilikiirliche Functionen erwarten 
kann, die von einem Argumente abhiingen. Diese Schwierigkeit ist 
augenscheinlich identisch mit der, die Lagrange bei der Integration 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung angetroffen hat 
und die von Charpit beseitigt worden ist (vgl. Imschenetzkij, 
Sur lintégration des équations du premier ordre, trad. par Hoiiel, p. 41). 
Wir werden unsre Schwierigkeit auf ihnliche Weise beseitigen: bevor 
wir das Integral mit den drei willkiirlichen Constanten verallgemeinern, 
werden wir einer der Constanten einen besonderen Werth geben und 
sodann von dem Integrale mit zwei willkiirlichen Constanten zu einem 
Integrale mit einer willkiirlichen Function tibergehen. 


§ 11. 


Was wir Integral erster Classe und Ordnung mit zwei willkiirlichen 
Constanten nennen, nennt Lagrange ein vollstiindiges Integral erster 
Ordnung. In der That, wenn die Gleichung: 


(30) p(@,y, 2,2, 2,,6) =a 

ein Integral erster Classe der gegebenen Gleichung: f= 0 ist, so 
erhalten wir, indem wir sie nach x und y differentiiren, die Gleichungen 
(4) und wissen, dass die aus diesen letzteren bestimmten Werthe von 
2” und z,,, die die willkiirliche Constante 6 enthalten, der Gleichung: 
f = 0 identisch geniigen, unabhingig von b; das aber bedeutet, dass 


die Gleichung: f=0 aus (4) durch Wegschaffung von 6 erhalten 
wird. Wollten wir daher im Allgemeinen durch: 


F(a, y,2,2,2,,a,b)=0 298 


ein Integral erster Classe mit zwei willkiirlichen Constanten darstellen, 
so wiirden wir, indem wir dieses nach x und y differentiirten, zwei 
Gleichungen erhalten, und das Ergebniss der Wegschaffung der will- 
kiirlichen Constanten a@ und b aus den drei Gleichungen wire die 
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Gleichung: f=0. Folglich ist: F = 0 ein vollstiindiges Integral der 
Gleichung: f = 0. 

Hieraus folgt, dass, was wir Integral erster Classe mit einer will- 
kiirlichen Function genannt haben, ein Lagrangesches allgemeines 
Integral erster Ordnung ist. 

Es zeigt sich auf diese Weise, dass die Untersuchungen der vorher- 
gehenden Paragraphen die Untersuchung der Fille in sich schliessen, 
wann eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung ein voll- 
stindiges und ein allgemeines Integral erster Ordnung zulisst, und dass 
sie ein nothwendiges Glied in der Theorie der Gleichungen von dieser 
Kategorie bilden. 

§ 12. 
Es sei: 
9(%, Y, %, 2, 2,,b,¢c) =a 
ein Integral erster Classe mit drei willkiirlichen Constanten. Indem 
wir dieses nach x und y differentiiren, erhalten wir die zwei Glei- 
chungen (4) und da die hieraus bestimmten Werthe von 2” und z,, 
der Gleichung: f = 0 identisch geniigen , unabhiingig von den Werthen 
der willkiirlichen Constanten b und c, so folgt, dass die Gleichung: 
f = 0 aus (4) durch Wegschaffung einer dieser willkiirlichen Constanten 
erhalten wird, wobei von selbst zugleich auch die andre wegfillt. 

Allgemein, wenn: 

F(a, y,2,2@,2,, a,b,c) =0 
ein Integral erster Classe der Gleichung: f = 0 ist, mit drei willkiir- 
lichen Constanten, so erhalten wir, indem wir es nach x und y dif- 
ferentiiren, insgesammt drei Gleichungen, aus denen sich die drei 
willkiirlichen Constanten a, b, c wegschaffen lassen und das Ergebniss 
der Elimination wird die Gleichung: f = 0 sein. 

Einer solchen Elimination dreier willkiirlicher Constanten aus 
drei Gleichungen gedenkt Lagrange (a. a. O. S. 104), indem er sich 
auf die Bemerkung beschrinkt, dass sie nur in besonderen Fallen 
stattfinden kénne. 

Die vorhergehenden Untersuchungen zeigen, dass sie stattfindet, 
wenn die Gleichung: f=0O aus den Gleichungen (16) durch Weg- 
schaffung von @ entsteht, wobei die Functionen © und ¥ den Glei- 
chungen (22) und (23) geniigen. 


§ 13. 


Wenn die Gleichung: f = 0 ein Integral erster Classe zulasst und 
dieses Integral gefunden ist, so besteht die fernere Lésung der Aufgabe 
einfach in der Integration der partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung, die durch dieses Integral dargestellt wird. 
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In der That, wenn wir unter: 
O(2,y,2, 2,4) —A 


ein anderes Integral des Systems (2) verstehen, so erhalten wir aus 
diesem aihnlich wie bei (4): 


(Bl) Oe +e 0, 0,44 S42, 2 0, 
und die Verbindung der Gleichungen (4) und (31) liefert vollstindig 
bestimmte Werthe der zweiten Ableitungen 2”, z,,2,, und ausserdem, 
durch Wegschaffung dieser Ableitungen die Bedingungsgleichung, der 
die Function ® geniigen muss: 

o'. 2% — oy +, $2 —g,- 2 =, 
die wir auch erhalten wiirden, wenn wir unmittelbar zur Integration 
der Gleichung: g = a iibergingen, 

Auf diese Weise kann man von dem allgemeinen Integrale erster 
Ordnung zu einem endlichen allgemeinen Integrale mit zwei willkiir- 
lichen Functionen iibergehen und von einem Integrale erster Classe 
mit drei willkiirlichen Constanten zu einem endlichen Integrale mit 
fiinf willkiirlichen Constanten, das Lagrange vollstindig nennt. Das 
auf diesem Wege gefundene endliche vollstandige Integral kann augen- 


scheinlich in ein allgemeines mit zwei willkiirlichen Functionen ver- 
wandelt werden. 


§ 14, 


Indem wir den Functionen © und ¥ besondere Werthe ertheilten, 
konnten wir verschiedene Classen solcher partieller Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung finden, die ein allgemeines Integral mit zwei 
willkirlichen Functionen oder ein vollstindiges Integral zulassen. Wir 
beabsichtigen jedoch nicht, uns in der gegenwirtigen Abhandlung auf 
derartige Untersuchungen einzulassen und werden uns darauf be- 
schrinken, auf den Zusammenhang unsrer Untersuchung mit den 
Untersuchungen hinzuweisen, denen die Ampéresche Gleichung: 


f= Ha" + 2Ke/+ Lz,+U+ N(e"2,,—2/*) =(@ 
unterworfen worden ist. 

Fiir diese und, wie man sich leicht iiberzeugt, nur fiir diese Form 
der Function f verwandelt sich die Gleichung (19) in eine Identitat, 
unabhiingig von @; folglich kann man zur Bestimmung der Functionen 
© und ¥ schreiten. Indem wir die Bezeichnung: 

G= K*?+ MN—4HL 


einfiihren, finden wir aus den Gleichungen (8) und (9) ohne Schwierigkeit: 
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(32) N N ’ 
ei an — Sg BEES 8 


und, wenn wir diese Werthe in die Gleichungen (20) einsetzen, so 
gelangen wir gerade zu den Gleichungen, die Bour, Boole und 
Imschenetzkij betrachtet haben. Wir wollen erwihnen, dass die 
Gleichungen (20) nur in dem Falle linear sind, wenn die Functionen 
© und ¥ die Gestalt (32) besitzen, wenn also die zu integrirende 
Gleichung: f= 0 eine Ampéresche ist. 


g 15. 


Gehen wir iiber zur Untersuchung der Integrale erster Ordnung 
und zweiter Classe. 

Aus der unmittelbaren Betrachtung des Integrales: » = a selbst 
kénnen wir hier nichts ableiten, sondern wir miissen uns zu den Dif- 
ferentialgleichungen (2) wenden. 

Zuweilen ist es ziemlich leicht, besondere Werthe der zweiten 
Ableitungen: 2”, z,, z,, zu bemerken, die den Gleichungen (3) und 
f = 0 geniigen. Es ist aber klar, dass Erfolge dieser Art vollstiindig 
zufallig sind und keiner allgemeinen Untersuchung unterliegen. 

Um diese letztere auszufiihren, werden wir uns nicht unmittelbar 
an die Gleichungen (3) wenden, sondern die Frage nach der Bestim- 
mung der zweiten Ableitungen: 2”, z,, z,, etwas anders aussprechen. 

Es seien: 

(33) & (@, Ys % 2, @,, 8", 2, 2) = Ay, 

F, (x, Y; 2; @, od) a", 2 fy) =e 
zwei Gleichungen, die zusammen mit: f=—0 solche Werthe der 
zweiten Ableitungen von ¢ liefern, die den Integrabilitatsbedingungen 
des Systems (2) geniigen, und die Integrale dieses Systems seien: 
(34) F(a, y, #, 2, 2,2”, 2,/,%,)=a;, Fy=a, Fy —a,. 

Wenn wir die Gleichungen (33), (34) und: f= 0 differentiiren 
und die Differentiale der sechs abhingigen Veriinderlichen bestimmen, 
so muss das Ergebniss augenscheinlich mit den sechs Gleichungen: 


35 os =2 dz+z,dy, de =z’ dx+a2,/dy, dz, =2/dz+z,, dy, 
Oo) dz’ =2"da+e,"dy, dze/=z,"du+z,/dy, dz,—2,/dx+z,,,dy 
identisch sein. 


Wir kénnen daher sagen, dass die Gleichungen (33), (34) und: 
f = 0 Integrale des Systems (35) sind, in dem die dritten Ableitungen 
von z als Functionen aller iibrigen Verianderlichen betrachtet werden. 
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Damit die Gleichung: f = 0 ein particuliires Integral des Systems 
(35) sei, muss das Differential df augenscheinlich vermége der Glei- 
chungen (35) identisch verschwinden. Das liefert die zwei Bedingungen: 302 


P+ eerste et fe, ; = 0, 


é Pt 0 , 
f + 5 Zt » 484, + He, —0 


und wir hiitten die eames Ableitungen von 2 so zu bestimmen, dass 
sie den Gleichungen (36) und den Integrabilititsbedingungen des 
Systems (35) geniigen. 


Statt dessen werden wir wie in § 2 unmittelbar die Integrale des 
Systems (35) betrachten, die wir als Integrale zweiter Ordnung der 
gegebenen Gleichung: f = 0 bezeichnen werden. 

Auf diese Weise fiihrt uns die Aufsuchung der Integrale erster 
Ordnung und zweiter Classe ganz naturgemiss zur Aufsuchung der 
Integrale zweiter Ordnung. 


(36) 


§ 16. 
Ks sei: 


F(z, Y, 4, “, &,, 2", Z,, 2,) =a 
ein Integral zweiter Ordnung der Gleichung: f = 0. 
Aehnlich den Gleichungen werden wir haben: 


F’ + oF as a +o Fe," + oF ~ By = 0, 
(37) 


r+ rt Fu + Fs, <0. 


Je nach der Beschaffenheit der Functionen f und F' sind die vier 
Gleich ungen (36) und (37) entweder hinreichend zur Bestimmung der 
vier linear in ihnen auftretenden Ableitungen dritter Ordnung von z 
oder sie sind es nicht, Jenachdem werden wir daher die Gleichung: 
F =a als ein Integral zweiter Ordnung der Gleichung: f = 0 von der 
zweiten oder der ersten Classe bezeichnen. 


§ 1%. 303 
Betrachten wir die Integrale zweiter Ordnung und erster Classe. 
Wir wollen ein fiir alle Male verabreden, dass wir die Ableitungen 
der gegebenen Function f folgendermassen bezeichnen: 


De” = ? dz, = az,, 
so dass die Gleichungen (36) lauten: 
(38) f+Re"+Se74+T7e,=0, f,4+ Re +S8e, 4+ Tz, =0. 
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Wenn: F =a ein Integral erster Classe ist, so geniigt die Ver- 
bindung der Gleichungen (37) und (38) nicht, um die dritten Ab- 
leitungen von ¢ zu bestimmen, so dass eine von diesen Gleichungen eine 
algebraische Folge der drei tibrigen ist. Demnach kénnen wir vier 
solche, von den dritten Ableitungen von 2 unabhiangige Multiplicatoren 
W’,4,,u, 4, finden, dass wir, wenn wir die Gleichungen (37) und (38) 
damit multipliciren und addiren, auf der linken Seite Null bekommen. 
Diese fiir die Integrale erster Classe charakteristische Bedingung zer- 
fallt in die fiinf verschiedenen Bedingungen: 


(39) iE" + 1,F, + uf + “uf, = 0, 
v Fs eR =o, 


vee +4, Sete S+uRk= 








(40) 
ile inal 
orf 
A, 0z,, + ul =0. 


Indem wir die Gleichungen (40) der Reihe nach mit 4,3, — 4,22’, 


4,42, —A4’> multipliciren und addiren, schaffen wir die Function F 
weg und erhalten: 


(41) (RA?—SA,aA+ TH?) (w'd,—p,4’) = 0. 
Auf aihnliche Weise finden wir, indem wir die Gleichungen (40) der 


Reihe nach mit: — u,5, wu’, — w,u’?, w’® multipliciren und addiren: 


C oF a 
(42) oz’ u,? eo 7 Uy + oe ya! 2) (w'd, —p,4’) = 0. 


304 Die beiden Gleichungen (41) und (42) ersetzen zusammen zwei beliebige 





der Gleichungen (40). Sie werden beide erfiillt, wenn wir: 
wa, — yu, A’ =0 
annehmen, aber diese Annahme ist unzulissig, denn aus ihr erhalten wir: 
pod.v, pA, 
demnach ergeben die Gleichungen (40): 


oF oF , oF 
(a@) a7 = — vk, oe = Ss one 


diese drei Gleichungen aber zeigen, dass die zweiten Ableitungen von 
z in die Function F nur in der Verbindung / eingehen, sodass fiir: 
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f=0 die Gleichung: F =a gar kein Integral zweiter Ordnung ist. 
In Folge dessen verwandeln sich die Gleichungen (41) und (42) in: 
(43) Ri? —S8a, a’ + PH? = 0, ae B, ans i i uw? — 0, 
und zu diesen Gleichungen miissen wir noch zwei von den Gleichungen 
(40) und die Gleichung (39) hinzufiigen. 

Wahlen wir unter den Gleichungen (40) die beiden einfachsten 
aus, nimlich die erste und die letzte. Diese gestatten zwei unter den 
Multiplicatoren mit Hiilfe der beiden andern auszudriicken; wir wollen 
jedoch diese Ausdriicke nicht benutzen, sondern alle vier Multiplicatoren 
mit Hiilfe zweier unbestimmter Gréssen 4 und w ausdriicken, sodass 


die Gleichungen (40) identisch erfiillt werden; wir werden nimlich 
setzen : 


, ’ F or 
A=—R.,A, pm ea, 4,=— Tuy, “= 


Durch Einsetzung dieser Werthe verwandeln sich die drei Gleichungen 
(39) und (43), die noch geblieben sind, in die folgenden: 


. OF or . 
(44) Af a + vf, a — ARF’ — uTF,=0, 
oF F » 
(49) 5” ees & Au+ i uw’ =0, 
(46) R# — Siu t+ Tw’ =—0, 


die in Bezug auf die Functionen f und F' symmetrisch sind, wie 
vorauszusehen war, und homogen in Bezug auf 4 und uw. 

Diese drei Gleichungen miissen fiir: f—0, F =a erfiillt sein. 
Unter ihnen liefert die Gleichung (46) vollstiindig bestimmte Werthe 
des Verhiltnisses 4:m, sodann verwandeln sich die Gleichungen (44) 
und (45) in vollstindig bestimmte lineare partielle Differentialglei- 
chungen erster Ordnung fiir die Function F. 


§ 18. 
Die Gleichung (46) liefert, allgemein zu reden, zwei verschiedene 
Werthe des Verhiltnisses . Nennen wir diese: “ und: 2. Durch 


i 2 
Kinsetzung der gefundenen Werthe von 4 und w in die Gleichungen 
(44) und (45) erhalten wir zwei Systeme von Gleichungen, von denen 
das eine 4, und mw, entspricht, das andere A, und w,. Wir miissen 
jedes System besonders untersuchen. 
Wir wollen bemerken, dass die beiden Gleichungen (44) und (45) 
fir F =f identisch befriedigt werden, Ausser diesem particuliren 
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Integrale kann die Gleichung (45) nur noch ein einziges particulires 
Integral mit den zweiten Ableitungen von 2 besitzen, das zugleich ein 
Integral des Systems: 


(47) dz” —s diz dz,, 





sein wird. Nennen wir dieses Integral w, so miissen wir setzen: 
(48) F=F(u,f,2,y, 2, %, 2) 

und kénnen dann die Gleichung: F =a durch die folgende: 
(49) U= (2, Y,2,2,2,, a) 


ersetzen, die nunmehr das gesuchte Integral zweiter Ordnung und 
erster Classe sein wird. 


§ 19. 


Indem wir den Werth von F in die Gleichung (44) einsetzen, 
erhalten wir: 


0 0 . 
306 af’ oe + uf, 3 — ARw — alu, + 
r ’ Op » em ., 
(50) FAR + Pe + Be) + 
é , 7] 
+ ul (9, +584 + 52 4,)=0, 


und diese Gleichung muss sich vermége der Gleichungen: f = 0 und 
(49) in eine Identitit verwandeln, so dass, wenn wir 2” und z,, aus 
ihr wegschaffen, wir zu einer Bezichung gelangen miissen, die unab- 
hingig von z,’ erfiillt ist. In Folge dessen zerfallt die Gleichung (50) 
in eine Reihe von Gleichungen, denen die Function » geniigen muss 
und die entweder erstens unvertriglich sind, oder zweitens einen Werth 
von m mit einer willkiirlichen Constanten oder einer willkiirlichen 
Function liefern. Dementsprechend hat die gegebene Gleichung: f = 0 
entweder erstens kein Integral zweiter Ordnung und erster Classe oder 
sie hat gweitens ein Integral dieser Art, das entweder eine willkiirliche 
Constante enthilt oder eine willkiirliche Function, in die ¢ und dessen 
Ableitungen bis héchstens zur ersten Ordnung eingehen kénnen. 

Nehmen wir an, dass irgend ein Integral erster Classe bekannt 
ist, und sehen wir zu, wie die tibrigen Integrale des Systems (35) 
gefunden werden. 


§ 20. 


Wenn wir neben: f=0, F—a unter > = A ein neues Integral 
des Systems (35) verstehen, so haben wir: 
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o 4+ Ser 4 Be; ob = i, = (), 

(51) r z, 02,, 
%, + ae,” + ed Z,, + 4, = 0. 
Da unter den Gleichungen (37) und (38) nur drei von einander unab- 
hingig sind, so liefert die Verbindung der Gleichungen (37), (38) 
und (51) die Werthe der vier dritten Ableitungen von z und ausserdem 
noch eine von den dritten Ableitungen von z freie Gleichung, die zur 
Bestimmung der Function ® dienen wird. Man kann diese letztere 
Gleichung auch finden, indem man zugleich die vorhergehende Unter- 
suchung der Integrale zweiter Ordnung und erster Classe in etwas 
anderer Form darstellt, ausgehend von den folgenden Erwigungen. 

Obgleich unter den vier Gleichungen (37) und (38) nur drei von 
einander unabhingig sind, so kann nichtsdestoweniger keine einzige 
unter ihnen mit einer andern, diese fiir sich genommen, identisch 
sein, denn die entgegengesetzte Annahme fihrt nothwendig zu den 
Gleichungen (@) von §17, Daher sind die drei ersten Gleichungen 
von (37), (38) und (51) schon an und fiir sich hinreichend zur Be- 
stimmung der drei Ableitungen 2’, 2, 2, und die drei zweiten Glei- 
chungen von (37), (38) und (51) sind schon an und fiir sich hin- 
reichend zur Bestimmung der drei Ableitungen ¢,, 2',, 2 


ia 
Wenn wir der Kiirze wegen: 


or oF . 
= R,, az, — S, ? 5, = 1 1 
setzen und unter A die Determinante: 


a> 8 Go 


de §=60z, =, 
R 8 f 
a & & 


verstehen , so erhalten wir einerseits: 
( vee ’ Y “y ry’ od ’ vw La 
Ae” = 9 (TS,—S8 +s (if —TF)+ 
@ / wv J ¥' 

+ $2 (SF —S,f), 


~~ o° (LF —T,f') + % (RT, — TR,)+ 


0D pp y , 
+ 5, (Rif — RF), 
Asi, = 29 (Sf —- SF) + 2° (RF — By’) + 
+ % (SR, — RS,). 


Mathematische Annalen. IL, 29 
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und andrerseits: 
Ag” ; ao ' 
As; = 0, (18,—87,) + 2 (rf, — TP) + 
® 
+ - (SF, ra S,f,) ? 
, om , 
oxy Om mar FF — Bh) + % BT, — TR) + 
o, ; 
+ a (Rif, —RF,), 
o ; ® ' 
Az, = a. (S,\f, —SF,) + - (RF, — Rf) + 
+ %, (SR, — RS,). 


Indem wir die Ausdriicke fiir Az; und Ag’, in dem einen und dem 
andern Systeme vergleichen, finden wir: 





oo , 7 o® : 
ag (TF — TP) + oe; (TF, — Tf) + 
® » ie dd . 
+ 2° (Rf — RF’ + 8f,— 8F)+ 
(53) + O(RT, — TR,) + %,(ST, — TS) =0, 


@ v , Tae Pal o® , > 
o& (8, f ~ SF + T,f,- TF) +2 (RF — Rf) + 


+ $2 (RE, — Ryf,) + % (SR, — RS,) + 
| + , (TR, — RT) =0. 
Wir haben auf diese Weise zwei Gleichungen bekommen, denen 
die Function ® geniigen muss. Aber gleichzeitig wissen wir von 
vornherein, dass, wenn: /’—a ein Integral erster Classe ist, nur 
eine derartige Gleichung bestehen kann. Damit demnach: F = a ein 
Integral erster Classe sei, miissen die zwei vorhergehenden Gleichungen 
nothwendig identisch sein, das heisst, bei Benutzung zweier Multipli- 
catoren A und uw miissen wir erhalten: 
w(PP — Tf) +A(S,f — SF + 2f,— TF) =0, 
u(TF, = 1; f,) + ACRE" op Rf’) =0, 

(54) \e(R,f — REF +S8,f, - SF) + A(RF,—R,f,) =0, 
w(RT, — TR) + ASR, — RS,) =0, 
u(ST, — TS,) + a4(TR, — RT,))= 0. 

Indem wir die beiden letzten Gleichungen der Reihe nach mit 
wT und AR multipliciren und die eine von der andern abziehen, 
andrerseits sie mit 4 und w multipliciren und addiren, erhalteu wir: 
(2, R — R, 7) (Ra? — Sau + Tu’) =0, 

S(R, a + Tu) = 8 (Ra + Ty). 
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Die erste dieser Gleichungen verwandelt sich einfach in die Glei- 
chung (46) und sodann liefert die zweite die Gleichung (45). Endlich 
gehen die drei ersten der Gleichungen (54) in die eine Gleichung 
(44) iiber. 

Indem wir auf diese Weise von der Betrachtung eines zweiten 
Integrals: @ = A der Gleichung: f= 0 ausgegangen sind, haben wir 
zu gleicher Zeit die Gleichungen (44), (45) und (46) gefunden, die 
das Integral erster Classe: F' = a bestimmen, ferner die mit einander 
identischen Gleichungen (53), die das Integral: © — A bestimmen und 
ausserdem die Gleichungen (52) und (52’), das heisst, die Werthe der 
dritten Ableitungen von 2. 

Wenn das Integral: ® = A, das augenscheinlich eine willkiirliche 
Function enthalt, gefunden ist, so bleibt zur vollstindigen Lésung 
unsrer Hauptaufgabe noch iibrig, die Werthe der dritten Ableitungen 
von z in die Gleichungen (35) einzusetzen und die iibrigen drei 
Integrale dieser Gleichungen zu finden, oder, was ganz dasselbe ist, 
die zweiten Ableitungen von z aus den Gleichungen: f=0, F—a, 
® = A zu bestimmen und das System (2) zu integriren. Es ist klar, 
dass, wenn ein Integral erster Classe: F =a mit einer willkiirlichen 
Function bekannt ist, wir dann ein endliches allgemeines Integral mit 
zwei willkiirlichen Functionen finden. Wenn ein Integral: F = a mit 
einer willkiirlichen Constanten bekannt ist, so erhalten wir, wenn wir 
uns auf eine particulire Lésung der Gleichung (53), ohne willkiirliche 
Gréssen beschrinken, schliesslich fiir ¢ einen Ausdruck mit finf will- 
kiirlichen Constanten, das heisst, ein Lagrangesches vollstindiges 
Integral, das in dem gegenwirtigen Falle im Allgemeinen nicht dieselbe 
Beschaffenheit haben wird, wie ein vollstindiges Integral, das aus 
einem Integrale erster Ordnung und erster Classe mit drei willkiirlichen 
Constanten gefunden worden ist (§§ 12, 13). 


§ 21. 


Die Gleichung: @ = A, die durch Integration der Gleichung (53) 
gefunden worden ist, wird, allgemein zu reden, ein Integral zweiter 
Classe der gegebenen Gleichung sein. Sollte sie ein Integral erster 
Classe sein, so miisste die Function ® augenscheinlich der Gleichung 
(53) geniigen und zwei Gleichungen fahnlich (44) und (45). Es ist 
bemerkenswerth, dass, wenn die Systeme, die aus den Gleichungen 
(44) und (45) erhalten werden und von denen das eine den 
Werthen 4, und yw,, das andre den Werthen 4, und uw, entspricht, 
beide der Integration fahig sind, dass man dann von diesen beiden 
Integralen das eine als Function J’, das andre als Function ® nehmen 
kann. In der That, nehmen wir an, dass die Function / den Werthen 
4, und mw, entspricht, so dass: 
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(44’) auf R, +47, —4,RF’ —u,TF,=0, 
(45/) Ria? — SA, + Tye? = 9, 
so werden wir zeigen, dass die beiden Gleichungen: 
” ~ O® _ o® : 
(44 ) A} og” + Hof, 0z,, a A, RO _ Uy To, = QO, 
aad A) 9 2®d and i 
(45 ) Te A? — 5a Ay tty + 53, {ty* = 


die Gleichung (53) nach sich ziehen. 
Da a und as die Wurzeln der Gleichung (46) sind, so haben wir: 
1 te 
Raya, = Tuy wy 
und diirfen setzen: 
u, = Ra, A, = Tuy. 
Durch Hinzufiigung der Gleichung: 
Ra,? — 8a,u, + Ta, =0 
zu der Gleichung (45’) finden wir zwischen 4, und pw, zwei Beziehungen, 
die den beiden letzten Gleichungen (54) thnlich sind, und bekommen: 
u, = SR, — RS,, A, =TR, — RT,. 
Demnach sind die zwei letzten Glieder der Gleichung (44”’) mit den 
beiden letzten Gliedern der zweiten Gleichung (53) identisch. Wenn 
wir endlich zu der Gleichung (44”) die mit: 
RF —Rf 
Ag ue 
multiplicirte Gleichung (45”) hinzufiigen, so erhalten wir die Gleichung: 


, , RF’ —R,f\ 20 1. Bo 
a, (¢ 4 42 =A) (RF — Rf) 2S + 


RF’ — R,f'\ ee ; 
+ tH, (f, + <= mf) i. —A,RY — uw, TO, =0, 


die mit Hiilfe der gefundenen Werthe von A,, u., A,, u, leicht in die 
Gleichung (53) tibergefiihrt wird; das aber war zu beweisen. 


§ 22. 
Wenn die Aufsuchung von Integralen zweiter Ordnung und erster 
lasse nicht gelingt, so muss man sich zu den Integralen zweiter Classe 
wenden. Es ist klar, dass man auf Grund derselben Erwiigungen wie 
in § 15 ganz naturgemiiss zu den Integralen dritter Ordnung iibergehen 
kann und wenn es bei dieser neuen Untersuchung nicht gelingt Inte- 


grale erster Classe zu finden, so geht man zu den Integralen vierter 
Ordnung iiber und so fort. 
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Betrachten wir allgemein Integrale n'*" Ordnung: 
” 


7 » , ” —l —2 ’ —s 
F(a,y,2,2,2,4 pence, amt, am B d,s 2 ey B,) Sa. 


Die Frage nach der Integration von: f= 0 erscheint hierbei in der 
folgenden Gestalt: 
Gegeben ist ein System von 


(nF 1) (n+ 2) 
Gleichungen: : 
dz =gdx +2,dy, 
dd =a'da +2/dy, ds, =2/du +4,dy, 


(55) det == "dx + a tdy, daw *=artdz+ dy, 


+) Mbp = 2-14 + 2ndy, 





» ” n en . on 
dam = attdu + erdy, dan-t== ada + 2e-tdy, 
' s+, den = ede + aayidy, 


wo die Coefficienten von da und dy in der letzten Reihe als Func- 
tionen aller iibrigen Gréssen vorausgesetzt werden. Ausserdem ist 
gegeben das System der 

(n— 1)n 


° 


= 








Gleichungen: 

{ f(a, Y %, #, &)) a"; %, 2,,) _ 0, 

f +Re” +84 47%,=0, f, + Rey +824 72,0, 
fo +e +82" 472, =0, f+ Re" +82, +72, =0, 
(56) fy, + Riz, + Sz, + T x4) = 0, 





L $e 8, i ‘yfet Re, +S82,_,+ Te, =0, 
und die Coefficienten der letzten Reihe der Gleichungen (55) sind 
unter einander durch die » linearen Beziehungen: 


*‘(n—1) Ret -t- Sz -- Te 1 0, fe) Re “fb Sz-1 
{ ’ ” , ’ ” 


\ + T20,*=0,..., fra Rens + Se, + Tens =0 
verkniipft, Es wird verlangt, solche Werthe dieser Coefficienten zu 
finden, die das System (55) integrabel machen, und sodann dieses 
System wirklich zu integriren. 

Bemerken wir hierbei, dass sich jede der Gleichungen (56) auf 
Grund des entsprechenden Paares von Gleichungen der folgenden 
Reihe und jede Gleichung der letzten Reihe auf Grund des entsprechen- 
den Paares der Gleichungen (57) als ein particuliires Integral des 


(57) 
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fo) 4+ Re 4+ 84 Tet 0, fi) 4 Ret 4 Se 
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Systems (55) erweist, so dass, sobald die unbekannten Coefficienten 
gefunden sind, nur noch 


(m+ 1) (m-+2)—(m—1)n_ 
a oe Se} I 

Integrale des Systems (55) zu finden bleiben, die dann zugleich Inte- 
grale n'** Ordnung der gegebenen Gleichung: f = 0 sein werden. 


g 23. 


Indem wir uns zur Betrachtung der Integrale n'** Ordnung: F = a 
wenden, bekommen wir zwei Gleichungen: 


y oF +1 oF n sf oF y a 
F +.” tie™ +:: + ae =f +55, * n = () 
(8) oF oF oF 
F, + az" a” +3; _ gn +: “+ a -" fn + ig. ant = 0, 





und wenn es nicht mdglich ist, aus diesen beiden Gleichungen in Ver- 
bindung mit den » Gleichungen (57) die m + 2 Ableitungen (n+ 1)" 
Ordnung der Function z zu bestimmen, so werden wir die Gleichung: 
F =a ein Integral erster Classe nennen, wihrend wir die iibrigen 
Integrale zur zweiten Classe rechnen. 

Die Bedingung dafiir, dass die Gleichung: F —a ein Integral 
erster Classe sei, kinnen wir ausdriicken, indem wir annehmen, dass 
die Summe der Gleichungen (57), die der Reihe nach mit gewissen 
Gréssen f,, @o,..-. Mn multiplicirt sind, identisch gleich ist der Summe 
der Gleichungen (58), diese multiplicirt mit gewissen Multiplicatoren 
WV, 4,. Diese Bedingung zerfallt in die folgenden »-+ 3 Bedingungen 


(59) yf wf tea hr eH nthe tah FA F,, 
My R=? ie 
oz 


wS+p.R mw 2% ata, 


CF a 1 


u, T + u,8 +u,R=21.- or +4, 





aa" n—2 go)’ 
F ar 
(60) HT +48 +R =r “= p+ 4, 





Une T + toiS + uo, R=id', oF +4 oA 
ent n— 





02 
oF or 
nail + un»S = 02, + A, ae,_,’ 
unl - a =. 


’ 02, 





@- 
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Indem wir die x + 2 Gleichungen (60) der Reihe nach mit: 
Ant, —i,* , +41 v , —A td ‘, ooey 4? (—a’)* i 1, A, (—4’)", (—a’ys# 
multipliciren, erhalten wir: 


(61) (RA2— SA,¥ 4TH) (ude — wy APN pew ar8N? —- ep 


+tn(—A'y) = 0, 


eine Gleichung, die erfiillt wird, wenn entweder der erste oder der 314 
zweite Factor verschwindet. Aber es ist nicht schwer sich zu iiber- 
zeugen, dass die zweite Annahme unzulissig ist, so dass also die 
Gleichung (61) tibergeht in: 

(62) Ria?P?—Saav+Tv?—0. 


In der That, wenn der zweite Factor gleich Null ist, so kann 
eine der darin auftretenden Gréssen durch die »-+ 1 iibrigen aus- 
gedriickt werden, die einstweilen willktirlich bleiben. Statt dessen werden 
wir alle Gréssen uw mit Hiilfe von 4’, 4, und m — 1 neuen willkiirlichen 
Gréssen ausdriicken, so dass wir durch Wegschaffung dieser letzteren 
za der urspriinglichen Gleichung zuriickkommen kénnen, wir werden 
niimlich setzen: 


My = 1,4, by = 2A mY A,, by = VA + %A,,.~-5 


Un—1 = Va-1 x + Vn—2 4,, Un = Va-1 A, : 


Durch Einsetzung dieser Werthe in die Gleichungen (60) verwandeln 
wir diese in die » + 1 folgenden von einander unabhingigen: 


Sv,+ Rv, = - 


Ry, 


= oF 
az"’ 


or 





eT 
62" 


oF 
oa* ‘ 


Ty, +S», + Ry, = 2 


n—3? 
oe, 


Tv, +S8Sv,+Ry,= 


ae 4 
02,1” 


TVn-2 a Sv,—1 


oR 
TVn-1 = za, . 

Wenn wir mit dem Buchstaben D das Differential bezeichnen, das 

unter der Annahme gebildet ist, dass sich nur die n'™ Ableitungen 

von ¢ andern, so erhalten wir auf Grund der vorhergehenden Glei- 

chungen: 
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DF =v, D(Rae +S +Te-)+v,D(Ra- +S? 4 Tors) + 


+--+ Vy D(Rep-2+S8 erat T én), 

eine Gleichung, die zeigt, dass die me" Ableitungen von ¢ in die 
Function /' nur in den » — 1 Combinationen eingehen, die auf der 
rechten Seite auftreten, so dass die Function F mit Hiilfe der Glei- 
chungen (56) auf die (n— 1)’ Ordnung zuriickgefiihrt werden kann 
und also die Gleichung: F —a kein Integral n‘** Ordnung ist, was 
der Voraussetzung widerspricht. 

Der Bequemlichkeit wegen werden wir an Stelle von A’ und 4, 
zwei neue Grossen A und w einfiihren, indem wir setzen: 


= Rai, A,= Tu, 
sodass sich die Gleichung (62) in 
(63) R#?— SAut+ Tw’? =0 
verwandelt. Wir wollen das System (60) auf eine soleche Form bringen, 
bei der jede Gleichung nur eine Ableitung von F enthiilt. Die erste 
Gleichung gentigt dieser Bedingung. Indem wir die beiden ersten 
Gleichungen der Reihe nach mit: — 4,, 4’ multipliciren und addiren, 
sodann die drei ersten Gleichungen mit: 4,2, — A, a’, a’? multipliciren 
und addiren, sodann die vier ersten Gleichungen mit: — 4,5, 4,72’, 
— A, a’*, 4% multipliciren und addiren u. s. f., erhalten wir ein neues 
System, das die angegebene Bedingung erfiillt und das mit Hiilfe der 


Gleichung (62) schliesslich in die folgende einfache Gestalt iibergeht: 
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oF 
aa” _ My, 


a 


F 
ew — 4 + we, 


oF 
(64) 94 aa Mt + UyH, 


er 
BA 57 = Bak + ne, 


OF _ 
{ « 02, = En. 








Dieses System ersetzt zusammen mit der Gleichung (63) das System 
(60) vollstiindig. Es ergiebt leicht die Werthe von 


Mi>- 


«+ Un 


‘ 


und ausserdem eine von 


Mya +++ Un 
freie Gleichung. Diese letztere lautet: 





a 
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oF oF 
An — {r—iy a An- 2a 2 way of we + 
a2" 02 _ a 
(65) 


+ Aw 5h + (—ay 5 = 0 


indem wir noch die Werthe von u,,... @, in die Gleichung (59) ein- 
setzen und der Kiirze wegen den Ausdruck: 

u” a daca ue i—1 AK" —i—1 + uw i- 3,3 far — i + (._ay" | 
mit s; bezeichnen, erhalten wir: 


. = 
(66); os 


Auf diese Weise wird die Aufsuchung der Integrale n'* Ordnung und 
erster Classe schliesslich auf die Gleichungen (63), (65) und (66) 
zurtickgefiihrt. Fiir m= 2 ergeben diese Gleichungen wieder die 
Gleichungen (46), (45) und (44). 





wu su Seat + Spt aie —| = 


= w'-(RAF’ + TuP). 


§ 24, 


Die Gleichung (63) liefert im Allgemeinen zwei Werthepaare: 
A,,W, und A,,@,, denen zwei verschiedene Gleichungensysteme (65) 
und (66) entsprechen werden. 

Es ist nicht schwer, sich zu tiberzeugen, dass diese beiden Glei- 
chungen identisch erfiillt werden, wenn man fiir J’ die linken Seiten 
aller der Gleichungen (56) einsetzt, die Ableitungen »'*" Ordnung 
von g enthalten. Ausser diesen » — 1 particuliren Integralen kann 
die Gleichung (65) augenscheinlich nur noch ein eingiges Integral mit 
den n' Ableitungen von ¢ besitzen, und wenn wir das dieser Glei- 
chung entsprechende System von gewdhnlichen Differentialgleichungen 
hinschreiben , so bemerken wir leicht, dass man, thnlich wie in § 18, 
als neues Integral (#’—= a) annehmen kann: 


Wana + Aen — P(L, YY, B+ +) Bnet), 
wo @ eine willkiirliche Function von z, y, 2 und von den Ableitungen 
bis héchstens zur (n— 1)" Ordnung bezeichnet. 

Indem wir den Werth von F in die Gleichung (66) einsetzen 
und die Ableitungen n'* Ordnung von ¢ mit Hiilfe der Gleichungen 
(56) und: F’ = @ wegschaffen, gelangen wir zu einem Ergebniss, das 
nur eine Ableitung n'* Ordnung von ¢ enthilt und das in zwei Glei- 
chungen zerfallt, aus denen wir unter Benutzung der Gleichungen (56) 
die Function g bestimmen miissen. 


oO 


17 
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Auf diese Weise kénnen wir uns entweder iiberzeugen, dass es 
unméglich ist m zu finden und dass also keine Integrale n'" Ordnung 
und erster Classe vorhanden sind, oder wir kénnen einen Ausdruck 
fiir m und folglich auch fiir das Integral n'** Ordnung finden, der 
eine willkiirliche Constante oder eine willkiirliche Function enthilt. 

Sobald ein Integral erster Classe bekannt ist, bietet die fernere 
Lésung der Aufgabe keine Schwierigkeiten. Wenn wir mit: ® = A 
ein neues Integral des Systems (55) bezeichnen, so ist es nicht schwer, 
eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung zu finden, 
der die Function ® geniigt. Entsprechend den Gleichungen (58) 
haben wir: 


, » OO a® ee ,, 
440" +250 ++ 55 % == (), 





(67) A 
ee a i el 
Die erste dieser Gleichungen in Verbindung mit der ersten der Glei- 
chungen (58) und mit den Gleichungen (57), nach Ausschluss der 
letzten, liefert die Werthe von z"t', z.",...2,. Sodann liefert die 
zweite der Gleichungen (67) in Verbindung mit der zweiten der Glei- 
chungen (58) und mit allen Gleichungen (57) nach Ausschluss der 
ersten ihrerseits die Werthe von By ON oy Saige Indem wir die 
auf dem einen und auf dem andern Wege gefundenen Werthe von 
a, av-1,...#, einander gleichsetzen, entstehen  Gleichungen, die 
in Bezug auf die Ableitungen der Function linear sind und die in 
eine einzige Gleichung iibergehen, die noch zu integriren ist. 

Wenn jedes der Systeme, die aus den Gleichungen (65) und (66) 
fiir A, und w,, 4, und w, hervorgehen, eine Liésung zulisst, so kénnen 
diese beiden Lésungen als die Functionen F und ® genommen werden. 

Kénnen wir ein Integral erster Classe mit nur einer willkiirlichen 
Constanten finden, so erhalten wir, indem wir uns auf eine parti- 
culare Lésung fiir @ beschranken und dann das System (55) integriren, 
einen Ausdruck fiir z mit 2x -+ 1 willkiirlichen Constanten, Ist ein 
Integral erster Classe mit einer willkiirlichen Function bekannt, so 
kénnen wir noch ein zweites Integral: ® = A mit einer willkiirlichen 
Function finden und die Integration des Systems (55) wird fiir 2 einen 
Ausdruck mit zwei willkiirlichen Functionen und mit 2% — 1 willkiir- 


lichen Constanten liefern, die sich méglicherweise mit den willkiirlichen 
Functionen vereinigen. 








ct i i 


oOo = 
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§ 25. 


Durch die vorhergehenden Untersuchungen wird augenscheinlich 
die Frage nach der Integration simultaner Gleichungen vollstindig 
beantwortet, wenn die eine unter diesen von der zweiten Ordnung ist, 
wobei die iibrigen als Integrale dieser Gleichung betrachtet werden 
miissen. 

Wir machen schliesslich noch eine Bemerkung. 

Die vorhergehenden Untersuchungen sind unter der Annahme 
durchgeftihrt, dass R und T nicht gleich Null sind. Diese Annahme 
lasst sich immer verwirklichen, indem man die unabhingigen Ver- 
iinderlichen transformirt, falls die Gleichung: f=0 2” oder z,, nicht ent- 
halten sollte. Aber auch ohne zu einer solchen Umformung der gegebenen 
Gleichung: f= 0 zu greifen, kann man aus den Gleichungen (59) 
und (60) ohne Schwierigkeit Formeln ableiten, die den Fallen: R= 0 
oder: TJ=0O oder: R=—O und: Z—O entsprechen. Wir wollen 


erwihnen, dass man in diesem letzteren Falle entweder oF aw ® 


2” 
F 
nehmen muss oder oF as 

08, 











Zur Theorie der linearen Substitutionen. II. 
Von 


Aurrep Loewy. 


In einer unter dem gleichen Titel in diesen Annalen (Bd. 48, 
p. 97 ff.) veréffentlichten Arbeit, welche ich im Folgenden mit I citire, 
habe ich folgendes Theorem (p. 106) aufgestellt: Fiihren zwei dhn- 
liche lineare Substitutionen U, und U, dieselbe quadratische Form 8S 
von nicht verschwindender Determinante kogredient in sich tiber, so 
konnen sie durch eine Substitution R, welche auch ebendieselbe quadra- 
tische Form S in sich transformirt, in einander iibergefiihrt werden. 

U, = RU,R-'. 

Der Zweck der folgenden Zeilen ist es, einen neuen Beweis 
dieses Satzes zu geben. Die Methode dieses Beweises gilt in unver- 
iinderter Weise wie fiir die symmetrischen so auch fiir die alternirenden 
bilinearen Formen. Infolge dessen kénnen genau analoge Betrach- 
tungen, wie wir sie in I, § 4 fiir die symmetrischen Formen anstellten, 
jetzt auch fiir die alternirenden Formen durchgefiihrt werden. Hier- 
durch wird eine in Herrn Tabers Arbeit ,,On the Automorphic Linear 
Transformation of an Alternate Bilinear Form‘*) offen gelassene 
Frage, naimlich nach den nothwendigen und zugleich hinreichenden 
Bedingungen dafiir, dass eine lineare Substitution, welche eine alter- 
nirende Form von nicht verschwindender Determinante kogredient in 
sich tiberfiihrt, als Quadrat einer linearen Substitution, welche dieselbe 
alternirende Form in sich itiberfiihrt, darstellbar ist, zur Entscheidung 
gebracht. 

Seien U, und U, die Symbole fiir zwei lineare Substitutionen, 
welche beide dieselbe beliebige symmetrische [alternirende] bilineare 
Form S von nicht verschwindender Determinante kogredient in sich 
transformiren; es sei: 


U,'8U,=—8; U,8U,—8. 


*) Math. Annalen, Bd. 46, Heft 4. 
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Da U, und U, nach Voraussetzung ibnlich sind, so giebt es eine 
Substitution P, dass: 
U, =m F Pe U,; P 


wird. Setzt man diesen Wert des U,, sowie 
U, = P’U,' (P-")’ 
in die Gleichung: 
S=U,S8U,, 
S- PU, (P-')’.8. P-'0U, P. 


UU = S U,-'8-' 


so folgt: 
Fiihrt man: 


ein, so ergiebt sich: 


S = P’SU,-'S-'.(P-')'SP-"0U, P. 


Hieraus folgt: 
U,(PS-! P'S) = (PS-'P’S). U,. 
Bedeutet nun: 


a4(PS-'P’S) 
eine beliebige ganze Funktion von: 
PS-'P'S, 


so wird: 


4(PS—-! P'S) U, = U,x(PS-' P'S). 
Fiihren wir mit Herrn Frobenius*) auch gebrochene Potenzen 
linearer Substitutionen ein, so ist die mit 
1 
(PS-'P’S)* 
bezeichnete Form auch eine ganze Funktion von 
PS-'P’S; 
mithin wird: 
1 1 
(PS-' P'S)? U, = U,(PS-' P’S)*. 


Infolge dessen ergiebt sich, wenn 


1 
R=(PS-'P’S) *P 
gesetzt wird: , 
1 
R-1U, R= P-. (PS-' P'S)’. U,(PS-'P’S) *P 
= P-'U,P— U,, 
U, = RU,R-'. 


Ich behaupte nun, die Substitution: 
1 
R=(PS-'P’S) *P 


*) Frobenius, Ueber die cogredienten Transformationen der bilinearen 
Formen. Sitzungsberichte der Berliner Akademie. 16, Januar 1896. § 1. 











450 A. Loewy, 


fiihrt bei beliebiger Wahl von P die symmetrische [alternirende] Form 


S cogredient in sich iiber; denn: 
1 


1 
R’'SR= P'(SPS-—' P’) *S(PS-'P’'S) *P, 
1 


.P’SP(S- PSP) * 


1 
= (P’SPS-) ? 
1 


=(PSPS-) *.(P’SPS-»).S(S-1P’SP) * 
1 


-_ 


tol = 


= (P’SPS-')? .(P'SPS-1) 
= §. 
Hiermit ist unser Satz erwiesen. In dem Specialfall S — E hat Herr 
Fro benius*): 


8 


1 
(PP’) *P 
als orthogonale Substitution angegeben. 

Wenden wir uns nun zur ausschliesslichen Betrachtung der alter- 
nirenden Formen von nicht verschwindender Determinante. Es gilt 
zunichst folgender Satz: 

Bildet man das Quadrat von allen nicht singuliiren Substitutionen, 
welche von der Form**): 

(S+Y)-'(8 — ¥) 
sind, wo Y eine beliebige symmetrische Form ist, und welche die gegebene 
alternirende Form S von nicht verschwindender Determinante cogredient 
in sich iiberfiihren, so erhilt man hierdurch von den singuldren Sub- 
stitutionen, die S in sich dberfiihren, ausnahmslos alle diejenigen, bei 
denen die charakteristische Function die Elementartheiler (9 + 1)? paar- 
weise besitet. 

Der Beweis ist genau analog wie in I, § 4, p. 107 und 108 fiir 
symmetrische Formen zu fiihren. Es gelten bei alternirenden Formen 
folgende Thatsachen: Ist ein Product von Elementartheilern der Art 
vorgegeben, dass diese paarweise von gleichem Grade sind und fiir 
reciproke Werthe Null werden, mit Ausnahme derer, welche fiir den 
Werth + 1 oder — 1 verschwinden und einen geraden Exponenten 
haben, so giebt es stets eine Substitution P, mit den vorgeschriebenen 
Elementartheilern der charakteristischen Function, welche eine alter- 
nirende Form S, von nicht verschwindender Determinante cogredient 
in sich iiberfiihrt***). Ferner sind auch alle alternirenden Formen von 
nicht verschwindender Determinante congruent. 


*) Frobenius, a, a, O. § 3. 
**) Vgl. etwa Taber a. a. O. § 1 in Bezug auf diese Formel. 
***) Frobenius, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen. Journ, 
f, d. r. u, ang. Math, Bd, 84, p. 41. 
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Da unser Beweis auch fiir d = 0 gilt, so finden wir auf neue 
Art das bereits von Herrn Taber*) ausgesprochene Resultat: 

Die nicht singuldren Substitutionen, welche von der Form: 

(S+ Y¥)*S—Y¥) 
sind, kinnen ausnahmslos auch als Quadrate dargestellt werden. 

Herr Taber**) theilt die Gesammtheit der linearen Substitutionen, 
welche eine alternirende Form S von nicht verschwindender Deter- 
minante cogredient in sich tiberfiihren und welche eine Gruppe bilden, 
in zwei Arten ein, Er nennt eine Substitution von der ersten oder 
zweiten Art, je nachdem dieselbe als Quadrat einer linearen Substitu- 
tion der Gruppe darstellbar ist oder sich dieser Darstellung entzieht. 

Nach I, § 3 sind keine weiteren Substitutionen als diejenigen, 
deren charakteristische Function die Elementartheiler (g + 1)’ paar- 
weise besitzt, [hierbei kann auch 0 =O sein, d. h. die charakteristische 
Function hat keinen Elementartheiler (@ + 1)’ und wir haben eine 
nicht singulire Substitution] als Quadrate nicht singuliirer Substitu- 
tionen darstellbar. 

Man zeigt auf dieselbe Art wie in I, §3, dass durch Quadriren 
von singuliren Substitutionen dieser Kreis auch nicht erweitert werden 
kann. Hieraus folgt: 

Die nothwendige wnd hinreichende Bedingung dafiir, dass eine 
lineare Substitution, welche eine alternirende Form S von nicht ver- 
schwindender Determinante cogredient in sich iiberfiihrt, nach der Taber- 
schen Bezeichnung von der ersten Art ist, lautet: die charakteristische 
Function der linearen Substitutionen muss die Elementartheiler der 
Form (e + 1)* paarweise besitzen. 

Ferner gelten folgende Siitze: 

Durch das negative Quadrat von (S + Y)-'(S — Y) werden alle 
singuldren Substitutionen dargestellt, welche die alternirende Form S in 
sich iiberfiihren und deren charakteristische Function die Elementar- 
theiler der Form (9 — 1)" paarweise besitet. 

Das zuletzt angefiihrte Resultat der Darstellung als negatives 
Quadrat gilt auch fiir y—0; diese Substitutionen, welche Herr 
Frobenius in seiner grundlegenden Arbeit***) in der Form: 

(8+ ¥)-"(¥—8) 
als Normaltypus angiebt und welche wir auch nach unserer in I an- 
gewandten Terminologie als nicht singuliire Substitutionen bezeichnen, 
kénnen nach der Taber’schen Bezeichnung von der zweiten Art sein; 
dies tritt ein, wenn die charakteristische Function der Substitution 





*) Taber, a. a. QO. § 7. 
**) Taber, a,a.O. $1 und § 7, 
***) Journ, f. d. r. u, ang, Math, Bd, 84, p. 37. 








452 A, Lozwy. Zur Theorie der linearen Substitutionen. II, 


einen nicht paarweise auftretenden Elementartheiler (9 + 1)*, wo a >1 
ist, besitzt. [« — 1 ist unméglich, denn dann wiirde der Elementar- 
theiler (9 + 1) nach dem Frobenius’schen Fundamentalsatze*) paar- 
weise auftreten.] 

Mit unseren Hilfsmititeln beweist man auf neue Art den bereits 
von Herrn Taber ausgesprochenen Satz **): 

Jede Substitution , welche eine alternirende Form S von nicht ver- 
schwindender Determinante cogredient in sich iiberfiihrt, ist stets als 
2m -+- 1' Potenz einer Substitution, welche auch S in sich transformirt, 


darstelibar; m kann hierbei jeden beliebigen ganzzahligen Wert an- 
nehmen. 


Rawitsch, im August 1896. 





*) Journ. f. d. r, u. ang. Math. Bd. 84, p. 41. 
**) Taber, a. a. O. § 7. 


In meiner Arbeit: I (Bd. 48) ist folgender Druckfehler zu verbessern: 
p- 104 Zeile 14 lies: —V-+ oF statt V+ oH. 








Verwendung asymptotischer Darstellungen zur Untersuchung 
der Integrale einer speciellen linearen Differentialgleichung. I. 


Von 
J. Horn in Charlottenburg. 


Die —— 
“$3 Y+(ae+b oo + (a,2 + b,)y = 0 


sei unter der Voraussetzung, dass die Gleichung a? + a,a-+ a, = 0 
zwei verschiedene Wurzeln besitzt, auf die Form gebracht: 


(A) @O% 4 (+a, +2) 9% + (w+ (a, — a2) y = 0%), 


_ wobei der Einfachheit halber ganzzahlige Werthe von A,, 4, und 


A, + 4, ausgeschlossen seien. Die Differentialgleichung (A) _besitzt 
zwei linear unabhangige Integrale 


y, = G, (x) 

Y= 2-4-h-1G, (2), 
wo G,(x), G,(x) ganze transcendente Functionen sind. Zweck des 
Folgenden ist die Untersuchung des Verhaltens der Integrale von (A) 


in der Umgebung der singuliren Stelle x = oo unter Benuteung der 
divergenten Reihen 








*) Dies wird erreicht durch die Substitution 


Fiir 4, =4,=n -3 ist ~~ die Differentialgleichung 
l 
oY + anti) + ay =o, 


welche aus der Bessel’schen Differentialgleichung 


@J ,idd n 
tate de tl me) J =0 


durch die Substitution J = «"y hervorgeht, 
Mathematische Annalen. IL. 30 
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: A A 
Ss, = eza-4-1(A, + = + = +... ) 


S, = e-#ae(B, + 284 8 +---), 


durch welche die Differentialgleichung formell befriedigt wird. 

Die Bedeutung, welche diesen Reihen trotz ihrer Divergenz zu- 
kommt, wurde zuniichst im Specialfall der Bessel’schen Differential- 
gleichung untersucht*); namentlich sind aber die Untersuchungen von 
Poincaré**) iiber die asymptotische Darstellung der Integrale allgemei- 
nerer linearer Differentialgleichungen durch die Thomé’schen Normal- 
reihen hervorzuheben***). 

Ich méchte zuniichst zu den im Specialfall der Bessel’schen Func- 
tionen am weitesten durchgefiihrten Entwickelungen}) einige Ergiin- 
zungen hinzufiigen, wobei ich das Ziel verfolge, das Verhalten der 
Integrale méglichst in der ganzen Umgebung der singuliren Stelle 
% = co zu untersuchen; ich ziehe jedoch vor, gleich die allgemeinere 
Differentialgleichung (A) zu nehmen, weil die aus der Bessel’schen 
Differentialgleichung hervorgehenden Reihen S,, S, wegen der Ueber- 
einstimmung der Potenzen 24-1, z—-+-! mit Riicksicht auf die spiitere 
Verwendung dieser Reihen zu speciell sind. 

Der vorliegende erste Theil hat hauptsiichlich den Zweck, die 
Grundlage fiir die im zweiten Theil zu behandelnden Anwendungen 
der asymptotischen Darstellungen zu liefern; dabei handelt es sich 
namentlich um die Lage der Nullstellen der Integrale der Differential- 
gleichung in der Umgebung der singuliiren Stelle 2 = oo und damit 
zusammenhingende Untersuchungen (z. B. iiber das Geschlecht der 
ganzen transcendenten Functionen G(x), G,(x)). 


§ 1. 
Die Differentialgleichung (A) wird durch das Integral 


y= J (e —i)h(e + therde 


*) Poisson, Journ. de I'Ec. Pol., cah. 19. — Lipschitz, Crelle’s Journ. Bd. 59. 
— Hankel, Math. Ann. Bd. 1. — Jordan, Cours d’Analyse, Bd. III (1887). — Weber, 
Math. Ann. Bd. 37, 

**) Poincaré, Amer. Journ. Bd. 7, Act. math. Bd. 8. — In Betreff des Rechnens 
mit asymptotischen Reihen sehe man auch Poincaré, les méthodes nouvelles de 
la Mécanique céleste, Bd. II. — Auch die Untersuchungen von Kneser iiber gewisse 
lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung (Crelle’s Journ. Bd. 116 und 117) 
gehiéren hierher. 

***) Dass auch fiir nicht lineare Differentialgleichungen divergente Reihen 
zur asymptotischen Darstellung der Integrale benutzt werden kiénnen, zeige ich 
in Aufsiitzen, welche demniichst in Crelle’s Journal erscheinen. 
+) Jordan, Cours d’Analyse, Bd, III (1887), 8, 253 ff. 
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befriedigt, wenn der Integrationsweg / so gewahlt wird, dass 
Jae — i (e+ iter] = 0 
ist*). Wir betrachten zuniichst die beiden Integrale 


(1) m= f(e— Hse + iherds 


2) n= fe — Me + irerrae; 


l, (l,) besteht aus der Geraden G = oop, welche mit der positiven 
reellen Axe den Winkel x — arg a bildet, einem in positivem Sinn 
durchlaufenen Kreis C mit dem kleinen Radius y um den Punkt ¢ =i 
(bezw. 2 == — 7) und der 
Geraden G' = p co**), 

Wir untersuchen das Ver- 
halten von y, und », fiir , _ 
grosse Werthe von |z|, wot Gp) 
indem wir die in Picard’s Cc 
Traité d’Analyse, Bd. III, 
S. 375 ff. im Anschluss 
an die citirten Arbeiten 
Poincaré’s gegebene Dar- 
stellung, welche sich aller- 
dings auf eine allgemei- Ae 
nereDifferentialgleichung = » — {*)) 
bezieht, fiir unsere Zwecke 
erganzen ***), 

Um zunichst 9, fiir 
reelle positive Werthe 
von « (arg z= 0) zu er- ~—? 
halten, nehmen wir den geradlinigen Theil des Integrationsweges 1, 
parallel zur reellen Axe an, und zwar von der linken Seite her aus 
dem Unendlichen kommend. Die Werthe der vieldeutigen Ausdriicke 
(2—)4, (¢-++-%)* seien dadurch bestimmt, dass am Anfang des Weges 
1, im Unendlichen arg (¢—i) =a, arg(¢+%)=27) angenommen 
wird. Das Integral (1) stellt, ohne dass der zuletzt beschriebene 














*) Jordan, Cours d’Analyse, Bd. III, S. 253 ff. 
**) In Fig. 1 sind die integrationswege J,, J, fiir arga—0 dargestellt, 
**+) Man sieht, dass auch ein Theil der folgenden auf die Differentialgleichung 
(A) beziiglichen Entwickelungen allgemeinere Giiltigkeit besitzt. ; 
+) arg a bedeutet das Argument g der complexen Zahl a=re'?. 


30* 
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Integrationsweg geiindert wird, die Function 4, dar, so lange arg x 


zwischen —= und = liegt. Zur Fortsetzung dieser Function drehen 


wir den geradlinigen Theil des Integrationsweges 1, in beiderlei Sinn, 
so weit es ohne Durchgang durch den Punkt 2 = —i méglich ist. 
Dabei kann arg (2 — 7) sowie arg (¢-+7%) am Anfang von J, zwischen 
— . und "2 variiren, Fiir arg (¢ —7) = arg (¢+%) = stellt das 
Integral (1) die Function y, fir 


7% 3x 
3 —~a2<argrz«<c >a 


bid 


dar. Wenn sich also zwischen — ; 


und = bewegt, so ist y, fiir 


—a<argu< 2a 


dargestellt. Man kann also, mit reellen positiven Werthen von x be- 
ginnend, die Veriinderliche x nahezu eine halbe Umdrehung im nega- 
tiven Sinn und nahezu eine volle Umdrehung im positiven Sinn aus- 
fiihren lassen, ohne dass die Gestalt des Integrationsweges 1, geiindert 
werden muss (abgesehen von der Richtung des gradlinigen Theiles). 

Wir nehmen, unter @ eine beliebig kleine positive Grésse ver- 
stehend, = arg (¢ —i) = arg (¢+7%) am Anfang von 1, zwischen 
—x-+é und 3a —d 





n und lassen arg x von x — @ nach beiderlei Rich- 


= 7 8 ab- 
weichen, so dass die Function », 
durch die Formel (1) fiir Argu- 
mente von x zwischen — x +-0 

' und 2a — 0 dargestellt ist. 

¥ Setzt man in (1) ¢ an Stelle 
von ¢— i, so hat man 


(3) mm er [e+ 20% eae 


$20 mit dem in Fig. 2 angegebenen 
Integrationsweg / (aus den Theilen 
G, C, G bestehend), an dessen 
Anfang im Unendlichen jetzt 
arg¢—=@, arg (¢-+- 21) —@ ist. 
Im Anfangspunkt p des Kreises C, 


2 2 


tung héchstens um 














Fig. 2. dessen Radius r jedenfalls kleiner 
als 1 sein soll, ist arg ¢ = , arg (¢-+ 2%) nahezu gleich ¢- 


Fiir |2| < 1 ist 





heel OS oo aA 


n~ 


)- 


I 
l- 


le 
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‘ ; as 
(+ 2% = @iA(1 + 5) 
=A tAet Atte, 

wo ini 

r(a siti oe 
(4) Au = Fat 1) (as— a+ 7 Cres A= Bi 
gesetzt ist. Da indessen die Binomialreihe nicht auf dem ganzen 
Integrationsweg / convergirt, so setzen wir 
(5) (2+ 2th =A, +Ae+--> +A e+ R,; 


auf dem geradlinigen Theil G von / setzen wir einfach 
n= (2+ 21) — |S) Ayers 
“=O 


da zwei positive Gréssen g und @ so vorhanden sind, dass 
Ay | <ge% (Uu=), 1, 2,...) 
ist, so ist auf dem Kreis C 


ao @ 
n+l 
|Bu| <>) |Aul «lel <>! got lelt = 22 Jen, 
u=n+1 usn+l 
wenn rg < 1 angenommen wird. 
Wir berechnen 


ny et? girtl oe “9g a(e + 2ijre*dz = > A,» vh+t } arte erdg 
&u=0 “ 
+ att | Rise de. 


Die Substitution zz = — y ergiebt ' 


yr 
a) getueedg = oe “ss os J yotue-vdy **)s 


der Integrationsweg L, welcher aus / durch die Substitution v¢——y 
hervorgeht, besteht aus der Geraden G =ooy, an deren Anfang 
arg y= 2 = arg x -+ w — am ist, dem Kreis © mit dem Radius r|z| 
um y= 0 und der Geraden G’ = » oo (Fig. 3). Es ist 


—*t* <e< 


x—d 
2 J 





*) Bei den hier auftretenden Potenzen von 27 ist arg (2?) == anzunehmen; 
dann ist auf dem Kreis C arg (1 + =) nahezu gleich Null, d. h. es ist derjenige 


a, 
Werth der Potenz (1 + =) zu nehmen, welchen die Binomialreihe geliefert hat. 


**) Hierbei ist arg (— 1) = angenommen. 
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da arg z von x — @ nach beiderlei Richtung héchstens um s—* ab- 
weichen sollte. Wir haben*) 


[otnerndy = (en — Ta, + a+ 1), 


da der Integrationsweg Z durch einen Weg ersetzt werden kann, 
welcher mit arg y= 0 aus dem Unendlichen kommt, den Punkt y=0 
umschliesst und lings der positiven reellen Axe in’s Unendliche geht. 





ay, 








' Fig. 3. 
Zur Bestimmung von 


(6) i, = “— sherds 


zerlegen wir den Integrationsweg / in den kreisférmigen Theil C und 
die geradlinigen Theile G, G’. Wir haben zunichst 


a,’ a= ane | R, (2) . zhe* dz 
= (he f(D herd, 


also 





®aottl n+l 
ipnin [ 9@ he 
la, | <e.|2 J tere \a\™F ye ¥dy| **) 


c 


ge"t! (° 
= ee of ettendy 


e get +n41 
< 5G, fitevanl 


“* Jordan, Cours d’Analyse, Bd. Il, 8. 257. 
**) Dabei ist ¢ > |(—1)4|. 














0- 


n, 


it, 
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das letzte Integral liegt aber fiir alle Werthe von & zwischen ast 


und s—* unter einer bestimmten endlichen Grenze. Nach Angabe 
einer beliebig kleinen positiven Grosse ¢ lasst sich also eine positive 
Grosse R so bestimmen, dass fiir |z| > R |a,’| < ; ist, welchen Werth 


zwischen — x-+-0 und 2% —0 auch das Argument von x haben mag, 
mit anderen Worten, «,’ convergirt fiir lim |z| = co zur Grenze Null 
und zwar gleichmissig fiir alle Argumente von x zwischen —2-+0 
und 2a — 0. 

Wir betrachten ferner 


Oy” = one R, creda, 


wo 


n 
Ry = (¢ + 21) — >) A. 2! 
u=0 


ist. Es ist eine positive Grosse h so vorhanden, dass fiir 


— ny 32a—od 
le| >, as < arg 2< > 


E log z+ Az log (2-+ 2%) 24) 
Fs 


[oa 2i)e| < le 
ist. Wenn arg x= von x — @ hochstens um 





<i, 
also 


s—8 abweicht, ist 


. oO 
— |2]|# | sin > 


| e**| == el#!|2| cos(~+9) <— @ . 


° : — (jeisin $a) j51 
| adi < fi - dja 
— (\z\sin—a)> 


j . oO 
|%|sn>—h 


also 


Fir uw = 0,1,... 2 ist 
aictets fatetnersda = (— 1 Ache an 4 yan ev dy. 
ir 
Die Substitution y = ¢e'* ergiebt dafiir 
(— ])tcbett gn—m . Gite) 9 rte e—t(cos d-+-isin D) jt 
r | 


mit einem absoluten Betrag kleiner als 
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@o 
2 3 é 
kha pre fete) e* "2 dt *) 
r(x] 


ao 
o 


é 
<h laf MAtme* Fae. 


r\a| 


Wir haben also 


len"| <|attets|.| for(e + Bi)morrds 
ti 


n 
+ > (Au « ae gatueredg 
ud / 


_ (#1 sing — a) 




















_ | achat | e + 
|@| sin 5 —h 
n on ; 
+ > IA . bain f mactoemrt at 
u=0 4. 


Der letzte Ausdruck nihert sich mit unendlich wachsendem |z| der 
Grenze Null. Man kann R so wahlen, dass fiir 
jzJ>R, —x+06 <argaz < 2a ~— 3, |\een”’ | <= 
ist. Schliesslich ist 
tal ae aictett | Ruthe=de 
¥ 
on om alti aaa en rth g,”; 
¢ 


es ist demnach, wenn KR hinreichend gross genommen wird, fiir 
je] >R, —x+8< argu <2x—9, |m”|<=- 


Nun ist «, = a,'+ a@,"+ a,"; nach Annahme einer beliebig 
kleinen positiven Grésse ¢ liisst sich also eine positive Grésse R so 
bestimmen, dass 


|@n| <é& 


jz7j >R, —x+0<argaz < 2x— 9; 
d. h. @, convergirt bei unendlich wachsendem |«| zur Grenze Null, 


und zwar gleichmissig fiir alle Argumente von x zwischen — x + 6 
und 2x — 0. Es besteht nun die Gleichung 


ist fiir 


*) Es ist |(— 1) tet! fatty) — 5% gir — =< a <= 





a. & 2 fet 2 Oe 
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e-i# gic tl — > (— aybtertt (e264 _ ty ra te +1) A, 
—— = 


a, 
+ nm? 
Zz 
oder wenn 
(7) Ay = (— Lpstet (ete — 1) (ay wt 1A 
gesetzt wird, 


; A 4, | % 
(8) my eat (Ay + ep... 4 pS). 
x 7 
Wir sagen, die Function », werde durch die divergente Reihe 
iz 1 A A 
(9) 8, = eta(4,+ 44+ 44---) 


fiir grosse Werthe von |z| asymptotisch dargestellt, und zwar gleich- 

missig fiir arg « zwischen — 2+ 0 und 2%— 0. Fig. 4 veranschau- 

licht das Giiltigkeitsgebiet der asymptotischen Gleichung y, cv S,*). 
Aus der Gleichung (6) 


— a. R,cherde 


erhalt man Eid 
ad 


a 
= = ghtet? J Riwherde : (— in’ 


+ (A, + a+ latte [ R,crerde, wa : 
t Bz 
Das zweite Glied dieser Summe con- 
vergirt fir lim z=—oo zur Grenze 
Null und zwar gleichmissig fiir die 
angegebenen Argumente von x, ebenso 
das erste, wie sich aus der bisherigen 
Entwickelung dadurch ergiebt, dass man 4, durch 4, + 1 ersetzt. 
d 
aa gleichmissig zur Grenze Null, ebenso 


xv 





2 





Fig. 4. 


Demnach convergirt auch 2 


P a, 


Fat abies [Ryseterds + 2(4,+ 0+ Iyarint f Ryatteeds 
a 


+ (A, +m + 1) (a, + nate Rasherds 
t 


und allgemein 
d’ a 
2” —~ (v=0,1,2,...). 


ax” 





— 


*) In der unteren Halbebene ist die Function a, zweiwerthig; man erhilt 
a,’ oder a”, je nachdem man sich von der positiven reellen Axe aus im nega- 
tiven oder positiven Sinn dreht. 
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Die Ableitung 4" wird durch die Reihe 


aS, , i A,’ 
ae ‘iat eee (A, +. = + .- ), 
welche durch formale Differentiation der Reihe S, entsteht, in dem- 


selben Sinne asymptotisch dargestellt, wie die Function y, durch die 
Reihe S,. Durch Differentiation der Gleichung 


= ¢i@ ght (4 +A+---4345) 
S = 0 2 2 x 
erhalt man - 
1 :' we my Gn 
a = dxaa-t( A, Se = + *t), 
wo 
, da, ° (4+2-+ 1a, (A+++ 1A, 
{=a + ta, — - ee ee ee 
gesetzt ist. Letzterer Ausdruck convergirt aber nach dem Vorangehenden 
gleichmiissig zur Grenze Null. Man sieht so, dass die asymptotische 
Gleichung 7, co S, beliebig oft differentiirt werden kann. 
Die Function 4, ist dadurch ausgezeichnet, dass sie, wenn R hin- 
reichend gross genommen wird, in dem Gebiet 


ja4j>R, —ax+0< argez < 2x—9 
keine Nullstellen besitzt*). Es ist », = e*a-4—1(A,-+ a); nach An- 
nahme einer positiven Grosse ¢ < |A,| lisst sich eine Grésse R so 
bestimmen, dass fiir |z| > R, —x2+ 06 < argu < 2a—0 |a| <2, 
also |Ay + a@,| > |A,| — |a@| > |A,| — 6 > O ist; da auch der Factor 
e'*74 fiir keinen endlichen Werth von x in dem angegebenen Gebiet 
verschwindet, so gilt das Gleiche fiir »,. 

Aehnlich ist die Function 4, zu behandeln. Wir nehmen zuniichst 
(Fig. 1) am Anfang des Integrationsweges |, arg (¢—7)—=2, arg(2-++-i)— 
an, so dass das Integral (2) fiir — =< arga<$ einen Sinn hat. 
Der geradlinige Theil des Weges 1, kann, ohne dass der Punkt 2=i 
iiberschritten wird, in positivem Sinn um 90° und in negativem Sinn 
um 270° gedreht werden, so dass das Anfangsargument @ von 2 — i 
und z+ ¢ zwischen 5 und oe variirt. Das Integral (2) hat einen Sinn, 


so lange arg z um weniger als ~ von 2— abweicht, d. h. fiir 
5 —o<arga< ss _ o. Die Function y, ist demnach, ohne dass 
die Gestalt des Integrationsweges 1, geindert zu werden braucht, durch 


*) Diese Eigenschaft geht verloren, wenn arg x nicht zwischen den an- 
gegebenen Grenzen bleibt. 
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das Integral (2) fiir — 2% < arga < a dargestellt. Ersetzt man in 
(2) 2+ 4% durch 4, so hat man 


(10) N. = e-** (2 — 2ijrzherdz, 


und zwar ist am Anfang des 
jetzt mit 1 bezeichneten Inte- © 
grationsweges (Fig. 5) 

arg 2=@, arg (¢-+2i)—o@ 
und in dem in der Nihe 
von 0 gelegenen Punkt p 


arg ¢=, arg (2 — 2%) 4 
nahezu gleich =. Wir setzen 7" 
(2 — 21) 
=(—2ir(1— 28) 
= B, + Byz + Biz? +- 


indem wir die Bezeichnung 
benutzen: Fig. 5. 

(a, + 1) ; ion 
(1) Be penta een (2d! By = (— 2H). 
Genau wie oben finden wir 


ae (e—2ijrerds 


— 3 TG +H+DB, | By 





WL 








7 zm oS 
oder, wenn 
(12) Bu (— 1bett(ts — 1), tw $1) -B, 
gesetzt wird, i p 
= e~it gi By ae =m — 
(18) mere (B By oe), 
wo B, sowie on ~ (v==1,2,...) mit unendlich wachsendem |z| 


fiir alle EE. von x zwischen — 227-40 und x — @ gleichmiissig 
zur Grenze Null convergirt**). Die Function 7, ist dadurch aus- 
gezeichnet, dass sie fiir hinreichend grosse endliche Werthe von |2| 


*) Hierbei ist arg (— 2%) = *. 


**) Die Function £, ist in der oberen Halbebene zweideutig; man erhilt 67 
oder B;;, je nachdem man sich von der positiven reellen Axe aus in negativem 
oder positivem Sinn dreht. 
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nicht verschwindet, wenn arg x zwischen den bezeichneten Grenzen 
bleibt (Fig. 6). Wir sagen, die Function . werde durch die Reihe 


(14) 8, = eta (B+ 434...) 


fiir grosse Werthe von |2| 
asymptotisch dargestellt, und 
zwar gleichmissig fiir alle Ar- 
gumente von x zwischen 


(3;) 
me —2e+8 ud x—9@, 
es ~t-o <) / -24+9__--- e 
td AR 


= Wir fassen das Bisherige 
“at ) in den Satz zusammen: 
Das Integral y, der Diffe- 
3 rentialgleichung (A) wird durch 
die Reihe 
S, = ety! 
A A, 
(44+3+3+4--), 
Fig. 6. das —" ny, durch die Reihe 
8, = eiz2-+-1(B, + 2 bp S +: ..) 
fiir grosse Werthe von |x| asymptotisch dargestellt, und zwar n, 
gleichmassig fiir —x+0<argz4<2x—0, Y gleichmissig fiir 
—22+0 < argz < a — 0*); d. h. wenn man 
, A, 
nme (44 44...4 24) 


a 





vial 





m= teat (By + 4... + 4 Pe) 
a’ 

setet, so convergirt mit unendlich wachsendem ai &, sowie x” — 

x 

(v= 1,2,...) gleichmissig fiir alle Argumente von x zwischen —x-+- 0 

a’ B 

und 2x — 98, dagegen B,, sowie x” a (v= 1,2,...) gleichmdssig fiir 
x 

alle Argumente von x zwischen —2x-+ 0 und x —0 sur Grenze Null. 
§ 2. 

Bei einem positiven Umlauf der Verinderlichen 2 um x= 0 (oder 

bei einem negativen Umlauf um z= oo) gehen 4,, 4, in lineare 

Verbindungen 7,, , tiber. Es sei urspriinglich arg2—0O und 


am Anfang der Integrationswege 1,, 1, (Fig. 1) im Unendlichen sei 
arg (¢—?%) = arg(z+%)—2. KEiner positiven Drehung von & ent- 


*) Hierbei ist 3 eine beliebig kleine positive Grésse. Vel. Fig. 4 und Fig. 6. 
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spricht eine ebenso grosse negative Drehung des geradlinigen Theiles 
des Integrationsweges 1, bezw. 7,; man muss aber schliesslich die Form 
der Integrationswege findern, damit J, den Punkt ¢ — — i und I, den 
Punkt ¢=7 nicht tiberschreitet. Man erhilt sonach nach einer vollen 
Umdrehung von x die Integrationswege J,’, 1,’ von »,’, 2 (Fig. 7 und 8). 





Fig. 7. ©o 








Fig, 8. 
l,’ (l,) besteht aus der in Fig. 7 (bezw. Fig. 8) dargestellten Linie oo p, 
einem kleinen Kreis um z =i (bezw. 2 = — i) und der Linie poo. 
Indem man 1,’, 1,’ auf 1,, 1, zuriickfiihrt, findet man *) 
(15) ny = e—8aitiy, + e—2athy(g—8eid, pan 1), 
No = e- 2714 (1 — Ath) yp (1 — e244 e281 +4), | 

Bleibt arg x zwischen —2a-+ 0 und z— 4, so sind fiir grosse 
Werthe von |x| 7, und », gleichzeitig von Nullstellen frei und es be- 
stehen gleichzeitig die asymptotischen Gleichungen 

m VS, mv. 

Dagegen iindert die Function 7, ihren Charakter, wenn arg 2 von 0 
aus um 2 wachst, wibrend sich der Charakter von y, bei einer halben 
Umdrehung von x in negativem Sinne andert. Indessen lassen sich 
auch zwei Integrale 7,, 7, von (A) angeben, welche fiir hinreichend 
grosse Werthe von |x| gleichzeitig von Nullstellen frei sind, wenn 
arg x zwischen 0 und 22 — 6 liegt**). 4, und 4, waren zuerst fiir 
arg x= 0, d. h. auf der positiven reellen Axe definirt; wir erhalten 
7, auf der negativen reellen Axe, indem wir in ¢**‘y,***) die Ver- 
iinderliche x eine halbe positive Drehung machen lassen; wir erhalten 
q, auf der negativen reellen Axe, indem in e—**#4y,***) die Ver- 

*) Dieselben Formeln ergeben sich aus dem in § 3 dargestellten Zusammen- 
hang zwischen 7, yn, und y, Ye. 

**) Im zweiten Theil wird gezeigt, dass jedes andere Integral von (A) un- 
endlich viele Nullstellen a, besitzt, so dass Laud |@,|= © und tim ong a, =0, 80 
wie unendlich viele Nulistellen 0, der Art, dass am | b,, |= und lim ong b, = ist. 


***) Die Factoren e**** und e~?** sind beigefiigt, um in §3 eine ein- 
fachere Beziehung zwischen y;, Y, und %;, 7, zu erhalten. 
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iinderliche 2 von der positiven reellen Axe aus eine halbe negative 
Drehung ausfiihrt. Wenn wir nun auf der negativen reellen Axe 
arg « = 2 annehmen, so haben wir 


iy = ait f (2 — i)a(e + ijhertde 


Ty = e- 21h f (¢ — i)h(e + dhertde, 
4 
und zwar ist am Anfang von 1, arg (¢ —i) = 0, arg (¢+ 7%) = 0 und 
am Anfang von /, arg(¢—i) = 22, arg (¢-+7) —2a. Hierfiir kinnen 
wir schreiben 


(16) in = fe—dhe + pherde 
i 


(17) fa = | (e~ iMe+ nerds, 
ly 


wenn wir am Anfang von /, sowohl wie von /, arg (¢—?) = 2z, 
arg (¢-+7) 0 annehmen. Hiermit sind auch die Fortsetzungen der 
zunichst fiir arg «— a definirten Functionen 7,, 7, bestimmt. Be- 
zeichnet man mit ‘y, die durch eine negative Umdrehung aus 4, her- 
vorgehende Function, so ist 

i dai ernmiry . Yo == En 2A, "” “* 
Nach (15) ist ashe . 


e~2tihay, = 9,’ — (1 — 274) y,’, 
also 


e~ 24th "y= yy, — (1 — &*t*) 
und demnach ‘ ; 


(18) {" = atthy, . 
N, = N, + (2%*4— 1), 
Fir — 2+ 0 < arga < 2a — 00 haben wir 4, = e*'4:y,, also 


A 
(19) " == eit gy—A—l gaia, (4, + Ay aL o ae 4+ -" + *) i 
. x & 
Auf der negativen reellen Axe ist, wenn arg 2 = — a genommen wird, 


Ty = e~2%ihay, = e~2#ikse-izg-tr-1(B, 4 B, en -); 
x 
setzt man £2 = re—*', so ist 
em 2 Mid ged — e—2Hidy— (ha +1) logr—ai) —. e—(h+1)(logr+ai) | 


d. i. der Werth von 2-*"' mit argz—a, Es ist demnach fir 
arg « = a und allgemeiner fiir 0 < arg z < 3a — 0 


, hi 
(2C) i, = e148 (By f Bp an +3 +5), 





30 


ir 
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Die Gebiete, in welchen in (19) und (20) a, und #, zur Null con- 
vergiren, sind in Fig. 4 und Fig. 9 dargestellt. Bleibt arg 2 zwischen 
d und 2a — 0, so sind die Formeln (19) und (20) gleichzeitig giiltig. 
Das Integral 7, von (A) 
wird durch die Reihe 
emit, S; == eit y—A—l p2zid, 


A A 
(4,42 +24 4+--), 4 
das Integral 7, durch die 


Reihe Tin iaial i foal Fay "eee 


8S, = e~ ity—4,.-1 A 2.7 


(B+ 2+2+--+) 








37 
fiir grosse Werthe von |x| ; 
asymptotisch dargestellt, und 
zwar 7, gleichmdssig fiir 
—x+d<argxr<2a—0 
und 7H, gleichmissig fiir Fig. 9. 


d<argz< 3a —0. 

In § 1 und § 2 ist noch der folgende Satz enthalten: 

Die Integrale »,, 7. besitzen in der Niihe der positiven reellen Axe*), 
die Integrale %,, 7, in der Néhe der negativen reellen Axe keine Null- 
stellen, deren absolute Betriige eine gewisse Grenze iiberschreiten**). Die 
Werthe von %, und 7, auf der negativen reellen Axe erhiilt man***), 
indem man, von der positiven reellen Axe ausgehend, y, im positiven, 
N, im negativen Drehungssinn fortsetzt. 


§ 3. 

Wir fiihren zwei weitere Integrale von (A) ein: 
(21) Y =f — in(z + iprertdz 
(22) — f (2 —iN(e-+ herds, 

Ls 


Der Integrationsweg L, von y, besteht aus einer Geraden, welche aus 
dem Unendlichen kommt und mit der positiven reellen Axe den Winkel 
a —arg x bildet, einem die Punkte =i und ¢ = — ¢ enthaltenden 
Kreis um ¢=0, und der in entgegengesetztem Sinn durchlaufenen 


*) D. h. zwischen zwei von 0 ausgehenden, gegen die positive reelle Axe 
unter den Winkeln @ und — @ (@ klein) geneigten Strahlen. 
**) Vgl. die zweite Fussnote auf der vorletzten Seite, 
***) Abgesehen von constanten Factoren, 
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Geraden. Ist (Fig. 10) arg «= 0, fallt also der geradlinige Theil von 
L, in die negative reelle Axe, so kann Z, durch die nacheinander 


ts 
i 


durchlaufenen Wege 
l, und J, (Fig. 1) er- 
setzt werden; war am 
Anfang von L, 

arg (¢—%t) = 2, 

arg (¢-++- i) = 2a, 
angenommen, so hat 
sich nach Durchlau- 








Fig. 10. 





fung des den Punkt 
2 == — @ umgebenden 
Weges 1, arg (z + 4) 
um 22 vermehrt, wah- 
rend arg (¢ — 7) un- 
geiandert geblieben ist; 
es ist daher 


Yo = M2 + 27i*y,. 
Der Integrationsweg 
LZ, von y, setzt sich 
zusammen (Fig. 11) aus 


einem von ( ausgehenden, den Punkt z= — {i in positivem Sinn um- 








Fig. 11. 





laufenden und nach 0 zuriick- 
kehrenden Weg s,, einem von 
0 ausgehenden und nach einem 
positiven Umlauf um z—=7 dahin 
zuriickkehrenden Weg s,, dem 
entgegengesetzt durchlaufenen 
Weg s, und dem entgegengesetzt 
durchlaufenen Weg s,. Am An- 
fang von Z, in 0 sei 


arg (¢ — i) = =, 


arg (¢ + 7%) = 5- 
Nehmen wir arg « = 0 an, so 
kénnen wir dem Weg L, eine 
in die negative reelle Axe fal- 
lende, im Unendlichen mit 
arg (¢ —i) =a, arg(¢+1)=—2 
beginnende und in 0 endigende 


Gerade 1 vorangehen lassen, wenn wir auch am Ende von L, die 
entgegengesetzt zu durchlaufende Gerade /-' hinzufiigen; man kann 





m 
en 
iat 
n- 


ne 
al- 


ide 
die 


nn 
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ferner zwischen zwei Schleifen die Wege /-' und / einfiigen, so dass 
man erhiilt: 


L, =1s,l-11s,1-11s,—-11s, 211 = 1,1, L755 


am Anfang von /, ist arg(¢—i) =a, arg(¢+%) =a, am Anfang 

von 1, ist arg(¢-+-7) um 22 grdésser, am Ende von /,~! hat arg (z+) 

wieder den urspriinglichen Werth, wiihrend der anfingliche Werth 

von arg (¢— 7%) um 2a gewachsen ist, und am Ende von /-' haben 

beide Argumente wieder ihre Anfangswerthe; es ist also 

Y= Np + Pring, — Oxthy, — 0, 

oder 
y, = (8% — 1)q, — (#4 — 1) gq. 

Der Zusammenhang zwischen y,, y, und 4,, 9 ist also durch die 

Formel dargestellt: 


=a 22ia, —— — 2 id, — 
Yo = e*thy, + ,*). 
Unter Benutuung der Beziehung (18) zwischen .»,, 7, und %,, Ae 
erhalt man . ; i 
(24) {" = -_ — 1) ay — (e2nits — 1) i, 
Yy = e2AHLG, fy. 
Nach (21) ist**) 


(25) y, = G,(v) =a, + a,c +a,27+.--- 


eine ganze transcendente Function; fiir y, findet man unter Benutzung 
der Substitution vz = u**) 


(26) y, = wah, (x) = g--h-1(h, + Dz +b, a? +---), 
wo G(x) eine ganze transcendente Function bedeutet. 

Wir benutzen den Zusammenhang (23) zwischen y,, y, und 9, , 
sowie den Zusammenhang (24) zwischen y,, y, und 4,, %,, ersteren 
fiir arg x zwischen —2-+0 und z— 0, letzteren fiir arg x zwischen 
0 und 2x — 0, wobei 0 jedesmal eine beliebig kleine positive Grosse 
bedeutet; setzen wir fiir y,, 4, die Ausdriicke (8), (13), fiir %,, 4, die 
Ausdriicke (19), (20) ein, so erhalten wir 


*) Da der Voraussetzung nach 4, + 4, keine ganze Zall ist, so ist 
ert ite __ ._— (erties — 3) 
rir, | 1 
von Null verschieden, also y,; und yp linear unabhiingig. 
**) Man sehe Pochhammer, Math. Ann. Bd. 36, wo nur eine von (A) ver- 


schiedene Normalform bei der Untersuchung von y, und y, benutzt ist. Die 


Reihen G(x), G_(x) werden bei Benutzung dieser Normalform einfacher als 
bei uns. 


= til tad_ 4 


Mathematische Annalen, Il. 31 
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(27) y= = (ties — Iea-a-1( A, 44 at + ‘2 A,, e+: “s) 
— (at — eostn(B, + By +), 
(28) yp = etthgizg—h-! (4, 4 be + = + “*) 
Xn 


+ ereet(By py. > af) 


fir —a-+ 0 < argv < a — 0, d. h, in der ganzen Ebene mit Aus- 
schluss eines beliebig kleinen, die negative reelle Axe enthaltenden 
Sectors, ferner 


(29) y= (emit ‘aa 1) eft a—4 il, g2zia, (4, 44 +: o+ = }- <x) 
B 
— (e274 ”s Ne-#a-et (B + 2 f4. + 2 +4 *s), 
(30) ae eag-h-! (4, + a +:°++ “. + ) 
x x 


+ eieat- (By + 2 ba. ae &) 


fir 0 < arg 2 << 2a — 0, d. h. in der ganzen Ebene mit Ausschluss 
eines beliebig kleinen, die positive reelle Axe enthaltenden Sectors. 
Bezeichnen wir mit y ein particulires Integral von (A), z. B. y, 
oder y, und setzen wir 
Y = CN, + CM 
so haben wir, wenu ¢, von Null verschieden ist, bei Beschriinkung auf 
das Gebiet 0 < argz1 <a —O 


y= ce ieaht(B + By... 4 4 Oe) 
+ c,e-f#g-4-! . 2 eizyh-i( Ay + a). 


Setzt man 
On = B, + 2 eta gh-ltn(Ay + a), 
so ist 


y — cette By + 4. + 4 *2), 


und 6, convergirt fiir 0d < argz<a—d nial zur Grenze 
Null, wenn || unendlich gross wird*). D. h. in der oberen Halb- 

*) Die benutzten Functionen £,, 6, wiren der Deutlichkeit halber mit 
B,’, 6,” zu bezeichnen. Wiirde man fiir d)<arga<x—<d y durch jj,, Fz aus- 
driicken, so wiirde 8," auftreten. 





it 





Asymptotische Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen, I. 471 


ebene wird jedes Integral von (A), abgesehen von der mit einem con- 
stanten Factor multiplicirten Function »,, durch die mit einem ge- 
eigneten constanten Factor multiplicirte Reihe S, asymptotisch dar- 
gestellt. Wir haben demnach fiir d< argz<22—0 die asympto- 
tischen Gleichungen 


(1) yw (eR —1 eee h(B, 4 4 By ...), 
(82) yp cu enH#a-e1(B, + 31 4 4...) 


Ebenso erkennt man, dass in der unteren Halbebene jedes Integral, 
abgesehen von der mit einem constanten Factor multiplicirten Function 
H., durch die mit einem constanten Factor versehene Reihe S, asym- 
ptotisch dargestellt wird und dass insbesondere fiir —2+0 <arga<—d 
die asymptotischen Gleichungen bestehen: 


(33) yy OO (ath — Ielea-a-t(A, + 4 4 4 4 ...), 
G4) my eathe teartet(B, + + +): 


Die gefundenen Resultate tiber das Verhalten der Integrale y,, y, 
fassen wir in den folgenden Satz zusammen: 


Sind S,, 8, die der Differentialgleichung (A) geniigenden divergenten 
Reihen 


8, = eae (A, + +4 4--)) 
S, = city t-1(B, + 2 142s s+ .- -) 


und setet man 


S\'== (e&#i2 —1)S8,, S,'= — (2&4 —1)8,, 


S,"= e14:§,, S,"=—= S,, 
so bestehen fiir grosse Werthe von |x| die asymptotischen Gleichungen 
1? ” o8 a 
4,0 Sy; YW 8, fir agz=—y,, 
y, © S,'+ Sy, y, WO 8,"+ 8," » argz=0, 
, ” 7 

¥,~ 8, y, 0 8, » agr=F, 
y, © 274 8,'+ 8, yo Co e244 8,"4 8," ,, argru—a, 

P , ; , 3a 
y, WO &7iasy’, Yo CO e- 24th GY! » agra: 


Die fiir arg x = (2k + 1) ; bestehenden asymptotischen Darstellungen 
gelten gleichmissig in dem Gebiet 


31* 
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kan +0 < argu <(k+1)a — 0, 
die fiir arg x = kx angegebenen gelten gleichmissig in dem Gebiet 
(kK—l)a+0 <argae< (k+1)r—9, 
wo 0 eine beliebig kleine positive Grosse bedeutet. 

Die aufgesteliten asymptotischen Darstellungen werden im zweiten 
Theil zur genauveren Untersuchung des Verhaltens der Integrale der 
Differentialgleichung (A) in der Umgebung der singuliren Stelle 2 =o 
benutzt. 

Spiiter folgt eine Ausdehnung der Untersuchung auf allgemeinere 
lineare Differentialgleichungen unter Benutzung der Laplace’schen 
Transformirten im Anschluss an die Arbeiten Poincaré’s. 


Cronberg, 4. Januar 1897. 








Verwendung asymptotischer Darstellungen zur Untersuchung 
der Integrale einer speciellen linearen Differentialgleichung. II. 


Von 


J. Horn in Charlottenburg. 


Im vorausgehenden Aufsatz (Seite 453 ds. Bds.) wurde die asympto- 
tische Darstellung der Integrale der Differentialgleichung 


(A) @ F484 (+4, +2) 4 + (w+ (a,—A,) i) y = 0%) 


dx 


vermittelst der divergenten Reihen 
: A A 
S, = ei* w-a-"(Ay+ 14 44...), 
' — 
S, = e-itz-h-1(B, + 4 4.. ), 


welche (A) formell befriedigen, fiir die ganze Umgebung der singuliren 
Stelle ~ = oo behandelt**), Wir wollen nun auf Grund der friiheren 
Entwicklungen die divergenten Reihen zur Untersuchung des Ver- 
haltens der Integrale der Differentialgleichung (A) in der Umgebung 
von £ = oo benutzen. 

In § 1 und §2 werden die in der Umgebung der singuliren Stelle 
gelegenen Nullstellen der Integrale betrachtet; in §3 werden die bei 
Integration der Differentialgleichung auftretenden ganzen transcendenten 
Functionen mit Riicksicht auf Productentwicklung und Geschlecht 
untersucht; § 4 beschiftigt sich mit dem Verlauf der reelien Integrale 
einer Differentialgleichung mit reellen Coefficienten. 

Uebrigeus bleiben die folgenden wie die friiheren Entwicklungen 
zum Theil fiir allgemeinere lineare Differentialgleichungen bestehen; 


*) Auf diese Form kann die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit linearen Coefticienten gebracht werden, wenn man von den Ausnahmefiillen 
absieht. Der Fall ganzzahliger Werthe von 4,, 42, 4, +4, ist im Folgenden wie 
friiher ausgeschlossen. 

**) Es handelte sich darum, die Untersuchungen des Herrn Poincaré iiber 
allgemeinere lineare Differentialgleichungen sowie iiltere Untersuchungen iiber 
Bessel’sche Functionen so weit zu ergiinzen, dass sich das Verhalten der Integrale 
vou (A) in der ganzen Umgebung der singuliiren Slelle tibersehen liisst, 
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deswegen wird auch gewohulich von der Kinsetzung der unserer speciellen 
Differentialgleichung entsprechenden Werthe der Reihencoefficienten 
abgesehen. Aehnliche Untersuchungen fiir allgemeinere Differential- 
gleichungen werde ich spiter fihren. 


§ 1. 


Die Differentialgleichung (A) besitzt zwei particulire Integrale 


Ni» N2, Welche durch die Reihen S,, S, asymptotisch dargestellt werden ; 
es ist 


ix A A, bad 
Hn =e wm Atay. $24"), 


B B Bn 
ny — eta (By By... 4), 
: 2 x 
wenn wir 
A, —4,—1, ao —A,—1 
setzen; a, und #, sind Functionen von x, welche zur Grenze Null 





; ; a 
convergiren, wenn |x| unendlich gross wird, und zwar ce, (sowie x” *) 
x“ 


gleichmissig fiir alle Argumente von x zwischen — a + 0 und 


1” 
2a — 0, Bn (sowie ote) gleichmissig fiir alle Argumente von x 
a 


zwischen — 2a” + 0 und a — 0, wobeid eine beliebig kleine positive 
Grésse bedeutet. Beschrankt man sich, unter @ eine beliebige Groésse 
zwischen 0 und zw verstehend, auf das Gebiet 


—-a<carg¢r<o, 
so convergiren beide Functionen a, und 6, gleichmissig zur Grenze 
d l 
Null, ebenso a" und Pl. - Wie friiher gezeigt wurde, besitzen die 
x daz 
Integrale 4, und yn, in dem Gebiet — a < arg x < w keine Nullistelle, 
deren absoluter Betrag eine gewisse Grenze tiberschreitet. 
Ein beliebiges Integral y = /(#) von (A) hat die Form 
Y= C,H) + C2 M2*). 
Wir setzen die Constanten ¢,, ¢, beide von Null verschieden voraus 
und untersuchen die Lage der in der Nihe von x = co gelegenen Null- 
stellen, deren Argument zwischen — @ und @ liegt. 
Wir haben ‘ 
; A n «, 
(1) y = f(x) = e* wire, (Apt Ape. 4 +“) 


n 


x 





+ e-izgma¢, (2, + > fee =e + ) . 


x 


*) In dem Gebiet |x| >r, —o < arga<o sollen alle betrachteten Func- 
tionen eindeutig fixirt sein. 
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Die Gleichung /(#) = 0 schreibt sich 


n 

B, B, 

v n 

x x 

E2'2 gla Ma = Ce i 
Cy LJ 

A, + on 

¥ n 

bea x x 


oder 
Zia + (4) — Uy) log a = vols : 4 








Q 

lt pit: ve ee. 2 
ee - Poe Fee + Bhai; 

tft t oyt oh 


hierbei ist log # durch die Festsetzung — @ < arg x < @ bestimmt, 


0 


von log (-° a B ist ein beliebiger Werth zu nehmen, und & ist eine 


ganze positive Zahl; der zweite Logarithmus ist so fixirt, dass er fiir 
= oo verschwindet. 
Wir fiihren die Bezeichnung ein: 
¢ i ee aS eo! 1 ‘ 
(?) pm St, om 3; log (—33)- 
Setzt man 


ee ie ag % 
~nle (tte za) 





dx, 
so convergiren %, und “5 ” fiir lim |z|==co zur Grenze Null und 


zwar gleichmissig fiir — oe arg“ <i. 
Die Gleichung f(x) = 0 lautet jetzt 


ih 
(3) pr(t) = 2 + w log x—c—kx — DS) — 40, 
v=1 


Wenn man die Reihen 
A, B, K, 
ar be be 
v v 


ins Unendliche fortsetzt, on, Bn, %, Wwegliisst und die Rechnungen ohne 
Riicksicht auf die Divergenz der auftretenden Reihen formell ausfiihrt, 
so erhilt man fiir die Nullstellen von 


*) Dabei ist K, am 4221 — A:Be 


21A,B, 
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=A “1 B, 
[(«) = e* a", > * + e-'#ame, > = 
& 


vy=0 vy==0 


die Gleichung 
: ’ K;, Ky 
(4) a+plogz=—c+ka+ +t: 
welche durch die Substitution 
P 1 1 


etke’ 7 FH 
iibergeht in 


1 
rpg — Ut log ¢ — wt log (1 + §) 


=14 ere +p 


v=1 
log ¢ und log (1-++&) sind dadureh fixirt, dass fiir i = co 


arg ¢ = al 0 


ula = 
Se+kz 
arg (1-++ §) = 0 


angenommen wird. Durch Einsetzen der fiir |&|< 1 convergenten Reihen 
o- 1 e - . + . 
fiir re: und log (1+-§) erhalt man zur Bestimmung der Function & 


von ¢ die Gleichung 


und fir — = 0 





O=ptlgi+ K+ K,8+4.--- 
+8 +et+ KP 42K, +--+) 


+8 (—1—Sut+ KO43K4-..)+--. 


Ersetzt man im ersten Glied ¢ log ¢ durch z, so wird die Gleichung 
durch eine Potenzreihe von ¢ und z 


E> Gy t? ot 


P+q>0 


formell befriedigt. Durch Einsetzung der Reihe von & in die Glei- 
chung, Entwicklung der rechten Seite nach Potenzen vou ¢ und z und 
Nullsetzung des Coefficienten von ¢? 2? erhiilt man eine Gleichung, 
welche C,, durch die Gréssen Cy y(p'<p, ¢ <q, p +4 <p+q) aus- 
driickt; ist p<n-+ 1, so kommen in dieser Gleichung nur K,,..- Ky, 
nicht aber Ky4:, Kny2,... vor, d. h. Cp, hangt, so lange p<n-+ 1 
nur von K,,...K, ab. Insbesondere erhalt man 


Cio = 0, Cos Fs 
Cy = — K,, Cr= ev, Cy =p’. 


- 2 
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Nun ist 
1 


1 
we t+ 8) ~ (i+ SO,, at) 
1 


We Ket ee ep 
SA, t? 2? 
—ites+ Ket —attep+ pe 
= rae Pe . 
Hierbei ist A,,(p<m-+ 1) nur von K,,...X, abhingig, ferner 
Ao, = 0 fiir g> 1. Um letzteres zu zeigen, bestimmen wir die Ge- 
sammtheit § der von ¢ freien Glieder in &; es ist 
OmetE—Et4 EI... 
also 
ss us 
o-— ips 
und 
1 
»=1l+uz. 
i+é ' 
Hiernach ist . 


t= 7+ log t+ K,t— wttlogt+-- 


=c+ka —wlog(e+ka) + = = + uw a tn +.--> 


c+kx c+kx 
oder 
(5) Le = e+ ka — u log (c+ka) 
1 \P (log (c+hkx)\7, 
+ D> Losses) ( c+knx ’ 
p+q-0 


Ly, (p<m) ist nur von K,,...K, abhingig; insbesondere ist 
Ly = eB Ly = we. 

Da wir bisher lediglich formale Rechnungen mit divergenten 
Reihen ausgefiihrt haben, so miissen wir beweisen, dass die Gleichung 
(3) wirklich fiir jeden hinreichend grossen positiven Werth von & eine 
Wurzel x, besitzt, und untersuchen, welchen Aufschluss die Reihe (5) 
iiber den Werth dieser Wurzel giebt. 

Ersetzt man in der formalen Gleichung (4) Kn4yi, Kn42,.. + durch 
Null, oder, was dasselbe ist, ersetzt man in der Gleichung (3) g(a”) =0 
x, durch Null, so erhailt man die Gleichung 


“1 K, 
(6) O,(a) = 0 + w logs —c—kn— 5’ =0, 


welche, wenn & hinreichend gross angenommen wird, eine folgender- 
massen zu bestimmende Wurzel 2, besitzt. 
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Setzt man 
fen sry sn 
op ee t(i+ 6)’ 
so erhilt man zwischen — und ¢ eine Gleichung von der Form 


O=utlogt+ P(t, §), 
welche aus der obigen Gleichung zwischen & und ¢ durch Nullsetzen 
von Kyi1, Kuis,... hervorgeht. Jetzt ist aber P(t, &) eine Potenz- 
reihe, welche fiir hinreichend kleine Werthe von |t| und |£| convergirt. 
Setzt man wieder z = ¢ log ¢, so ergiebt sich fiir — eine Potenzreihe 


E =- >6,,t" Z, 


ptq>0 





Coq geht aus C,, durch Nullsetzen von Kyii, Ka42,... hervor; d. h. 
es ist C,, = C,, fir p<n+1. Nun ist 


welche fiir hinreichend kleine Werthe von |¢| und |z| convergent ist. 





> 4p, # 
a ae ie 
t(it+é) t(14+ $C, t? 24) t , 


und zwar ist 


A,,= A p<n+1), 
und schliesslich " po (PS"+)) 


(7) X, =c+ ka — uw log (c+kz) 
7 1 \p (log (¢ + kx)\2, 
+ 2 Toe Geie)’( c+kn /? 
P+rq>0 


letztere Reihe ist fiir hinreichend grosse Werthe von k convergent, 
und es ist 


Lpg= Lp (pSn). 


Wir zeigen nun, dass der Wurzel X, der Gleichung ,(x) = 0, 
wenn & hinreichend gross genommen wird, eine Wurzel a, der Glei- 
chung g,(%) = 0 entspricht. Wir beschreiben, unter «¢ eine beliebig 
kleine positive Grosse verstehend, um X; einen Kreis vom Radius 


oe vom Umfang G,, und zeigen, dass innerhalb ©; eine Wurzel der 


Gleichung (xz) = 0 liegt, wenn & hinreichend gross ist. Da die iiber 
den Kreisumfang , erstreckten Integrale 


: 1 
2mi f dlog p(2), a5 f d log ,(x) 


cy & 


die Anzahl der innerhalb G* gelegenen Wurzeln der Gleichungen 
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gx(%) = 0 bezw. O,(z) =O angeben, so brauchen wir nur nach- 
zuweisen, dass 


_ (a log oi (x) — d log (a)) 
& 


verschwindet. Da dieses Integral aber nur einen ganzzahligen Werth 
haben kann, so geniigt der Nachweis, dass 


*/d log o, (x) d log 9, (a) 
n= ( a = = ) de 





k 


fir hinreichend grosses k dem absoluten Betrage nach beliebig klein 
wird. 
Nun ist 


. d log », (x) d log ®, (x) 


— ll da 


VK, dx _ : “) K. 
" — ae loge et hkw  QY Ay 
*n (: + ‘> ot (v2 ° is)( +0" +e-, x Fi) 
v 





v=1 =1 





x” —p, (x) , (a) 
Setzt man auf ©, 
ip 
sua% +52 £€ 


so ist 


Oe(0) =O (Xi+ ripe — (Xi) 


2 (x, + — log x, | 





2 2" Gy say -x 


=o + w log (144.25 


+e lest J, 


k"@, (x) = ee’? 4 (A 4 .. ), 


x, 


nee hes |. 


also 


\k" ,(2)| > @ — 














480 J. Horn. 


Nimmt man & so gross, dass der Subtrahend auf der rechten Seite 
kleiner als ; wird, so ist auf ©, 
|k" ®,(a)| > 5 
Ferner ist 


Hx (X) = D(x) — =, 
x 
Ik" pa()| > [kn Ox(x)| — |" en ; 
xz 


x . 
° . {zk . . x 
nun ist aber lim y= und, wenn x auf ©, liegt, lim R= da auf 
k=@ k=@ 
@, |*,| beliebig klein wird*), wenn man & hinreichend gross nimmt, 
so kann man erreichen, dass 


_ Xn 


a" 


k* FS 
| <4 





und demnach auf ©; 
kp. (x)| > : 
wird. Bedeutet 0 eine beliebig kleine positive Grésse, so ist fiir hin- 
reichend grosses k der Zihler von F;, dem absoluten Betrage nach 
kleiner als on) é, also da 
' S 2 

Ke" | pe(X) Oi(x)| > 5 & 

ist, 


[P| <2. 


is et [ae 
‘G 


d. h. fiir hinreichend grosses k wird |J;| beliebig klein, w. z. b. w. 


Weiter ist 


2a2e dk” 
< lee == 220, 





- & ‘ F 
Im Innern des Kreises vom Radius — um X; liegt eine Wurzel 
k" a 


x, Yon g(x) = 0, es ist also 
| m— X| <= 
| Ue kL < i 
oder 


lim k" (a, — X,) = 0. 
k=@ 
Wir hatten gefunden (7) 


*) Wegen i= arg X, = 0 gehért ©, dem Gebiet — w arg x < w an. 
=—@ 





rite 


in- 
ich 
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] - 
Xm et be — og (+ ba) + a(t) CEH 








p+qsn 
> 1 P (log (c-+k2x)\7, 
+ D1 (aa) SR 
Pt+qr>n 
setzen wir nun 
log ( kx)\a 
(8) aye ka —wlog (c+ka) + >'Ly( xoRD a 
ptgsn 
En 
Tt ep kay” 
so ist 
le 4 P (log (e-+-km)\9 
aii lins ons ~ Dns) ka) \ c+kn /? 
also 
lim k" (a,—— Xx) = : = lim En, 
d. h. = - 
(8’) lim ¢, = 0. 


k=a 

Wir haben also den Satz: 

Das Integral y = ¢,y, + ¢,y,*) der Differentialgleichung besitet 
in der Nihe von x = 00 unendlich viele Nullstellen x; (lim k = + co), 
welche durch die Reihe (5) asymptotisch dargestellt werden, d. h. es 
bestehen die Gleichungen (8) und (8'). 

Setzen wir in der Formel (8) » 0, so haben wir, wenn wir 
de fiir & schreiben, 

xv, = e+ ka — wp log (c+ka) + x, jim w= 0. 
Setzen wir weiter ; 
ty = Ee + im, 
e=a+ib, pow tin’, w=w tiv’, 
so haben wir 
B space log V(a + ka)? + 0? 

+ wy " aretg +m 

=b — u" log Vor Te 

— we arctg a + 13 ? 


arg m = arty F » |te| = VE +R, 


*) ¢, und ¢, sind von Null verschieden vorausgesetzt, 
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Hieraus ergiebt sich 


lim |2,| = oo, lim arg 2 = 0; 
k=@ 


k=@ 
ferner ist lim & = oo, lim Me hat den endlichen Werth b, wenn uw” = 0, 
k=@ 
also w reell ist, einen ounuittel grossen Werth im Falle eines imagi- 
niren w. Aus der Gleichung 


Te — m = = — pw log (1+ 37) + mum 
folgt noch 
lim (eqs —“X%) = 71. 


Im Falle w= 0 (bei der Differentialgleichung der Bessel’schen 
Functionen) fallen in der Reihe (5) die mit Logarithmen bebafteten 
Glieder fort; denn da in der Gleichung zwischen & und ¢ der Logarith- 
mus nur in der Verbindung ui log ¢ = wz vorkommt, so erhilt man 
fiir § eine Potenzreihe von ¢ und wz, so dass die Reihe (5), von den 


beiden ersten Gliedern abgesehen, nach Potenzen von und 





1 
c+kx 


p 2e.e yt Es) fortschreitet; es besteht demnach im Falle w= 0 die 


asymptotische Gleichung 





L, 
e+kx +2 o+ka)? 
mit der Bedeutung 
en . % 
tant tatalh aa a ° (e+kx)"’ ae wines 


*) Im 9. Band der amerikanischen Annals of Mathematics (ich kenne nur 
das Referat im Jahrbuch der Fortschritte der Mathematik) hat Mc Mahon die 
Gleichung 


ee 1 1 
V tx05,(0) = cos (#—in—ine 9, (x) 


+ sin («—j=—inz) %,\(a) = 0, 


wo , (x), w,,(@) die bekannten divergenten Potenzreihen von : sind, mit Be- 
nutzung der Lagrange’schen Umkehrungsformel aufgelést und fiir 2, eine Reihe 
nach fallenden Potenzen von + (2n—1+4h) aufgestellt. Die Arbeit enthilt wohl 


nur die formale Ausfiihrung der Rechnungen, denn das Referat bemerkt, dass 
sich nichts tiber die Convergenz der Reihen finde, 





Ie 


en 
h- 
an 
en 


nd 


lie 


nur 
die 


Be- 
vihe 
ohl 


lass 
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§ 2. 

Wir haben uns bisher mit der Untersuchung derjenigen Nullstellen 
der Integrale der Differentialgleichung beschiiftigt, deren absoluter 
Betrag gross ist und deren Argument zwischen — @ und @ (@ < 2) 
liegt. Wir betrachten jetzt ein Integral y—=/ (zx), welches fiir 
a—ao <argz <2-+ o eindeutig fixirt sei, und untersuchen die in 
diesem Gebiete in der Nahe von x= oo gelegenen Nullstellen Z. 
Es giebt zwei particulire Integrale 7,, 7,, welche in dem jetzigen 


Gebiet durch die Reihen e,S,, 9,S,*) asymptotisch dargestellt werden, 
d. h. es ist 


cm , A, A, bel 
{oe mo(A tape +24), 


” ,' B B, , Bn 
Yo = e'* IM Oy (By + a ae ‘rs +); 


a und B, convergiren fiir lim |z| = oo zur Grenze Null und zwar gleich- 

miissig fiir alle Argumente von x zwischen 7 — @ und x + @(@< 72). 
Um die Gleichung / (”) = 0 aufzulésen, haben wir an der Ent- 

wicklung von $1 nur einige Aenderungen anzubringen. Es sei 


' g f (2) = 6, i, + 679. 
Die Gleichung 


sisi “1A oe 
(9) f(x) = e* ah Qe, (> > + =) 


v=0 


“1 B 


v=0 


schreibt sich 


1. “Ky, . %, 
z+ plog2—t—kx+ >) 24+; 


v=1 


log x ist durch die Festsetzung 7 — @ < argz << 2+ bestimmt, 
k ist eine positive ganze Zahl, waihrend in 

@ cnn 1  — O2Ce By 
(10) i = 5 log ( se 2) 


ein beliebiger Werth des Logarithmus zu nehmen ist. Um zuniichst 
die Auflésung der Gleichung 


2-+plogr—t—kap%4"4... 


*) Fiir unsere specielle Differentialgleichung (A) ist unter Beibehaltung der 
friiheren Bezeichnung o, = rit » Og=i, 
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formal auszufiihren, setzen wir 


—— — 
“sce °~aise 
und erhalten 


1 .. 
iE — wt log ¢ — pt log (148) = 14+ DS’ er(t-+ 8)"; 
v=1 
fir k=-+ oo wird arg?=—— a, wodurch log? fixirt ist; wegen 
arg «=a fiir k=—oo und arg x = — arg? — arg (1+ &) muss fiir 
k = oo arg (1+) —0 sein, so dass fiir log (1+ &) die Logarithmen- 
reihe zu setzen ist. Die friihere Rechnung liefert die Wurzel 


ip = 14 wlogt + >) Lygt?(—t log ty. 


p+q>0 
Nun ist aber, da fiir k = oo arg ¢ = — = sein soll, 
log t = — zi — log (ka — €) 


zu setzen, wenn log (kx —@) durch die Bestimmung arg (ka—@) = 0 
fiir k = oo fixirt wird. Demnach erhilt man eine Reihenentwicklung 
von der Form 


(11) Zp = € — uni — ka — w log (ka —0) 
P (log (kx—€)\a 
+ D> Liles kxz—¢ 
P+q>0 


mit der Bedeutung 


(12) d= € — uni —ka — w log (ka —C) 
P flog (kx —C) 
+ D>) Lore) kx —e ’)' 
pP+q>n 


En — 


(kx —@é)” : k=e 
Das Integral y = 7,7, + €,7%, besitet*) in der Umgebung von 
z= co unendlich viele Nullstelien Z, (lim k= -+-00), welche durch die 
Reihe (11) asymptotisch dargestellt werden, d. h. es besteht die Glei- 
chung (12). 
Nach (12) ist lim arg Z, = 2, wihrend in § 1 jim arg 2, =O war. 





Wir nehmen nun an, das Integral f(x) der Differentialgleichung (A), 
welches fiir 7 — @ < arg x2 < a+ ao fixirt sein sollte, falle mit dem 
fir — @ < arg x < @ fixirlen Integral f(x) fiir 7 —@ < argzr <a 
zusammen (wobei @ zwischen = und = liegen soll). Zwischen den 


von der positiven reellen Axe zur negativen reellen Axe fortgeseizten 


*) Falls ¢, und @ von Null verschieden sind. 








vs 
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Functionen 4,, 4. und den auf der negativen reellen Axe definirten 
Functionen %,, 7. besteht der Zusammenhang: 


i= Otay, T=, + (C**—1)y 


oder 
Ny = em? aid, Th) No = Ny — e- mid (g2aid, —. 1)7, * 


Die Fortsetzung des Integrals f(a) ist daher auf der negativen reellen Axe 
F(x) = ey + CaM = e-2aits ((¢, — GPa 1)) 11 + CoM, 
also durch Vergleichung mit /(”) = @, 7, + ¢,7j, 
G, = e~ 21h (c,—¢, (2442 —1)), = Cy. 
Liisst man die Veriinderliche eine volle positive Umdrehung um 
«x =) ausfiihren, so geht die Function f(a) tiber in 


f,(@) = em) + em,’ 
oder, da 


=a, + By, 
mm =71 + Bm 
ist, wo die Coefficienten die friiher bestimmten Werthe haben, 
f\(@) = (e+ ey) + (CBAC, 9), = C9, + C2’ Ne, 
so dass in den Formeln des § 1 an Stelle von ¢,, ¢, die Werthe 
c =ca+ e7, 
Cy = ¢,B + ¢,0 
treten. 


Um die in der Niihe von x = oo gelegenen Nullstellen der ganzen 
transcendenten Functionen G,(%) und G,(x) zu finden, hat man in 
den Formeln yon §1 und § 2 zu setzen: 

°4= emis 1, = — (erie — 1), 
G, = ei — 1, G, == — (eit — 1) 
fiir G,(~) und 


Ce eth, = =6¢, =i, 
Get, G1 
fiir G(x). 
§ 3. 
Die Differentialgleichung (A) besitzt die Integrale 
(13) y, = G, (a), Y. = ah G(x), 


wo G,(z), G(x) ganze transcendente Functionen sind, Wir stellen 
uns die Aufgabe, mit Hiilfe der asymptotischen Darstellungen das Ge- 
schlecht dieser ganzen Functionen zu bestimmen*). 

*) Auch diese Untersuchung wird im Hinblick auf allgemeinere lineare Dif- 
ferentialgleichungen gefiihrt. 


Mathematische Annalen. Il 32 











486 J. Horn. 
Die Differentialgleichung 


a d 
x a -+ (a,x +5,) of oh (a,2-+b,)y ait 7) 


mit den Integralen 
%=F,@), Y= ef, (2), 
wo F(x), F(x) ganze transcendente Functionen sind, geht durch die 
Substitution 
‘se J 


youe t= -—— 
y ’ 4a, — a? 


= 


iiber in 
got Gta t2) St + (E+ G—4)i) 1 = 0, 


4+4,+2=),, 


, 2b, — a,b, x 
4,—4,)i = 2" 1 * 
(A, 2) Via, — af ) 


wo 


ist, wihrend man durch die Substitution 

ae 

2a + a,’ 

wo @ eine der beiden (als verschieden vorausgesetzten) Wurzeln der 
quadratischen Gleichung a? + a,a + a, =O darstellt, die Gleichung 


a d 
rie = (t—@) Get 


y= et), 2 — 


erhilt, worin 


ba —b 
= b,, | oe oe 
gesetzt ist. Unter Einfiihrung der ganzen transcendenten Function 
/ -_ ei} Apt!) os... 
(14) F(p,9,%) = 1+ 4%t re qqdi* + 


erhalt man fiir letztere Differentialgleichung die Integrale 
» = F(p, 4, 2), 
Yo = 2-1 F'(p—q+1, 2—q, x)**). 
Eine ganze transcendente Function F(x) mit den Nullstellen 
@,(v = 1, 2,...00) ist vom Geschlecht m, wenn die Reihe >a a 


divergent, die Reihe > |@,|-™—! convergent ist, so dass das Weier- 
v 


strass’sche Product 

*) Es wird vorausgesetzt, dass 4a, — a,2 von Null verschieden ist und dass 
44, dg die friiheren Bedingungen erfiillen. 

**) Pochhammer, Math. Ann, Bd, 36, 
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EE in as | 2\m 
TT (2) = TT (1 ao = ae 3 (@,) a(<) 


convergirt, und wenn weiter 
F(a) = @& T(x) 
ist, wo g(a) eine ganze rationale Function bedeutet, deren Grad nicht 
grésser als m ist, 
Die Function G,(x) besitzt nach § 1 und § 2 unendlich viele 
Nullstellen 


xy =c+ka — uw log (ec+hka)+ &, lim a = 0, 


=a 


T= ¢ — uni—ka —u log (kxa—2) + &, lim 3 & = 0. 
k= @ 
Die Reihe : 
Sis 
ist divergent; denn es ist 
L, = ka(1 + 0,), lim oj. = 0, 
k=@ 


Di jas Ds EPG ECFA 
fiir k > k ist |d,| kleiner als die beliebig kleine positive Grésse 0, also 


1 1 1 
2 |x, | > x(i+8) Pas 
Dagegen ist die Reihe 
1 
convergent; denn es ist 
and Berea Dap 
2 jai Re. a Sat hee a’ 
1 1 1 
os m%|* Sw — a) aE 
k>k k>k 


Ebenso ist von den Reihen 


-. - 1 
2 ia? 3p 


k 


also 


i 


also 


io 
die erste divergent, die zweite convergent. Wenn wir simmtliche 
Nullstellen von G,(z) mit @,(v=1,2,--+00) bezeichnen, so con- 


vergirt das Product 


SS 2 





~ 


Ta) = (1—¢ ) & 
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und es ist 
G, (2) = #9 T(z), 
wo g(x) eine ganze rationale oder transcendente Function darstellt. 
Um zu zeigen, dass G,(x) das Geschlecht 1 besitzt, bedarf es noch des 
Nachweises, dass g(x) eine ganze Function ersten Grades ist. 
Nun haben wir fiir G,(x) eine Darstellung von der Form 


G, (%) = ¢,e'* 0 (Ay+ a) + c,e-** 0 (By+fy), 
wo a, und #, fiir lim|xz| = oo gleichmissig zur Grenze Null con- 
vergiren, wenn arg 2 zwischen — x -+ 0 und a — 0 liegt, und eine 
Darstellung von derselben Form, nur mit theilweise anderen Coef- 
ficienten , welche fiir d < arg x < 2a —0 gilt. Dabei ist 0 eine beliebig 
kleine positive Grésse. Demnach ist fir —2+0<argxa<a—d 

1G, (2) < el#l {eles jo, (Ayfay)| + +++} 
< elzl {e M, |log|#|-+| mil lareel ic, (Ay +@,)| +... ‘\ 


= ela T? {6m} logizi+ iii larsz|—lel*.|¢,(A,+a)| +--+}. 

Wenn man unter ¢ eine beliebige positive Grosse versteht, wird der 
Klammerausdruck fiir alle Argumente von x zwischen — x + 0 und 
ax — 0 kleiner als 1, also 

iG, (z)| < elalite, 
wenn man nur |x| hinreichend gross nimmt. Dasselbe zeigt man fiir 
d< argz <2a-—0. Wenn also «¢ eine beliebig kleine positive 
Grosse darstellt, ist fiir alle Werthe von x, deren absoluter Betrag 
eine gewisse Grenze iibersteigt, 

|G, (a)| < eel. 
Ferner lassen sich*) um den Nullpunkt Kreise mit beliebig grossen 
Radien beschreiben, auf welchen 

[TT(@)| > en le 


ist. Auf diesen Kreisen ist also 
\eo(@)| = Ree < elit, 


Wenn es aber beliebig grosse Werthe von |x| giebt, fiir welche 
| 9 @)| < eH\z'’ 
ist**), so ist g(a”) eine ganze rationale Function héchstens A’ Grades. 
In unserem Falle ist also g(x) linear oder constant. 
Dieselben Schliisse gelten fiir G,(z). 
Die Differentialgleichung (A) besitzt die Integrale 


*) Hadamard, Liouv. Journ. 1893, 8. 204, 
**) Hadamard, a, a. O. 8, 187. 
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%=G(a), y= y**G,(2), 
wo G(x), G,(x) ganze transcendente Functionen vom Geschlecht 1 sind. 
Ist die Function F(x) vom Geschlecht 1, so gilt das Gleiche fiir 
e** F(bx); also sind auch die oben eingefiihrten Functionen F(z), 
F(x) sowie F'(p, q, x) vom Geschlecht 1*). Sind w,(v—1,2,---co) 
die Nullstellen von F'(p, q, 2%), so ist 


(15) F (p,q, &%) = IT (1— a es 
v=1 


durch Reihenentwicklung des Products und Coefficientenvergleichung 
findet man 


(15’) C= 


Die Bessel’sche Function **) 


R's 


> 
. (— 1)” 
Jn(2) = 2 F(n-o+1) F+1) 


habe die Nullstellen + o, (v—=1,2---0o), Unter Einfiihrung des 
convergenten Productes 


IT(¢-2)*(0+8)°*-IT 0-8) 


haben wir 


Jn(2) = rey PT (1-3): 


die Coefficientenvergleichung ergiebt c = 0, also ist 


(16) In (2) = G) (1—4). 


P(n--1) y 


Demnach ist z-"J,(“) eine ganze transcendente Function von a? vom 
Geschlecht 0. 
Herr Hadamard stellte sich in seiner bereits angefiihrten Arbeit 


(zum Zweck der Untersuchung der Riemann’schen Function (s)) die 


Aufgabe, aus der Art, wie die Coefficienten einer bestiindig conver- 
genten Potenzreihe abnehmen , das Geschlecht der ganzen transcen- 


*) Dabei nehmen wir an, dass die entsprechende Differentialgleichung (A) 

die friiheren Bedingungen erfiillt, 
**) Wenn auch der Fall eines ganzzahligen m zu den bisher ausgeschlossenen 
Fallen gehiért, so besitzt J,,(”) doch eine asymptotische Darstellung, welche in 
der bisher betrachteten enthalten ist. 


} 
| 
| 
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denten Function zu bestimmen. Herr Poincaré*) hatte den Satz 
bewiesen : 
lst die ganze Function 


nm 


F(z) = P Gn 2” 


n=0 
vom Geschlecht m, so ist 


' 1 
lim a, "Vn! = 0.« 


r= 


Herr Hadamard stellte den Satz auf: 
Wenn fiir grosse » 


ist, so ist das Geschlecht der Function F(x) nicht grésser als 4.‘ **) 
Wir versuchen, vermittelst dieses Satzes das Geschlecht der Func- 
tion F(p, gq, x) zu bestimmen; hier ist 





_ 1 F(p+n) T(q) 
ads Gn = ni Tigm) Pip)? 
also 


rc 
log (n! an) = log ry + log [(p-+n) — log [(q-+n). 


Zur Entwicklung der beiden letzten Glieder benutzen wir die Stirling’sche 
Reihe 
1 — B B 
log [ (a) =(a _ ) log a—a-+logY2a+ re _— vw or re85 
trotz der Divergenz der Reihe hat die Gleichung die folgende Be- 
deutung: setzt man 


Cc 
log T (a) =(a — 3) log a — at log/2a4 4 F4...4 s+, 


so convergirt y, mit unendlich wachsendem |a| zur Grenze Null und 
zwar gleichmissig fiir alle Argumente von a zwischen — @ und 
a@(@<2)}). Hiernach ist 


*) Bulletin de la Société mathématique 1883. 
**) Damit konnte gezeigt werden, dass die Riemann’sche Function £(t) eine 
ganze Function von ¢ vom Geschlecht 0 ist. 


***) Dabei ist zur Vereinfachung der Schreibweise C, = a, C,=0u. 8. w, 
gesetzt. ; 


+) Fiir complexe a wurde die Reihe von Stieltjes, Liouv. Journ, 1889, be- 
handelt. 
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r(q) 
F(p) 


+n log 2" + (p—; 5)log(p-+-n) —(q—5)log (q+) —p +4 
+65- +) +4 (oF “ arn) ." 


’ B 7 _ 
i eto~ a ;) + sae ~ @+ny’ 


lim yy =0, lim y,” =0. 


log (n! an) = log 


Nun ist 


n log?" =p- -_qg—#-f 4 -..— 2 =f 4,” 


lim a, = 0; 
r= @ 


——— — (q — §)log (q+ 2) 


ee (a-3)4 


=(p— g) logn +“ 


a | 
@=3) (er: Dall be os , limp, =0; 
= vn n r=@ 


1 -—- 


(p+nyi q =e ai 3 ae — (i+; -") 
ai(— p28 4... 4 2s) 


ni 





= Patt +k, lim dy, = 0. 


Durch Einsetzung dieser Ausdriicke erhilt man eine Entwickelung 


von der Form 
r f 
log (n! An) = log ry + (p ad q) log n | 


+B BHe +344, lime, =0 . 


rn=@ 


oder die asymptotische Gleichung fir grosse » 


log (m! ay) ov log (12 + (p— q) log mo + +: 


woraus 5 hervorgeht *): 


*) Ueber das Rechnen mit asymptotischen Reihen vgl. Poincaré, Act. math. 
Bd.'8 und Méth. nouv. de la Méc. cél, Ba. II, 
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r 
(18) m! diy CO ae ne-a(1-% 4 24 ...), 
Hiernach ist insbesondere 
— . = 
n! Gn Fp) a(1+e), tim « = Q, 


Bedeutet 6 eine beliebig kleine positive Grosse, so ist fiir grosse n 
ibd 
|a,|- “Yn! <1, 


so dass nach dem Hadamard’schen Satze das Geschlecht kleiner als 
1+ 0 ist, d. h. gleich 0 oder 1. Ware unsere Function vom Ge- 
schlecht 0, so miisste nach dem Poincaré’schen Satze lim a,n! = 0 
sein; im Falle {t(p — gq) > 0 ist demnach das Geschlecht sicher gleich 1, 
wihrend der Fall St(p—g) < 0 noch unentschieden bleibt. Mit Hiilfe 
des Aufschlusses, welchen die asymptotische Darstellung iiber die Null- 
stellen giebt, ersieht man, dass das Geschlecht 0 ausgeschlossen ist. 


§ 4. 
Wir setzen jetzt die Coefficienten der Ditferentialgleichung (A) 
als reell, 4, und A, als conjugirt complex voraus, so dass auch 


u=—4,—l=—e+ie, 
Ul, = —A,—1=—oe—i6 


conjugirt complex sind. Wir benutzen die asymptotischen Darstellungen 
zur Untersuchung der reellen Integrale fiir grosse reelle positive Werthe 
von x. Die zu dem Integral y, conjugirte Function ist, wie aus den 
friiher aufgesteliten bestimmten Integralen hervorgeht, — e—®7#4:—47iay, | 
Wir wollen die friihere Bezeichnung insofern abindern, als wir y, an 
Stelle von — e—***4—4*i4y, und entsprechend B, an Stelle von 
— e—?#i— Ani B, setzen. Die Differentialgleichung besitzt dann zwei 
conjugirt complexe Integrale 4,, y,, welche fiir grosse reelle positive 


z durch die Reihen 
, A A 
S,=¢= w(4,+ ALa4.. ‘), 


S, = e~ w(B, +2: + * +.- -) 


asymptotisch dargestellt ist; die Coefficienten A, und B, sind conjugirt 

complex. Wenn die Constanten c,,¢, conjugirt complex sind, stellt 
y¥ =f(%) = 40) + OY 

ein reelles Integral der Differentialgleichung dar. Die Function f(z) 

besitzt nach § 1 unendlich viele Nullstellen 
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v= c+ ka — w log (c+ kz) 


+ >) Los (is) (85 ety + ae 


p+qsn 
lim ¢, = 0; 
k=a@ 


die Coefficienten Ly, sind jetzt ebenso wie c reell. Es bedarf noch 
des Nachweises, dass fiir hinreichend grosse k x, selbst reell ist*). Man 
hat jetzt 
f(a) = e'* 2 (A, +a) + e-** a (By +B), 
lim a,=0, limp, =0 
Pine sry ? Finn 
h(x) = a-@ f(x) = cos («+ 6 log x) + (Py + 9) 
— sin (& + 6 log x) - (Q + %), 
wo P,, Q, reelle Constante und g,, % reelle Functionen von 2 sind, 
fiir welche 


oder 


lim gy, = 0, lim ~, = 0 
ist. Setzt man ea on 
H (xz) = P, cos («+ 6 log x) — Q, sin (4@+ 6 log 2), 
so ist 
h(a) = H(«) + &, 
& = Mp, cos (w+ 6 log x) — y sin (vx + 6 log 2), 


lim ¢ = 0. 
ra 


Die Gleichung H(x) = 0 oder 
a+ 0 log x — arctg ¢° +ka 


hat, einem grossen positiven Werth von & entsprechend, eine grosse 
positive Wurzel X,. Wenn 6 eine hinreichend kleine positive Grosse 
bedeutet, hat die Function H(z) fir 7— X,—d0 und «= X,+0 
verschiedene Vorzeichen; dasselbe gilt wegen lim «=O fiir hin- 


reichend grosse k fiir h(x)—= H(x)+ 4. Es liegt also zwischen 
X,— 0 und X,+ 0 eine reelle Wurzel x der Gleichung f(z) = 0, 
wenn & hinreichend gross genommen wird**). 

Es wurde friiher gezeigt, dass die asymptotische Gleichung 


(19) f(x) cv e# who, (A,-+ At +--+) + e-taree, (By+ 2 4 ---) 


*) In Betreff siimmtlicher Nullstellen der Bessel’schen Function J, (x) vgl. 
Hurwitz, Math. Ann. Bd. 33. 

**) Simmtliche reellen Integrale besitzen unendlich viele reelle Nullstellen. 
Die Integrale 7, 72 ohne Nullstellen in der Nihe von x= o sind nicht reell, 
Vgl. Kneser, Math. Ann. Bd. 42. 
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differentiirt werden kann; es ist 

20) 7° (2) vets ame,(Ay +t +++) + e-team o,(By + 24+), 
(21) 7’ (2) eoelt am ¢,( A,” + = +: -) + eit ae, (B,” “be Bry), 


wobei gesetzt ist: 


Ay = tA), Ay = tA, + 4,4),°°°; 
By =—iB,, BY =—iB, + 4,B,--::, 
A,’ =— A, 1 = — A, + 2iw, Ay, ++ :, 
By = — B,, BY =— B,— 2ie,B,--: 


Die Gleichungen /’ (x) = 0, (x) = 0 besitzen unendlich viele reelle 
positive Wurzeln 2,’ bezw. x;,": 


ax ° ° . P 1 P flog (+ kx)\? 
(22) a =c¢ +ka—wlog (c +hx) + >) Lialoses) ee 
P+qSn 


, 


& 
"__. lim ¢, = 0; 
+ the wea , 





” ” ” ” 1 Pf "+k yy 
(23) a" = c” + ka —yw log (€ +ka)+ SL; (axe) Cen 
pr+gsn 


” 
é 


a 


——"——, le en Q: 
hierbei ist 


(24) é=c+ =, c=, 


Aus der obigen asymptotischen Darstellung lisst sich vermittelst 
einfacher Rechnungen das Verhalten der Curve y = f(x) fiir grosse 
reelle z ermitteln. Nachdem asymptotische Ausdriicke fiir die Abscissen 
zx und x,” der Maxima und Minima bezw. der Wendepunkte gefunden 
sind, wollen wir noch die Maximal- und Minimalwerthe der Function 
untersuchen, d. h. eine asymptotische Darstellung fiir f(«;) ableiten. 

Aus (22) folgt, wenn wir voriibergehend 


t, log (c’ + kz) —_ 


1 
C+kx e+knx 


setzen , 
eft a pile’ +ka) (¢+ka) "(1 +> Ay, t? 22 + pat”), 
(0<p+qSn) 


lim y, = 0, 


k=@ 


sowie 
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ayes == (¢ hay (1 — wa + Liot? + Lute +--+ 
= (¢+hkaye(1 +> By, t?2t + dat), 
(0<p+q=2) 
lim 6, = 0; 


k=a@ 


ferner ist: 


= epee (test) atpatet 


und nach Einsetzung dieser Reihe 





A tH te FATA 
=A, +>) Oyo? t+ &t*, lim & = 0; 
(O<p+¢Sn) _— 


also haben wir eine Entwickelung von der Form 


eft wn —— - +5 > + zs) 


=(—1)"(¢+hm) ? Vases A,B, :DR,ee + ent], 
(0<p+q2) 
k=@ 
und ahnlich 


eit ws" 6, (B +3 e+ AtS *) 


Mite 


= (—1)'(¢ +k) * [V1 4B, + tn tga + ont*|, 


(0<p+q<n) 
lim 6, = 0. 


k=a 
Wir haben demnach 


My +e 


25) fei)—=(—1¢+ha) *? [274,44 B, 


+ Sturt) COE) tats 


(0<p+qn) (¢'-++kx)" 
lim t, = 0 
k= 


*) Dabei ist auf die Gleichungen 


° My + Ug , 1 Cy By 
Le a c= 3; 1° 4d A, 
Riicksicht genommen. 
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und insbesondere 
—. 2 Mita 
f(2i) = (—1)* (2c, ¢,4,B, +t) (+kx) * , 
lim t, = 0. 
k=@ 

Ersetzt man in der asymptotischen Reihe fiir f(x) x durch die 
asymptotische Reihe fiir die Wurzel 2, der Gleichung f(x) = 0 und 
fiihrt man die Rechnungen nach den fiir convergente Reihen giiltigen 
Regeln formal aus, so erhilt man eine asymptotische Darstellung 
fiir f(x). 

Das Bisherige wird geniigen, um zu zeigen, wie sich mit Hiilfe 
der asymptotischen Darstellung der Integrale durch divergente Reihen 
das Verhalten der reellen Integralcurven im Unendlichen untersuchen 
lasst. 


Charlottenburg, 3. Februar 1897. 
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Das Apollonische Problem. 


Von 


E. Srupy in Greifswald*), 


§ 1. 
Einleitung. 


Die nach Apollonius von Perga benannte Aufgabe ,,Einen Kreis 
zu bestimmen, der drei gegebene Kreise beriihrt“ hat bekanntlich im 
Allgemeinen acht (reelle oder imaginire) Lésungen, die auf vier Paare 
vertheilt sind. Die grésste Gruppe nun, nicht nur von Punkt- sondern 
auch von Beriihrungstransformationen, die Kreise in Kreise und jede 
Lésung des Apollonischen Problems in eine Lésung der transformirten 
Aufgabe verwandelt, ist die Gruppe aller Punkttransformationen, die 
iiberhaupt Kreise in Kreise tiberfiihren. Das Problem gehért also in 
gewissem Sinne zu der bekannten sechsgliedrigen, aus zwei continuir- 
lichen Schaaren G,, H, bestehenden Gruppe, die durch die Aufein- 
anderfolge beliebig vieler Inversionen (Transformationen durch reciproke 
Radien) erzeugt wird**). Aus dieser Bemerkung ergiebt sich fiir das 
Apollonische Problem, und fiir alle Aufgaben, von denen Aehnliches 


*) Die folgende Mittheilung bietet eine Uebersicht der hauptsichlichsten 
Ergebnisse einer Untersuchung, die als Theil eines grésseren Ganzen spiiter ver- 
dffentlicht werden soll, Die Grundgedanken hat der Verfasser bereits in der math, 
Section der Naturforscherversammlung zu Frankfurt a. Main (im Sept. 1896) vor- 
getragen. 

**) Diese Art von Zugehirigkeit geometrischer Probleme zu bestimmten Trans- 
formationsgruppen ist bekanntlich zuerst von Herrn F. Klein dargelegt worden 
(Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen. Erlangen 
1872, Abgedruckt Math. Ann. Bd. 43). Dort wird auch (S. 38—39) auf die Mig- 
lichkeit hingewiesen, noch fiir andere Gruppen als die allgemeine projective, 
algebraische Invariantentheorien zu entwerfen. Herr F. Klein hat die Giite gehabt, 
mich auf diese von mir und Anderen iibersehene Stelle seiner Schrift aufmerksam 
zu machen. Die Willkiir des Coordinatensystems aus den Formeln nach Mig- 
lichkeit verschwinden zu lassen, haben Leibnitz, Hamilton und H, Grass- 
mann gefordert, 
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zu sagen ist, die Forderung: Wo méglich auch die bei der algebraischen 
oder constructiven Lésung zu verwendenden Hiilfsmittel so einzurichten, 
dass sie gegeniiber der genannten ,,Gruppe der Inversionen“ die In- 
varianteneigenschaft haben. Es werden danach — sofern es méglich 
ist, eine solche Forderung zu erfiillen — Formeln und Constructionen 
so zu wahlen sein, dass alle vermége der Transformationen von G,, H, 
iquivalenten Aufgaben gleichzeitig und durch Aquivalente Processe 
erledigt werden. 

Ausserdem werden wir noch andere Anforderungen an die Lésung 
unserer Aufgabe, wie iiberhaupt an die Lésung algebraisch-geometrischer 
Probleme stellen: Wir bestehen darauf, bei der Lésung durch Formeln, 
wie bei der geometrischen Construction, mit einem Mindestaufwand von 
irrationalen Operationen auszukommen. Ferner werden wir der Lésung 
einen modglichst hohen Grad von Allgemeinheit zu geben wiinschen, 
jedenfalls aber sie so einzurichten suchen, dass sie hdéchstens in 
solchen Grenzfillen illusorisch wird, in denen die Aufgabe selbst ihr 
eigentliches Interesse verliert. Endlich werden wir von der Lésung 
verlangen, dass sie unbeschadet der algebraischen Allgemeinheit auf 
reelle Figuren besondere Riicksicht nimmt, dass also namentlich die 
geometrische Construction bei reeller Lésung auch immer ausfiihrbar ist. 

Die drei letzten Forderungen wird man wohl ohne Weiteres als 
berechtigt anerkennen, wiewohl man thatsiichlich oft genug, und zwar 
leider auch vielfach ganz ohne Noth, ihnen Rechnung zu tragen unter- 
lassen hat, und wiewohl man ihnen, wie auch der ersten Forderung, 
in manchen Fallen zur Zeit wirklich wohl noch nicht geniigen kann. 
Was nun die erste Forderung angeht, so kann man heute vielleicht 
noch verschiedener Meinung dartiber sein, ob und wie weit einer 
solchen Zumuthung nachzugeben ist. Insbesondere bei den Aufgaben 
iiber Kreise wird sie vielleicht Mancher als unbequem empfinden, der 
mit der herkémmlichen Behandlungsweise solcher Probleme ganz zu- 
frieden ist. Indessen hat das Beispiel der projectiven Geometrie und 
der zugehérigen Algebra der linearen Transformationen gezeigt, dass 
der wahre Reichthum und die grosse Schénheit der geometrischen 
Gestalten erst dann zu Tage kommen, wenn man sich auf den ge- 
schlossenen Bereich der invarianten Operationen beschriinkt, dass also 
die Anfangs allerdings aufzuwendende gréssere Miihe sich reichlich 
lohnt. 

Der beste Weg, tiber den Werth methodischer Principien in’s Reine 
zu kommen, wird jedenfalls der sein, dass man ihre Tragweite durch 
Behandlung bestimmter Aufgaben zu ermitteln sucht. Das Apollonische 
Problem aber fordert ganz besonders zu einem solchen Unternehmen 
heraus. Deun obgleich gerade diese Aufgabe bis auf die neueste Zeit 
schier unzihlige Male bearbeitet worden ist, und obgleich man sie 











| 
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daher wohl gar schon als ,,erledigt‘* angesehen hat, so ist es doch 
kaum zweifelhaft, dass alle bis jetzt gelieferten algebraischen und geo- 
metrischen Lésungen weit davon entfernt sind, der Gesammtheit der 
oben gestellten Forderungen Geniige zu leisten. Ueberhaupt nur die 
bekannte von Pliicker angegebene (iibrigens unvollstindige) Lésung 
diirfte als eine Vorstufe zu der von uns abzuleitenden geometrischen 
Construction hier zu nennen sein*), ‘ 

Natiirlich wird man nicht erwarten diirfen, dass unsere Lésungen 
so einfach“ ausfallen, namlich sich mit so wenigen Worten beschreiben 
lassen werden, wie mehrere der bekannten, Die zu erstrebende wahre 
Einfachheit liegt aber unseres Erachtens nicht so sehr in der Kiirze 
des Ausdrucks, als in der grundsiitzlichen Anwendung der angemessen- 
sten Mittel. Diese sind zuniichst zu entwickeln. Die priicisere Problem- 
stellung erfordert natiirlich auch sorgfiltiger gearbeitete Werkzeuge. 

Da wir nur sehr wenige Formeln und Constructionen aus der 
vorhandenen Litteratur iibernehmen kénnen, und da auch diese in einer 
unseren Zwecken entsprechenden Gestalt nicht vorliegen, so miissen 
wir ziemlich weit ausholen. Die an die Spitze gestellten Sitze, die 
sich auf » Dimensionen ausdehunen lassen, geben eine geeignete Grund- 
lage ab fiir die algebraische Theorie noch vieler anderer geometri- 
scher Probleme. 


§ 2. 
Inversionsinvarianten von Kreisen. 


Es sei zuniichst vorgelegt eine beliebige Zahl von Kreisen einer 
Ebene, dargestellt, wie wir der Kiirze wegen annehmen wollen, etwa 
durch ihre Gleichungen in rechtwinkligen Cartesischen Coordinaten 
Yo: %, %,3%,, 2. B. 


(1) Gy x? + ©, (x? + £5") + 26,4, 2, + 20,2, 4, = 0, 
oder auch in tetracyclischen, der Gleichung 

(2) X,? — X,? — X,? — XP = 

geniigenden Coordinaten**): 

(3) Cy Xo — C, X, — C, X, — UX; = 0. 


*) Crelle’s Journal, Bd. 10, 8. 293 oder Pliicker’s Gesammelte Abhandlungen, 
Ba. I, 8, 251. 

Die meisten Lehrbiicher bringen die Ger gonne’sche Construction. An Eleganz 
lisst diese allerdings Nichts zu wiinschen iibrig; sie ist aber weder invariant, 
noch allgemein, noch algebraisch vollstindig, also wohl nicht gerade ,,muster- 
giiltig**, 

**) Um nicht mehrere Formelsysteme schreiben zu miissen, haben wir zwischen 
den Gréssen 6;, C, einen bestimmten Zusammenhang angenommen, niimlich diesen: 


G=Cy—Cy, GH Qt, =, C= Cy. 
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Wir unterscheiden nun die einzelnen Kreise durch angehiingte 
Indices a, B,..., und verstehen unter einer ganzen Invariante dieser 
Kreise, genauer der zugehérigen algebraischen Formen, gegeniiber der 
oben erwahnten continuirlichen Gruppe G,, d. i. gegeniiber den eigent- 
lichen linearen Transformationen der quadratischen Gleichung (2) eine 
solehe ganze rationale allseitig-homogene Function der Coefficienten 
Gai, Sgi,... oder Cai, Czi,..., die sich nach Ausfiihrung einer 
Transformation von G, mit einem Factor reproducirt, der nur von den 
Transformationscoefficienten abhangt. 

Die Frage nach der Gesammtheit dieser Functionen lasst sich 
erschépfend beantworten: Es giebt nur zwei Typen elementarer In- 
varianten dieser Art, dargestellt durch die Ausdriicke 


Cao Gs1 + CarGso — 2Ce2Gs2 — 2as Ges = 


4 
@) = 2(CaoCso — CaiCp1 — Ca2Cz2 — CasCgs) = (Pep), 
(5) | Gao Gar Cy 2 Gys| _ 2|CaoCgi Cys Cis | — (O.39,9%y). 


Es gilt der fiir die Geometrie und Algebra der Inversionen grund- 
legende Satz, dass alle ganzen Invarianien von Kreisen gegeniiber der 
Grvppe G, ganze und rationale Functionen von Invarianten dieser 
beiden Arten sind. 

Zwischen den Invarianten dieser beiden Typen bestehen ferner die 
folgenden beiden irreduciblen Relationen (und keine weiteren): 


O = (Dp, DyO,) (Mu ¥) + (0, Oj M. Oz) (Os V) + (OO... 0) (, ¥) 
(6) + (D,0. D3 My) (DV) + (O29, 0, O5)(.¥), 
0 = 4(O,.9 3,5) (Wa Vs ¥y¥s) + |(Oa a)... (Oye) |. 


Wegen der zweiten dieser Identitéten braucht man Invarianten 
des zweiten Typus nicht in héherem als dem ersten Grade zuzulassen. 
Bezeichnen wir also die beiden Invariantentypen kurz mit J und J’, 


so wird sich jede Invariante von beliebig vielen Kreisen in folgender 
Form schreiben lassen: 


BS) + ZI. FV). 


In den beiden Bestandtheilen dieser Summe §(J) und XJ". ¥'(J), 
haben wir dann die ahnlich wie oben zu definirenden ganzen Invarianten 
der umfassenderen Gruppe G,, H, (s. § 1), der Gruppe aller — 
eigentlichen und uneigentlichen — automorphen linearen Transforma- 
tionen der quadratischen Gleichung (2). Solcher Invarianten der 
Gruppe (G,, H,) giebt es also zwei wesentlich verschiedene Arten; und 
diese unterscheiden sich, wie wir hinzufiigen wollen, durch die Factoren, 
die bei den Transformationen der Schaar H, zu ibnen hinzutreten 
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Man kann sie als Invarianten geraden und ungeraden Charakters aus- 
einanderhalten *). 

Es bedeutet nun die Gleichung (®¥) = 0 die Orthogonalitit zweier 
Kreise , Y, und ahnlich zeigt eine Gleichung der Form (0.9; ,,) =0 
eine lineare Abhingigkeit zwischen vier Kreisen, also das Vorhandensein 
eines gemeinsamen Orthogonalkreises an. Verstehen wir also unter 
X, Y,... Kreise, die als veriinderlich gelten, ,, Verdnderliche, wie wir 
kurz sagen wollen, so kénnen wir zunichst einen jeden Kreis durch 
eine Gleichung von der Form 


(6X) = (C, X, — C, X, — C, X, — C, X;) =0 
darstellen, auch ohne zwischen den Gréssen X; die Relation (2) anzu- 
nehmen, d. h. wir kénnen den Kreis als geometrischen Ort seiner 
simmtlichen Orthogonalkreise auffassen. 

Verstehen wir schliesslich unter einer Covariante eine solche simul- 
tane Invariante von Kreisen, an deren Bildung auch die veriinderlichen 
Kreise X, Y,... betheiligt sind (die man, beiliiufig bemerkt, bei einer 
grossen Classe von Problemen nur in der Zweizahl zuzulassen braucht), 
so haben wir nunmehr alle Voraussetzungen beisammen, die zur For- 
mulirung und zur Lésung unseres algebraischen Problems néthig sind. 

»»Vorgelegt sind die Gleichungen dreier Kreise 
(0,X)=0, (,X)=0, (0X) =0. 
Gesucht ist eine irrationale Covariante der linearen Formen 
(%;X), deren verschiedene Werthe, gleich Null gesetzt, die Be- 
riihrungskreise einzeln darstellen.‘‘**) 

Vollig bestimmt ist diese Aufgabe freilich nicht; die Zahl der in 
Betracht kommenden Méglichkeiten wird aber bedeutend eingeschrinkt 
durch unsere zweite und dritte Forderung, sowie dadurch, dass die 
gesuchte Covariante die Bertihrungskreise selbstverstiindlich rein, ohne 
fremde Factoren, ausdriicken soll. Es kénnen, wenn man von trivialen 
Umiinderungen absieht, wie sich zeigen wird, iiberhaupt nur zwei Aus- 
driicke als Lésungen ernsthaft in Frage kommen. 

Die Lésung wird sich in der Weise vollziehen, dass der Bereich 


*) Ich habe schon friiher darauf aufmerksam gemacht, dass es bei den Unter- 
gruppen der allgemeinen projectiven Gruppe nicht geniigt, nach solchen Formen 
zu fragen, die, je nach der Darstellungsart der betrachteten Gruppe mit dem 
Factor Eins, oder mit Potenzen eines und desselben Factors reproducirt werden. 
Was unter dem ,,vollstiindigen Formensystem“ einer (discontinuirlichen) projec- 
tiven Gruppe verstanden wird, scheint mir einen solchen Namen nicht immer 
zu verdienen. 

**) Wegen des Begriffs der irrationalen Covariante vergleiche man den 
I, Abschnitt von des Verfassers ,,Methoden zur Theorie der terniiren Formen“ 
(Leipzig, 1889). Alles dort Gesagte lisst sich ohne Weiteres auf die Invarianten- 
theorie der Gruppen G, und G,, H, iibertragen. 


Mathematische Annalen, IL. 33 
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der ganzen rationalen Invarianten und Covarianten durch Adjunction 
gewisser irrationaler — ebenfalls ganzer — Invarianten erweitert wird, 
wobei es theils auf die Werthe der einzufiihrenden Irrationalititen 
selbst, theils nur auf ihre Verhiiltnisse ankommt. Als einziges 
Hiilfsmitiel der Rechnung fungiren die beiden Identitiéten (6). Ein 
Hinaustreten aus dem Bereiche der invarianten Bildungen wird also 
auch in den Hiilfsrechnungen grundsitzlich vermieden; eine Abweichung 
von diesem Princip wiirde, soviel wir uns haben iiberzeugen kénnen, 
auch nicht den geringsten Nutzen bringen. 

Eigenschaften der Apollonischen Figur, die zu den vier- und drei- 
gliedrigen Untergruppen der Gruppe G,, H, gehéren, die von den 
Aehnlichkeitstransformationen und den Bewegungen und Umlegungen 
der Euclidischen Ebene gebildet werden, bleiben von unserer Unter- 
suchung ausgeschlossen. Von Mittelpunkten und Radien der vor- 
kommenden Kreise wird also keine Rede sein. Wir bemerken aber 
ausdriicklich, dass die angewendete Methode, nach geringer Krweite- 
rung, auch zur Untersuchung dieser Gegenstiinde vdllig ausreichend 
ist. Ein Gleiches gilt von den durch Kreise definirten dreigliedrigen 
Untergruppen, also von metrischen Eigenschaften der Apollonischen 
Figur auf der Kugelfliche. 


§ 3. 
Algebraische Lésung des Apollonischen Problems. 
Copulirte Lésungen. 


Die drei linearen Formen (%;X) haben sechs Invarianten 
F;, = (;%,), zwischen denen keine Relation besteht. Von den aus 
diesen zusammenzusetzenden rationalen Invarianten haben wir nur zu 
betrachten die Determinante 


(6) R= |Fi, Fe F33\, 


eine sogenannte Combinante, deren Verschwinden aussagt, dass die drei 
Kreise (0; X) = 0 einen Punkt gemein haben; ferner die zugehdrigen 
Unterdeterminanten R;,, von denen die der Diagonalglieder durch ihr 
Verschwinden anzeigen, dass zwei der gegebenen Kreise einander be- 
rihren. In dem Product 


(7) D = Fy, + Fy. + Fg - Ry + Ry + Ryg - KR 


haben wir dann bereits die Discriminante des Apollonischen Problems, 
die Invariante naimlich, deren Verschwinden ausdriickt, dass zwei 
oder mehr der Lésungen sich vereinigen. Von rationalen Covarianten 
haben wir nur zu bilden die Combinante 


(8) (OX) = 2(XO,%,9,), 








(s 
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die, gleich Null gesetzt, den Orthogonalkreis der gegebenen Kreise 
darstellt, und deren nach Analogie von F;,; gebildete Invariante den 
Werth — BR hat, sowie die drei Covarianten 

(X¥O,%;), (XY¥O,%,), (XYO,o,), 
deren Bedeutung ebenfalls unmittelbar ersichtlich ist. 


0 VHF V—Fy V—Fss 





(9) ——— V—F, F,, F;, F'3 
V=Fn Fy Fy, F,, 
V— Fy; F;, Fs, F;; 
(10) (SX)(LTV) = — (SY)(TX)— 


_ ¥— fF, (x Yo,9,) + V -< F(X Y,9,) + V— Py, (X YO, 9®,) ’ 
0 (®,X) (%,X) (®, X) | 





| ° 4 iy" f) 

(11) ($3 X) = ! Au Bu Pia Bis ay 
ie By, Fy F,, Fy; 
_ Fy F,, Fs. Fs, 
| —1 0 V¥— Fy, V— Fy, V— Fy 
| 0 (XY) (®,X) (o, X) (®, X) 
[enone 

(12) (R X)(RY) = V- F, (9, Y) F,, F,, FP; } 
V¥— Ly, (%,Y) F,, Fy, F,, 
V—Fy, (,¥) F;, F F 





Wir adjungiren ferner die Wurzelgrésse /R + A. In dem Ausdruck 





(13) | (RX)(RY) + 2VR-+ A - (SG X)(TY) 








haben wir dann bereits die vollstindige Lésung unserer Aufgabe, 
soweit es sich dabei um die Bestimmung eines einzelnen Beriihrungs- 
kreises handelt: 

Das Verschwinden eines Werthes der Covariante (13) sagt aus, 
dass entweder der Kreis X oder der Kreis Y zu einem Beriihrungskreis 
der Kreise 9; = 0 orthogonal ist. 


*) Nimlich der Symmetrie wegen. In der Lisung selbst kommen nur die 
Verhiltnisse dieser Gréssen vor, wie weiterhin noch ausgefiihrt werden soll, 


33 * 
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Man erhilt also die Gleichungen aller Beriihrungskreise, wenn 
man den Hiilfskreis Y, der auch ein Punktkreis sein darf, willkiirlich 
annimmt (doch so, dass er nicht selbst schon zu einem Beriihrungskreis 
orthogonal ist), und dann in der gleich Null gesetzten Covariante (13) 
den vorkommenden Irrationalitiiten ihre verschiedenen Werthe beilegt. 
Die hierin liegende Lisung hat gleichzeitig den gréssten tiberhaupt 
mdglichen Grad der Allgemeinheit, weshalb wir sie als_,,allgemeine 
Liésung des algebraisch gefassten Apollonischen Problems bezeichnen : 
Nur dann kann ein Werth der Covariante (13) identisch, d. h. fiir jedes 
beliebige Kreispaar X, Y verschwinden, wenn das Problem selbst wn- 
bestimmt wird. Das tritt aber nur dann ein, wenn die drei gegebenen 
Kreise sich in einem und demselben Punkte beriihren, oder — was 
dasselbe besagt — wenn gleichzeitig die vier Invarianten R, R,,, R,,, Ry, 
den Werth Null haben*), und wenn iiberdies den Irrationalititen 
V— Fi: geeignete Werthe beigelegt werden. 

Die Covariante (13) geht in den conjugirten Werth 


(RX)(RY) — 2YR+A-(SX/(TY) 


iiber, wenn man X und Y vertauscht. Sie stellt also, wenn man X 
und Y beide variiren lisst, ein Paar ,,copulirter‘‘ Lésungen dar, solcher, 
die einander durch die Spiegelung an dem Orthogonalkreis © = 0 
zugeordnet sind. Die eine von diesen ist geschrieben mit der Ver- 
finderlichen X, die andere mit Y. Die Covariante (13) ist also 
reducibel, ein Product zweier verschiedener Formen, nach dem Reduci- 
bilitdtsbegriff der Functionentheorie. Sie ist aber nicht auch reducibel 
im Sinne der Algebra, nicht in Factoren zerlegbar im Bereiche der 
ganzen Covarianten, mit denen wir es hier zu thun haben. Es besteht 
niimlich der noch allgemeinere Satz, dass iiberhaupt keine irrationale 
Covariante mit nur einem veriinderlichen Kreis X vorhanden ist, die 
die Lésungen des Apollonischen Problems darstellte, und so zu thun 
fortfiihre auch in dem Falle, wo die Invariante R verschwindet. Der 
Hiilfskreis Y kann also nicht entbehrt werden, so lange man den Fall 
R = 0 mit beriicksichtigen will. Nimmt man dagegen an, dass R=-0 
ist, wie wir nun thun wollen, so kann man den Ausdruck (13) aller- 
dings durch einen einfacheren ersetzen: Das Product der Covariante (13) 
mit der Invariante R ist reducibel: 


— R{(RX)(RY) + 2VR+ A(SX/(TCY)} = 
= {(PX)+/YR+ AOX)} {(PY)-—VR+ AY}. 


(14) 


*) Hierin liegen nur drei unabhiingige Bedingungen; die im Texte be- 
sprochene Figur hiingt bemerkenswerther Weise von ebensovielen Constanten ab, 
wie die Figur dreier Kreise, die einander in verschiedenen Punkten beriihren. 
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Hiermit haben wir eine zweite, die ,,specielle Lésung“ unseres Problems, 
dargestellt durch die gleich Null gesetzte Covariante 





(15) ()X) = (PX) + V7R+ AX)]. 











Diese Lisung versagt dann und nur dann, wenn R verschwindet. In 
diesem Falle verschwindet nimlich immer der eine Werth der Co- 
variante (15) identisch, und der andere, mit dem ersten ,,copulirte Werth 
stellt die triviale Lésung vor, die sich mit dem gemeinsamen Schnitt- 
punkt der drei Kreise vereinigt — falls nicht etwa die drei Kreise einem 
Biischel angehéren, und daher beide Werthe identisch gleich Null sind. 

Natiirlich ist es einfacher, mit der Form (15) zu operiren, als mit 
der etwas unbequem zu handhabenden Covariante (13). Wir werden 
weiterhin von dieser Erleichterung Gebrauch machen. 

Wir fiigen, unter der Annahme reeller Kreise ©; = 0 mit reellen 
Punkten (Fj; < 0) die auf die Realitét der Lisungen beziiglichen Kri- 
terien hinzu. Es sind, wenn D+ 0, die folgenden Fille zu unter- 
scheiden: 


(A) R<O, n=—4, 

(B) R>O, R,>0, R,>O0, BR >O0, n= 4. 

(CCl) Ra<0, Ryawz>O, R,>0, n=—2. 

(D) Ra>0, Ru<0, BR<0, n=2, 

(FE) Ry, <9, Ry <0, Ry <0, Fy ky Py, > 0, n= 4. 
(PF) Ry <0, Ry <9, Ry <9, Py ly Fi.<0, n=0. 


nm bedeutet die Zahl der vorhandenen Paare reeller Lésungen. 

Kin besonderes Interesse hat unter diesen Fiillen der erste (A). 
Es ist der Fall, in dem die gegebenen Kreise einander paarweise 
schneiden, und so liegen, dass ihr Orthogonalkreis keine reellen Punkte 
hat. Diesem Falle insbesondere sind die von uns angewendeten Be- 
zeichnungen angepasst. Die anderen Annahmen (B)...(F) kénnen 
natiirlich in ahnlicher Weise behandelt werden. 


§ 4. 
Fortsetzung: Abhiaingigkeit der verschiedenen Lésungen. 
Tripel und Quadrupel. 


Bis hierher haben wir nur ein einzelnes Paar von Beriihrungs- 
kreisen betrachtet. Nunmehr wollen wir sie alle zugleich in’s Auge 
fassen. Wir versehen zu diesem Zwecke die eingefiihrten Covarianten 
mit unteren Indices 0, 1, 2, 3, entsprechend den verschiedenen Werth- 
systemen 
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0) ¥— Fi, V— Fr, V— F533 
1] V—-Fy, —V—Fr, —V— Fry; 
2) ~V=Fyy  V=Fa, —V=Foas 
3] ise V— Fass baa V — Fy, V— Fy; ° 


Wir schreiben demgemiss 
(Ye X) = (PX) + VR + A, - (X), 
ae FX) =(B,X)+VEFA,- (OX, 
(FX) = (PX) + VR FAG, - (X), 
(QF X) = (PB, X) +VR +A, - (X). 
Zwischen den verschiedenen eingefiihrten Irrationalitiiten besteht 


nun eine und auch nur eine Abhingigkeit: Das Product der lctzten 
vier Wurzelgréssen ist rational: 








(17) YR + A, VR+ A, VR+ A, VR + A, —_ 4 Ri, Ry, Rs, is 








Wenn einer der Factoren rechts verschwindet, so vereinfacht sich 
das Problem bedeutend, wie wir schon angedeutet haben. Schliessen 
wir diesen Fall aus, so kénnen wir jede der Wurzeln YR + A, durch 
die drei iibrigen rational ausdriicken. 

Hieraus ergiebt sich die Galois’sche Gruppe des Apollonischen 
Problems, die 32 Substitutionen umfasst. 

Besonders wichtig ist fiir die Theorie unseres Problems das Ver- 
halten der Paare, Tripel und Quadrupel von Lésungen gegeniiber den 
Substitutionen dieser Gruppe Gyo. 

Von den vier copulirten Paaren, die durch die sogenannte Vierer- 
gruppe unter einander vertauscht werden, haben wir schon gesprochen. 

Unter den Tripeln giebt es 32 ,,unabhdngige“, uiimlich die Tripel 
von Beriihrungskreisen, die drei verschiedenen Paaren entnommen sind. 
Diese Tripel werden von der Gruppe G,, transitiv unter einander ver- 
tauscht. Sie entsprechen daher den Wurzeln der Galois’schen Resolvente 
des Problems. 

Von Quadrupeln haben wir vier Arten zu unterscheiden. 

Es giebt zuniichst acht gleichberechtigte ,,syzygetische Quadrupel 
1. Art‘, solche wie +, Yt, Yt, YF. Sie sind charakterisirt durch 
die Relation 

TY R+A=—4R,, BR, R,,. 
Sodann haben wir acht ebenfalls gleichberechtigte ,,syzygetische Qua- 
drupel 2. Art, wie 2)~, YF, YF, YF. Sie sind charakterisirt durch 
die Relation 
TYR+ A= — 4K, RB, Rs. 





~~ ca a 2 
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Ferner giebt es drei Figuren von je sechszehn gleichberechtigten 
,asyzygetischen Quadrupeln“, oder ,,Quadrupeln 3. Art, solchen, die 
ein copulirtes Paar enthalten, endlich drei Figuren von je zwei gleich- 
berechtigten ,,gepaarten Quadrupeln“, solchen, die aus zweimal zwei 
copulirten Beriihrungskreisen bestehen. 

Von den verschiedenen Arten von Quadrupeln werden wir weiterhin 
noch mehr zu reden haben; hier wollen wir noch die oben bereits 
angefiihrte Kigenschaft der unabhingigen Tripel bestimmter aussprechen: 
Hat man auf irgend einem Wege die Gleichungen eines unabhdngigen 
Tripels von Beriihrungskreisen gefunden*), so kann man — falls keine 
der Invarianten Ra, verschwindet — die Gleichungen der sdéimmtlichen 
iibrigen Beriihrungskreise durch rationale Operationen finden. 

Hieraus ergiebt sich noch eine weitere merkwiirdige Folgerung. 
Bilden niimlich drei Kreise 9); = 0 ein unabhingiges Tripel von Be- 
riihrungskreisen dreier anderer Kreise ®,—=0, so ist auch das Um- 
gekehrte der Fall. Man kann also die simmtlichen Beriihrungskreise 
eines unabhingigen Tripels Apollonischer Beriihrungskreise bestimmen, 
ohne dazu andere Irrationalititen néthig zu haben, als die, die zur 
Lésung des Apollonischen Problems selbst dienen. Unter diesen Be- 
riihrungskreisen kann man dann wieder ein Tripel von unabhiingigen 
herausgreifen, und das zugehérige Apollonische Problem mit denselben 
Hiilfsmitteln lésen, u.s.w. Es ist also mit der Lisung des urspriing- 
lichen Apollonischen Problems eine unendliche Mannigfaltigkeit weiterer 
Probleme dieser Art gegeben, deren Lisung die Adjunction neuer 
Irrationalititen nicht erfordert. 

Kehren wir zuriick zu unseren Covarianten (13) und (15), und 
betrachten wir die algebraischen Gleichungen, deren Wurzeln sie sind, 

Wir erkennen unmittelbar, dass die Covariante (13) und ebenso 
z. B, das Product 


VF Y= FaV—FaQX) 


Wurzeln je einer irreducibelen Gleichung 8. Grades sind, deren Galois’sche 
Gruppe eben die Gruppe G,, ist. Diese Gleichungen gehéren zu der 
Classe algebraischer Gleichungen mit Parametern, deren Auflésung 
von Resolventen abhiingt, die diese Parameter (X, Y) nicht enthalten **). 
Man hat, um die Wurzelu der genannten Gleichungen zu finden, 


*) Es geniigt sogar, wenn man gewisse durch Gleichungen der Form 


F,, EBy yu — FyyByy = 0 


charakterisirte Fille ausschliesst, schon die Kenntniss je eines der dreimal drei 
Beriihrungspunkte, 8S. § 18. 

**) Vgl. die Abhandlung des Verfassers: On Irrational Covariants of certain 
Binary Forms. American Journal, vol. XVII, 1894. 
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zuniichst zwei der Producte /— Fi;/— Fy, , hierauf drei der Pro- 
ducte YW— F;; VR + A, oder /— F,,V— Fy,.V— Fy VR +A, zn 
adjungiren, insgesammt also fiinf Quadratwurzeln auszuziehen. 

Dagegen sind die Covarianten (2) X) und — (3) X) Wurzeln einer 
Gleichung 16. Grades, mit einer Gruppe G,,, die sich erst nach Ad- 
junction des Productes /W— F,,/— F.,V— Fy, auf die Gruppe G;, 
reducirt. Zur Auflésung dieser Gleichung muss man die Wurzel- 
gréssen /— F;;, Y/R + A; selbst adjungiren; man hat also in diesem 
Falle sechs Quadratwurzeln auszuziehen. 

Die besprochenen Gleichungen sind ziemlich umstindlich zu bilden. 
Wir begniigen uns daher, die quadratischen Gleichungen anzugeben, 
von denen die ,,copulirten“ Werthe der genannten Covarianten ab- 
hingen. 


Die beiden copulirten Werthe der Covariante (13) sind die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung 


(18) -X — 2(RX)(MY) - X + (MR X)/(RX)- (MRY)RY) —0, 
ebenso die beiden Werthe (2) X) von (2)X) die Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung 

(19) Yy? — 2¢PX)-Y—R-(RX)(RX) —0. 


In der Gleichung ( X)(RX) =O werden je zwei copulirte Lisungen 
zusammengefasst*). So lange man darauf verzichtet, die Lésungen des 
Apollonischen Problems vollstiindig zu trennen, ist demnach die Kin- 
fiihrung des Hiilfskreises Y auch dann nicht néthig, wenn man den 
Fall R = 0 mit umspannen will. 











§ 5. 


Nebenkreise. 


Durch das in §3 und $4 Beigebrachte kann die in § 2 gestellte 
algebraische Aufgabe als erledigt gelten, so lange wenigstens, als man 
annimmt, dass die Gleichung 8. Grades, von der das Apollonische 
Problem abhingt, in ihrer Art allgemein bleibt (keinen neuen Affect 
bekommt), dass also die Gruppe des Problems sich nicht reducirt**), 
Wir wiinschen aber noch an einigen Beispielen zu zeigen, dass die 
entwickelten Formeln den Zugang zu einem grossen Reichthum von 
algebraischen und geometrischen Sitzen erdffnen, die in ihrer Ge- 





*) Diese Zusammenfassung je zweier Lisungen in eine Gleichung ist, in 
einer metrisch specialisirten Gestalt, bereits von dem irischen Mathematiker Casey 
angegeben worden, Vgl. § 8. 

**) Eine Aufzihlung der verschiedenen Fille, in denen sich der algebraische 
Charakter der Liésung noch vereinfacht, scheint uns wenig Interesse zu bieten. 
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sammtheit doch noch einen genaueren Einblick in die Natur unserer 
Aufgabe vermitteln. , 

Wir beginnen damit, dass wir die betrachtete Figur, unter der 
Voraussetzung D+ 0, durch Hinzufiigung dreier neuer Kreise er- 
weitern, die durch die Kreise ©; = 0 rational bestimmt sind, und 
»Nebenkreise“ genannt werden sollen. Wir wollen diese Kreise durch 
Gleichungen Y; = 0 darstellen, wobei wir in die Bezeichnung auf der 
linken Seite einen irrationalen Nenner aufnehmen, der den Zweck hat, 
die zu entwickelnden Formeln méglichst symmetrisch zu gestalten, 
der aber natiirlich jederzeit leicht wieder beseitigt werden kann. Diese 
Nebenkreise sind geometrisch dadurch definirt, dass sie auf je zweien 
der Kreise ®; = 0 und auf deren gemeinsamem Orthogonalkreis ® = 0 
senkrecht stehen, Analytisch werden sie dargestellt durch die gleich 
Null gesetzten Covarianten: 


(20) WK -(W.X) = Ris (0, X) + Bis (0,X)+ Bo (;X) (i—1, 2, 3). 
Zwischen ihnen und den urspriinglichen Kreisen (0;X) = 0 besteht 
eine vollkommene Reciprocitiit im Falle R —— 1, sobald der Grosse 
V— R der Werth Eins beigelegt wird. 

Stellen wir nun die Apollonische Aufgabe auch fiir diese Figur 
von drei Kreisen, so zeigt sich, dass die zur Lésung einzuftihrenden 
Irrationalitiiten von den von uns bereits adjungirten Wurzelgréssen 
nicht unabhingig sind. Diese Irrationalititen sind zunaichst (wenn wir 
uns der einfacheren Darstellung halber der ,,speciellen Lésung“ be- 


dienen) die Wurzelgréssen / R;;, sodann gewisse Wurzelgréssen / R + V, 
deren Radicanden, analog zu den Ausdriicken 


(21a) R4+A=2 Fy Fy, Fy — Fy Fy Fag + 2 Bu —FuuV— Fv 
(vgl. Nr. 9) durch die Ausdriicke 
(21b) RAV =2{ Fy, Fy) Fyy— Fy Fg Fy — 2 Fur V Ru VB } 


definirt sind. 





Setzen wir nun 





(22a) ee +Fyv, 2Pi=V— Fu —Fiv— Fu, 
2) BEV Pe — Vita 
(220) ‘ia —Ruv, 2Qr =VBywV Bry + Rus, 
2V VG =V— RY — Faa, 


so erlauben die zwischen den eingefiihrten Irrationalititen bestehenden 
Abhingigkeiten ohne Widerspruch anzunehmen, dass 
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VR+4,=4V P#V PF VPI, V—RVR+V,=IWVGVEVE, 
(23) VR+A,=4V PFVPZVP;, V—-RVR+V,=V GVGVG, 
VRB, =—4V PV PSV, V-RVRLV.<WGVEVE, | 
VR+4,=4V P/V PSV PF, V—-RVRLV,=4VOVGVE, 
und dass ausserdem 
2VR+V=—VR+4,4+ VR+4,+VR+4, + VE +4, 
gay VETV— VR+O4—VR+4,+VR+A,+ VER +A, 
2VR+V,= VYR+4,4+VR+4,—YR+4,4+V7R+4,, 
2VR+V;= VR+O+VR+4,+VR+4,—VR+4,. 
Dieses Formelsystem, durch das die bis jetzt eingefiihrten Irratio- 


nalitéten so vollstindig als iiberhaupt mdglich erklirt sind, liefert 
sofort einen bemerkenswerthen Satz: 


Nach Lisung der urspriinglichen Apollonischen Aufgabe ist zur 
Lésung des Apollonischen Problems fiir die Figur der Nebenkreise nur 
noch die Adjunction einer Quadratwurzel erforderlich. 

Behufs gleichzeitiger Lésung beider Aufgaben hat man also sechs 
Quadratwurzeln auszuziehen. Hierbei kann man in symmetrischer 
Weise vorgehen: Adjungirt man zuniichst zwei unter den Wurzeln 
V— F.nV— F,, und zwei unter den Warzeln / Ry x V By»; so geniigt 


die Adjunction etwa von /+ F,, /— FP... V—F3,VR+ 4, zur 
Lésung des ersten, und die Adjunction von 


V—RYVRyVRyV Ry VR + Vo 
zur Lésung des zweiten Apollonischen Problems. — Zur Aufstellung 


der der ,,speciellen Loésung“ beider Aufgaben entsprechenden Co- 
varianten sind dann noch zwei weitere Quadratwurzeln, 


V—FyV— FeV¥— Fy und Y— RVR V Ry) Bas 
erforderlich. 

Wir bilden nun, zur Vorbereitung neuer Entwickelungen, auch 
die Ausdriicke der irrationalen Covarianten, die die specielle Lésung 
des Apollonischen Problems fiir die Figur der Nebenkreise darstellen. 
Wir haben zu diesem Zweck neben die aus dem Vorhergehenden sich 
ergebenden Ausdriicke 

(By X) = V— B{—Y— Fy, — V= Fra¥, — V= Fan ¥ah 
(25a) (P, X) = V— R{—V — Fy, +V—F m 2 beat F;3¥; iP 
(Pp, X )=Y—R{ V— F,,¥, —y¥— F,,¥, +V¥— Pay Vs 5 
(PX) =Y¥— Rt _ F,,¥, + +V- F,¥, —V— Fy, ¥ 3} 
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(vgl. Nr. 11) die folgenden, analog gebildeten 2u stellen: 
(Np X) =V—R{- VR, .« Te V— Ry, run V Ry %s} ? 
sie opp) X= V=B{- VR, += Rn + VB}, 
ay ve =V—B{ VR —V— By, + VB}, 
yw, Q; X) = V— R{ VR, +> V— R,,0, — —VR3s} 
i pat me Covarianten sind dann, nach Analogie der Formen 
A; (26a) (DF X) = (PX) + VR + A(X) 
es (s. Nr. 15) gegeben durch die Ausdriicke 
ss (26b) (32 X) = (Q:X) + VBF V(X). 
A,. Bilden wir nun fiir jede der Formen (9); X), (3; X) ihre Invariante, 
negativ genommen, bilden wir also die Gréssen — (%);9);), — (3:33), 
, so ergiebt sich ein bemerkenswerthes Resultat: 
Alle diese Invarianten haben einen und denselben Werth und dieser 


Werth ist iiberdies ein Quadrat, némlich das Quadrat der Invariante R. 
Wir kinnen daher erkliéren, dass 


a 





(27) V— Qf 9F) = R= V— (37 3%) 











sein soll (i= 0, 1, 2, 3). 

Hieraus ergiebt sich eine Menge von Eigenschaften der Apolloni- 

schen Figur. Es folgt unter Anderem, dass man nach Lésung des 
urspriinglichen Apollonischen Problems, die Steiner’schen Potenzkreise 
von je zweien der Apollonischen Kreise rational bestimmen kann, was 
iibrigens auch geometrisch leicht zu erkennen ist. Einer, der ,,eigent- 
liche‘ Potenzkreis der Kreise (9); X) = 0, (Q).X) = 0 wird dargestellt 
~ durch die Gleichung 
(28) ():X) — (YeX) =0, 
der zweite ,,uneigentliche“ durch die Gleichung 
(29) (.X) + (YeX) = 0. 
Hieraus folgt dann weiter, dass auch alle Schaaren von Isogonalkreisen 
5 der Apollonischen Beriihrungskreise, d. h. von solchen Kreisen, die 
mehrere der genannten Kreise unter gleichen Winkeln schneiden, 
rational bestimmt werden kénnen. 

Die genannten Potenzkreise bilden eine merkwiirdige Figur. Sehen 
wir von denen der copulirten Paare ab, die sich offenbar auf den 
Orthogonalkreis © = 0 und auf die Kreise $$ = 0 reduciren, so bleiben 
vierundzwanzig eigentliche und vierundzwanzig uneigentliche Potenz- 
, kreise. Die uneigentlichen sind zu achten auf drei Kreisbiischel ver- 
theilt, dieselben Biischel, die den Orthogonalkreis ® = mit je einem 


"= eo- ~- SS & 


Ve 
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der Nebenkreise verbinden; die eigentlichen aber gehéren zu vieren 
sechs Biischeln an. In jedem der sechs Potenzkreise der drei Kreise 
®;=0 und der entsprechenden Nebenkreise ¥; =0 durchdringen sich 
ferner acht Kreisbiischel, von denen jedes einen der besprochenen 
vierundzwanzig uneigentlichen Potenzkreise der ersten Apollonischen 
Figur mit einem der vierundzwanzig uneigentlichen Potenzkreise ver- 
bmdet, die den Apollonischen Kreisen der Nebenfigur zugehéren; 
u, dgl. mebr. 
§ 6. 
Sphirische Dreiecke und Quadrupelinvarianten. 
Setzen wir 


go) 2 (ebb) +VRFEtVREAAVRFG, LVRS, 
2{t+b+P—LVRFWLVEFVAVEFVAVELY 
und schreiben wir sodann 
2X,=—(++++4+],2%,=—[-+4++4], 2Z4,= VR+A,, 
(31a) 2X,=(—-—-++4], 2Y¥,=(+—-++1], 22, = V+ 4, 
2X,=—(—+—-+4+], 2¥,=[++—-—-+], 24, =Vk+A4,, 
2X,;=[(—+ Js 2¥,;=(+++-], 2Z,=VR +A, 
so folgt 
2X={+++ +h, 2%—{-+++}, 2%,=/KR+%, 
(31b) 2X, = {++ ——}, 2Z, ={+ —++}, 2Y, —VE+%M, 
2X,=—{+—+—}, 22Z,={++—4+}, 2¥,=-/k+V,, 
2X,—{+——+}, 2Z,={+++-}, 2¥,=/k +. 
Gréssen, die in der Beziehung der Gréssen X;, Y;, Z; stehen, kann 
man als zusammengehérige Parametersysteme einer orthogonalen 


Substitution auffassen*). Die Ausdriicke der zugehérigen Substitutions- 
coefficienten a;, lassen sich nun in unserem Falle so schreiben: 


f yy = 2 { Fy3 Fy, Fyn — Fy Po P35}, 
aQn= 2/— Fy,V — PyV Ry VB;;, 
Ao, = 2/— Ps V—- FV Bs; VE, ’ 











(32) dy, = 2V— FyV— FV RyV Rp, 
Ay, = — 2FyVRyVRyg, Ay. = 2Ry3V— FV — Fs, 
dy = — 2Fy VR VR, 43 = 2R,V— F3,V— Fj, 
: oo 2F VR VR», ay = 2RV— Fy V—F yr, 








*) S. des Verfassers Sphirische Trigonometrie, Abh. der K. Sachs. G. d. W. 
1893, Il. (Leipzig, Hirzel.) 8. 142, 





h 
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wihrend gleichzeitig 

2VY,Y,Y.Y; — V— Ry— £y4V— F,.V— Fs; 
2V %) 4, 4,4, — V Ry VR»V Ry; 

erklirt werden darf. 


Aus diesen Gréssen kann man sodann die Elemente eines eigent- 
lichen sphiirischen Dreiecks ableiten*): 





(33) 


— Fy3 Ra 
cos a, = -— cos a, = ~*~ 
1 V= FV — Fa’ 1 VRaV Be’ 
. VRy : V—RV- Fy, 
sin a, = ——— sin a, == ———— 
(54) ; V— F,.V— ti o , ) RuV Regs : 
ie y—R us _ ie ae 
V— Fu V- F..V— F's; ? VRy VRaVRss’ 
eae: a 
1 2pt VR,’ ; 2QF V—RV— Fy 
sin “! a= YFt sin “! Vor 
ms, - 7S) =» y Weel Yimwa? Ven, 
‘ y.. FnV— Py; . V Re V Bes 
VP, i, 
cos “! == <=; a 
(35) 2 V-FaV— Fu 2 VRnV Rey 
' /R+V; ; —R/R+4; 
2 sin 5; = “ae J os ne dota ; 
V—F,V—F,.V— Fi VR VER V Rag 
pe VETS ica VR+V, 
: r—_ ° : ce Be 


u.s. w. Bestimmen wir andrerseits die Invarianten von je vieren der 
Apollonischen Kreise, Quadrupelinvarianten, wie wir sie nennen wollen, 
so zeigt sich, dass diese, abgesehen von den identisch verschwindenden 
Invarianten der gepaarten Quadrupel, zu den Ausdriicken (30), (31) 
proportional sind, und zwar fiir beide Figuren 9; = 0, ¥;—0. Es 
findet sich: 
(Qo DF YF Yr) = — 4 BY FV — Fy V— Fy (+++4), 
(QE YO Ye M)= 423 Fy V— FyV— FyVR+4,, 
(36) (QEYT Ys Yu) = — 4 BY FV Fav = FV B+ dr, 
(QTV Yo MI= 4BY— F\V— FaV— FyVR + Oi, 
QDI Yo Yo) = —4 BY — LV — FeV — FyVR + di, 


ebenso 





*) Ebenda, S. 148 u. ff, 
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(36b) Y—R(3e BF BF BF) = — 4 BY RV RyV Ry (+++ +} 
u, 8. W. 
Hiermit ist der folgende Satz bewiesen: 

Die drei Arten von nicht identisch verschwindenden Quadrupel- 
invarianten der Apollonischen Beriihrungskreise sind abgesehen von den 
Vorzeichen proportional zu dreimal vier Grissen X;, Y;, Z;, zwischen 
denen die bekannten fiir die Figur der desmischen Tetraeder charakte- 
ristischen linearen Gleichungen bestehen. 

Es sind néimlich die acht Invarianten der syzygetischen Quadrupel 
1. Art zu zweien proportional zu den vier Grissen X;, ebenso die acht 
Invarianten 2. Art zu zweien proportional zu den vier Grissen Y;, und 
die achtundvierzig Invarianten 3. Art (die der asyzygetischen Quadrupel) 
zu zwilfen proportional zu den vier Grissen Z;. 

Zu diesem System von zwilf Verhiiltnissgrissen ist ferner, wieder 
bis auf die Vorzeichen, das System von ewdlf Gréssen proportional, das 
entsteht, wenn man die gegebenen drei Kreise durch thre Nebenkreise 
ersetat. (3la,b.) Und zwar entsprechen einander in beiden Figuren 
die Quadrupelinvarianten 1. Art wechselweise, wiihrend den Invarianten 
2. Art der einen Figur die Quadrupelinvarianten 3. Art der Nebenfigur 
zugeordnet sind, und umgekehrt. 

Bildet man nun mit den Grissen X; — also mit den Quadrupel- 
invarianten erster Art — als Euler’schen Parametern eine orthogonale 
Substitution, so sind die Seiten a; des zugehirigen sphirischen Dreiecks 
die Winkel (genauer: ein System von Winkeln) der gegebenen Kreise 
®; = 0, und die Winkel a; des Dreiecks sind die Winkel der Neben- 
kreise ¥; = 0. 

Dass die Formeln der sphirischen Trigonometrie in der Theorie 
des Apollonischen Problems auftreten miissen, war vorauszusehen. 
Man kann niamlich offenbar, wenn R= 0 ist, ohne damit eine Be- 
schriinkung einzufiihren, die Kreise ©; 0 als Hauptkreise einer Kugel 
betrachten, und zwar als reelle Hauptkreise (griésste Kreise), wenn die 
Invarianten F;; und R negativ sind. (Vgl. § 19.) Die Nebenkreise, 
wie iiberhaupt alle zu dem Kreise @ =O orthogonalen Kreise, werden 
dann ebenfalls Hauptkreise: Ihre Ebenen bestimmen zusammen mit 
denen der Kreise ®; == 0 die Figur zweier zu einander polarer Drei- 
flache. Unsere Formeln enthalten jedoch eine wesentliche Erginzung 
zu den vom Verfasser friiher schon abgeleiteten Sitzen; denn die 
genaue Natur des in Rede stehenden Zusammenhangs, namentlich die 
Bedeutung der Quadrupelinvarianten liegt nicht auf der Hand. 

Die Zahl der zur Figur dreier Kreise gehérigen orthogonalen 
Substitutionen ist sechzehn, entsprechend den verschiedenen Werth- 
systemen der in die Formeln (32) eintretenden Wurzelgréssen. 
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§ 7. 


Hinfiihrung elliptischer Functionen. 


Natiirlich lassen sich die Formeln, die zur Darstellung sphirischer 
Dreiecke durch elliptische Functionen dienen*), auch auf die Theorie 
der Apolloniscben Figur anwenden. Man wird versuchen, nicht nur 
die Ausdriicke (34) durch elliptische Functionen darzustellen, sondern 
die Gréssen selbst, aus denen diese Ausdriicke als Quotienten hervor- 
gehen. Der Zusammenhang der simultanen Invarianten F;, mit ellip- 
tischen Functionen zweier Argumente ist indessen nicht so einfach, 
wie man vielleicht erwarten wird. Es geniigen niimlich zur eindeutigen 
Darstellung dieser Gréssen nicht eigentlich elliptische Functionen, son- 
dern man muss solche Functionen einfiihren, die aus elliptischen durch 
Wurzelziehen hervorgehen. Der fragliche Zusammenhang wird dar- 
gestellt durch den folgenden Satz: 

Die simultanen Invarianten F;,, Rix, R dreier Kreise, d. h. die 
Elemente einer dreireihigen symmetrischen Determinante und ihrer Ad- 
jungirten, sowie gewisse aus diesen Grossen abgeleitete Irrationalititen, 
lassen sich, wie folgt, durch Parameter @ , @y, @y; 8; , 8,, 83; K, K,, K,, K, 
ausdriicken, zwischen denen die Relationen 


a+o++o—0, 5+s,+3s,=—0, K,K,K,—1 
stattfinden: 





V PF ~~ 4 KK, ° 6s, 6,8, 
© aay Valin’ 
KK, - 60,5, 


V Pr ot comme CO 
(eu — & )® Pra(2%) 

’ K* K,? -G,,(2s)) 
(37) Py Oe — — etn rs _ 
(eV eu — &)* V ta(2%) 

-/—¥- KK? -G, (2s 
v= Fy V- P33 re pe —— 
(Ve — &)® Vale) 


—_— KK? -6(2s,) 
fat (fu “ue — %) 3 1/2, (281) 


*) S, des Verfassers Trigonometrie, III, Abschnitt, 








516 E. Srupy. 


V OF aa KKyT "65,6, 8 


———— OW) -+- ’ 
y- _ (2, % - ar V2 3) 




















VO op FER 48 
y/—-Rk R a (e, V & —_— & 3 228) : 
wifi a K*K7" - G,(28,) 
SS pinninanem « Gunequennce > 
ms V—-R (:,/e, —&)* Pues) 
VRaVRe . | K+ K;*-G ,(2) 





V-R ~~ (2, —4)* Paes 


___KKy”- a _. 











y= iis K. (euV &u— & y (¢,/ ¢ — & )t FAs) FAs) S(28,) 
-_ V=2(25) Vey 2%) V2 (28s) Fr 
u. s. w.*) Dabei ist 





6,@ 6, @ 
Vn —a=e", Vey —-a= Gan? ta(u) = G(u) Ga(u); 


(a 





é, und ¢, bezeichnen jedes die positive oder die negative Kinheit; 
K ist ein Proportionalitiitsfactor; endlich ist in alle Formeln zugleich 
entweder das obere oder das untere Vorzeichen einzutragen. 

Wir tibergehen die aus den Formeln (37) abzuleitenden Ausdriicke 
der Gréssen X;, Y;, Z;, wiewohl sie nicht ohne Interesse sind, und 
fiigen nur die Werthe der Gréssen cos a; etc. (Nr. 34) hinzu, die aus 
(37) durch Quotientenbildung hervorgehen: 








G,, (28,) 6, (28), 
cos a, ) @ a5)? C08 @) LY G28)’ 
‘ G(28,) G(2s,) 
(38) SIM @, CO & Venu — ae. "(@s,) , sin a WV & Ve, — @ ac @8,)? 
& ‘ 6,5; 6, 8; é 6,8 G, 8 
ia-— 62.6 4 "68,6, 5, 
V ur %& 1 0,8 ” V % —@ 9815 


Es sind das die vom Verfasser bereits aufgestellten Formeln, abgesehen 
von den hier zugefiigten willkiirlichen Einheiten ¢, und ¢,, die Trig. 
8. 220 und (221 unzweckmiissiger Weise = + 1 gesetzt worden sind. 


*) Wir ‘bediensa uns des Zeichens ~ statt des gewdhnlichen Gleichheits- 


zeichens, um anzudeuten, dass es sich um ein sogenanntes Uebertragungsprincip 
handelt, 
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Aus den Formeln (38) sind die dem Bereich der elliptischen 
Functionen nicht angehérigen Irrationalitiiten herausgefallen. Es gilt 
aber der noch allgemeinere Satz: | 

Die Cosinus der stimmtlichen Winkel, die in der Figur von 22 
Kreisen vorkommen, die von irgend drei Kreisen, ihren Nebenkreisen 
und den 2. 8. zugehdrigen Apollonischen Beriihrungskreisen gebildet 
werden, lassen sich darstellen als eindeutige homogene Functionen nullten 
Grades der sechs Argumente 0, @u, Wy, S,, So, S3, zwischen denen 
die beiden linearen Gleichungen 

2+ m+ a=0, 5 +5,+8,=—0 
stattfinden. 

Uebrigens lisst sich auch dieser Satz noch bedeutend erweitern: 
Ks lassen sich noch eine Menge anderer Winkelfunctionen, die in der 
Apollonischen Figur auftreten, in derselben Weise ausdriicken. 

Die in den Formeln (37) rechts auftretenden Argumente kénnen 
insbesondere so gewiihlt werden, dass alle Werthsysteme der Gréssen 
links entstehen, die bei einem reellen sphirischen Dreieck (a;, «;) auf- 
treten kénnen. 


§ 8. 


Hiilfssitze: Isogonalkreise von vier Kreisen. 


Die in § 6 und $7 angestellten Betrachtungen haben vorwiegend 
analytisches Interesse. Wir wenden uns nunmehr zu geometrischen 
Eigenschaften der Apollonischen Figur. Dabei werden wir uns, was 
den Ausdruck der vorkommenden Siitze durch Formeln anlangt, auf 
einige der haupisichlichsten Angaben beschrinken: Die algebraische 
Theorie, die die Grundlage der folgenden Untersuchung bildet, lisst 
sich nicht gut in Kiirze darstellen. 

Es giebt, wie bereits Steiner bekannt war und wie dann zuerst 
Pliicker gezeigt hat*), acht im Allgemeinen verschiedene Kreise, die 
vier gegebene Kreise (0;X) = 0 unter gleichen Winkeln schneiden 
(falls nicht im besonderen Falle deren unendlich viele vorhanden sind). 
Wir kénnen leicht ihre Gleichungen bestimmen: 

Die acht Kreise, die vier gegebene linear-unabhiingige Kreise unter 
gleichen Winkeln schneiden (also deren ,,Isogonalkreise“), werden dar- 
gestellt durch die gleich Null gesetzte irrationale Covariante**): 

*) In den analytisch-geometrischen Entwickelungen, 1828, Pliicker’s Be- 
handlung der Steiner’schen Aufgaben in dieser Schrift ist von neueren Autoren 
unverdienter Weise mit Stillschweigen iibergangen worden. 

**) Wenn (0,9,0,9,)=0 ist, so vereinigen sich alle acht Isogonalkreise 
mit dem gemeinsamen Orthogonalkreis der vier Kreise, oder es giebt ihrer un- 
endlich viele. Der letzte Fall ist charakterisirt durch das Verschwinden eines 
Werthes oder dreier Werthe der Invariante (40). 


Mathematische Annalen, ID, 34 
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V — Fy, (XO, %,,) + V— Fy (XO, 0,05) + 


(39) ll. ons Min. 
FV — F(X, %,%,) + V— Fy (XO, 9). 


Es folgt beiliufig, was iibrigens auch geometrisch leicht zu beweisen 
ist, dass diese acht Kreise zusammen mit den Orthogonalkreisen von 
je dreien der gegebenen eine merkwiirdige Figur bilden, die man 
wegen ihres Zusammenhangs mit den desmischen Tetraedern eine 
desmische Kreisfigur nennen kann. — Driicken wir aus, dass einer 
der acht Isogonalkreise von vier Kreisen ©; = 0 einen von diesen und 
folglich auch die iibrigen beriihrt, so kommen wir zu dem folgenden 
Satz: 

Die Bedingung dafiir, dass vier Kreise von einem fiinften beriihrt 
werden, ist das Bestehen einer Relation der Form: 


| Pa 1 V—F, V— Fy, V— Ps; V — F,, 


| r Fy, Fy, F, Fs F,, 
1 ——- a 7 : : 
aii | v=" Py Fy F,; F,, = 
Y= Bs By Fs» F;; F, 
1¥— Fu Fy, Fy, FF; Fy, | 


(40) ar Se pe ' 
{—V Py, V Py, t VPs V Py bs VP, V Pr} a 
a 5 {— V Pr» V Ps, + VP, V Py + VP 14 V Pr} . 
_ { V Pry» V Ps, ya V Pr; VPpt+tV hy, V P,s} . 
: { V Pip V Pays HV Px VPs —V Py V Ps} , 
wo zur Abkiirzung gesetzt ist 
Fx = (9;9,), 2P:, = FF; a  F,, y¥— F,;*). 
Der gemeinschaftliche Beriihrungskreis wird dann, falls nicht auch 
die Invariante (0,9,%,9,) verschwindet, dargestellt durch den gleich 
Null gesetzten entsprechenden Werth der Covariante (39)**), 


Beide Sitze sind von der gréssten Wichtigkeit fiir die Theorie 
des Apollonischen Problems. Wir wollen hier zunichst von dem 








*) Soweit ist der Satz, allerdings in einer metrisch specialisirten und daher 
nicht immer brauchbaren Gestalt, von Casey angegeben worden, S. etwa 
Salmon-Fiedler, Kegelschnitte, 5. Aufl. Nr. 140. 

**) Der gemeinsame Beriihrungskreis kann im Allgemeinen auch rational 
ermittelt werden; wir haben aber keine Veranlassung, darauf einzugehen. — 
In dem genannten Ausnahmefall existirt (mindestens) ein Biischel von Isogonal- 
kreisen; der entsprechende Werth der Covariante (39) verschwindet identisch, 
und die Ermittelung der zugehérigen Beriihrungskreise verlangt die Auflésung 
einer quadratischen Gleichung. 
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ersten eine Anwendung machen, deren Bedeutung fiir die Apollonische 
Figur aus dem Folgenden hervorgehen wird. 

Aus den acht Kreisen, die die Nebenkreise ¥; = 0 beriihren, ent- 
stehen durch eine gewisse Beriihrungstransformation die acht Kreise, 
die je drei der Schnittpunkte der Kreise ©; = 0 verbinden. Wir wollen 
diese Kreise ,,aumschriebene Kreise des Kreisbogendreiseits 0, = 0“ 


nennen. Sie werden dargestellt durch Gleichungen (u* X) = 0, wo 


I+ 


(ut X) =O +/R, , +VRy >, +VRs, 9, 
(ud X) =O+/7R,, %, F-YR, >, F VR; %5, 
(uf X) = F YR, %, +VR, %, F VR; %, 
(uz X) =O F YR, >, FYVR, %, + Rss %5. 


(41) 


I+ 


Vergleicht man nun diese Formeln mit den Formeln (39), und 
beriicksichtigt man den angegebenen Zusammenhang zwischen den 
Kreisen ©; = 0 und deren Nebenkreisen ¥; = 0, so ergiebt sich: 

Die acht umschriebenen Kreise des Kreisbogendreiseits ®; = 0 sind 
identisch mit den acht Kreisen, die den Orthogonalkreis ® = 0 und die 
drei Nebenkreise ¥; = 0 unter gleichen Winkeln schneiden, 

Umgekehrt: 


Die acht Isogonalkreise zu drei Kreisen &; =O und deren Ortho- 


gonalkreis ® =O sind identisch mit den wmschriebenen Kreisen der 
Nebenkreise ¥; = 0. 


§ 9. 
Die Quadrupel 2. Art und die Hart’schen Kreise. 


Wenden wir nun das im vorigen Paragraphen abgeleitete Casey ’sche 
Kennzeichen fiir das Vorhandensein gemeinsamer Beriihrungskreise von 
vier Kreisen auf die verschiedenen Quadrupel von Apollonischen Kreisen 
yt = 0 an, so kommen wir, bei gehériger Bestimmung der Vor- 
zeichen der auftretenden Quadratwurzeln, zu dem folgenden Satze: 

Man kann zu drei Kreisen im Allgemeinen*) auf vierzehn Arten 
einen weiteren Kreis fiigen, der mit den gegebenen zusammen vier 
gemeinsame Beriihrungskreise hat. 

Die Gleichung, von der dieses Problem abhiingt, ist reducibel, und 
cerfillt in drei Gleichungen 2. Grades und eine Gleichung 8. Grades, 


*) Die Aufziihlung und Untersuchung gewisser Grenzfille bietet weder 
Schwierigkeiten, noch hat sie besonderes Interesse. 


34* 


I 
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deren Galois'sche Gruppe Gs: isomorph ist mit der Gruppe G.,. des 
Apollonischen Problems*). 

Es werden némlich sowohl die sechs gepaarten Quadrupel Apollonischer 
Beriihrungskreise als auch die acht syzygetischen Quadrupel 2. Art von 
je einem weiteren Kreise beriihrt**). 

Es giebt danach zwei ginelich verschiedene Figuren von solchen 
vier Kreisen, die vier gemeinsame Beriihrungskreise zulassen. 

Betrachten wir zuerst die zweite, von einem syzygetischen Quadrupel 
2. Art und seinen vier Bertihrungskreisen gebildete Figur. Wir wollen 
sie nach ihrem Entdecker, eine Hart’sche Kreisfigur nennen**); und 
ausserdem wollen wir als Hart’schen Kreis eines Kreistripels 0; = 0 
jeden der acht Kreise bezeichnen, die man den Kreisen ; = 0 hinzu- 
fiigen kann, um das zweite Quadrupel einer Hart’schen Kreisfigur zu 
erhalten. Wir kénnen dann behaupten: 

Die Beziehung zwischen den beiden Quadrupeln einer Hart’schen 
Kreisfigur ist gegenseitig. Die Kreise dieser Quadrupel sind einander 
in bestimmter Weise zugeordnet, so dass nach geeigneter Festsetzwng 
eines Umlaufssinnes fiir alle Kreise der Figur jeder Kreis des einen 
Quadrupels bestimmte drei Kreise des anderen eigentlich (oder uneigentlich) 
und einen uneigentlich (oder eigentlich) beriihrt***). 

Wahlt man aus irgend einem der beiden Quadrupel einer Hart’- 
schen Kreisfigur drei Kreise nach Belieben aus, so ist der letzte Kreis 
des Quadrupels einer der acht zugehdrigen Hart’schen Kreise, und die 
anderen vier Kreise bilden ein Quadrupel 2. Art von Apollonischen 
Kreisen. 

Dieser Satz liegt ziemlich nahe, obwohl er iibrigens durchaus nicht 
als selbstverstindlich betrachtet werden darf. Versteckter ist die 
folgende merkwiirdige Eigenschaft der Hart’schen Figur: 


*) Die Beziehung beider Gleichungen 8. Grades ist so beschaffen, dass 
durch geeignete drei Wurzeln der einen sich alle Wurzeln der anderen rational 
ausdriicken lassen. 

**) Der im Texte angefiihrte Hart’sche Satz ist bis jetzt, soviel ich weiss, 
geometrisch iiberhaupt nicht und auch algebraisch nicht vollstiindig bewiesen 
worden. U. A. scheint mir der in mehrere Lehrbiicher tibergegangene Casey’sche 
Beweis eine Liicke zu enthalten: Es fehlt in diesem Beweise, von dem der erste 
der beiden im Texte angedeuteten Beweise den Grundgedanken entlehnt, die 
Bestimmung der Vorzeichen gewisser Quadratwurzeln. Casey beruft sich daher, wie 
auch andere Autoren, auf eine Figur, um die Quadrupel 2. Art von denen 1. Art 
(die keinen weiteren Beriihrungskreis haben) zu trennen. 

***) Wenn zwei Kreise 6; = 0, ,—0 einander beriihren, so heisst die 
Beriihrung, nach Festsetzung bestimmter Umlaufsrichtungen (d. h., nach Adjunc- 
tion des Productes /— F;, //—F,,, ) eigentlich, wenn die Umlanfsrichtungen im 
Beriihrungspunkt iibereinstimmen (wenn //— F;; /—F,, +F;,=0 ist), un- 
eigentlich im anderen Falle (wenn j//— F,; /—F,, — Fj, =0 ist). 
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Die zwilf Punkte, in denen je zwei Kreise des einen Quadrupels 
einer Hart’schen Kreisfigur einander treffen, zerfallen in zwei Gruppen 
von je sechs Punkten. Jede Gruppe ist das System aller Schnittpunkte 
von gewissen drei Kreisen. 

Wir wollen zwei Kreistripel, die auf diese Weise aus einer Hart’- 
schen Kreisfigur abgeleitet sind, swpplementire Tripel nennen. Dann 
gilt der weitere Satz: 

Jeder Kreis des einen von zwei supplementiren Tripeln schneidet 
zwei Kreise des anderen Tripels unter rechtem Winkel. 

Die so gekennzeichneten zwilf Schnittpunkte bilden das volistindige 
Schnittpunktsystem von vier neuen Kreisen. 

Construirt man die Orthogonalkreise von je dreien dieser letzten vier 
Kreise, so erhilt man wieder ein Hart'sches Quadrupel, und zwar 
gerade das Quadrupel, das mit dem gegebenen zusammen eine voll- 
stiindige Hartsche Kreisfigur ausmacht. 

Von deh zu diesen Siitzen gehérigen Formeln fiihren wir an die 
Gleichungen der acht Hartschen Kreise, die den Hart’schen Satz un- 
mittelbar zu verificiren erlauben: Diese Kreise werden dargestellt durch 
die gleich Null gesetzten irrationalen Covarianten 


(uz X) — =F, YF, (=Fa (OX) + 
+ Y,V— Fy V— Fy. 9, + ¥, V—FyV— Fy. + 
+ ¥,Y¥—Fy V—Fn- 5, 

(H? X) =/—F, V—Fy ¥—F, 33° (OX) + 
+ YyV¥—F ry V — Fy .9, F Y3V— Pg V—F 1.9. 
¥F Y,V—Fy, V—Fy 9, 


u.s.f,; sie gehdren der Reihe nach zu den Quadrupeln %o , Yi, YF, YF 
‘ WDM, Mes Ys — ME Or, MF, Os Yo Yt, MF, Me — ws. w. 


Diese Formeln liefern u. A. noch den bereits von R. Lachlan*) 
angegebenen Satz: 
Die Winkel, unter denen die Hart’schen Kreise die drei gegebenen 


SC CO SSO" l _(i( lL 


eS =STlcCi itll 





(42) 








} 


" Kreise 9, = 0, 0, = 0, ®, = 0 schneiden, haben die Werthe 
e , ©, , 

le vt 

rt H> G@—G@ dy—a a —a@, 

. (43)) H = My-—, +a, ata, 

C- Hz M+ 43 Ay—Q a + 4, 

m Ht @g+ a, Gg+a, a, — ay. 





*) Phil. eee. 1886, II, p. 511. 
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Die Winkel, unter denen der Beriihrungskreis 2)> — 0 die Kreise 
yf = 0, Yi = 0, yy = 0 schneidet, sind also auch die Differenzen 
der Winkel, die diese letzten Kreise unter einander bilden. Es gilt 
aber auch noch der folgende Satz: 

Die zwilf verschiedenen Winkel von je zwei nicht copulirten Apol- 
lonischen Beriihrungskreisen sind identisch mit den entsprechend ge- 
bildeten zwilf Winkeln der Nebenfigur. 

Diese Winkel sind in beiden Figuren auf verschiedene Weise 
geordnet. 

Es entsprechen niimlich den Winkeln, die drei Kreise der ersten 
Figur unter einander bilden, solche Winkel der Nebenfigur, die ein 
Kreis mit drei anderen bildet. 


Solche vier Bertihrungskreise der Nebenkreise bilden ein Quadrupel 
erster Art. 


Die letzten Siitze sind der Kiirze halber so ausgedriickt, wie sie 
sich darstellen, wenn Winkel der Form + g + 2xz als nicht ver- 
schieden von dem Winkel pm angesehen werden. 


§ 10. 
Supplementire Kreistripel und Ketten. 


Einer der im vorigen Paragraphen aufgestellten Sitze lisst sich 
folgendermassen umkehren: 


Die acht umschriebenen Kreise eines Kreisbogendreiseits bestehen 
aus zwei Hart’schen Quadrupeln. Zu jedem Kreisbogendreiseit gehiren 
also zwei andere, deren jedes zu dem ersten supplementir ist. 

Die beiden genannten Quadrupel sind die folgenden: Wy, Us, Us, UF, 
und Wo, Wi, Ue, Us (S. Nr. 41). Die gemeinsamen Beriihrungskreise 
des ersten unter ihnen, die zusammen mit denen der zweiten durch 
die schon erwihnte Beriihrungstransformation aus den Hart’schen 


Kreisen der Nebenfigur ¥; = 0 hervorgehen, werden dargestellt durch 
die gleich Null gesetzten Covarianten 


(44) 
(3, X) = Z VR, V Ry VR, (®X) + 
+V— RAZ Ry V Ris ¥, + ZV Roy VR V2 + QV EVV Re Vs} 


(W, X) = ZV Ry VR VR3; (0X) + 


u. s. f. Das zugehdrige, zu den Kreisen 9, =0, 0,=0, 0, = 0 
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supplementire Tripel aber wird dargestellt durch die gleich Null ge- 
setzten Covarianten 


(0,* X) = R,, VR, (OX) + V—R V Ro» VR; (¥, X), 
(45) (0,* X) = Ry, WR, (0X) + /V— RVR; VR, (¥, X), 
(O,*X) = Ry VY Ry; (OX) +V~— RY RK, V Ry (3X). 


Die Kreise des einen Tripels schneiden die ihnen nicht entsprechen- 
den Kreise des anderen unter rechten Winkeln in den zwolf Schnitt- 
punkten der Kreise 


—-$¥+F+Ft+H 


Uy 


U u 
a «OF t+ ¥ a; a 


Ue re Ww _ e+ we ” 
we 


(46) 


re u 
y. + Ms — A ann tl ), 
deren jeder iiss von dreien der Kreise (Q3;X ) = 0 (Nr. 44) 
ist. Ausserdem gilt der Satz: 

Die in zwei supplementiiren Tripeln auftretenden Winkel a;, a;* 
stehen in der involutorischen Beziehung 


cos a,* = — cos ag, sin a,* = sin aa, 
(47) cos a + cos a,* = 2 ctg a, etg a, = 2 ctg a,* etg a,* 
(A-u=v, 4,4, v=1,2, 3). 


Die Winkel a; in dem einen Tripel sind also Supplemente der Winkel 
a;* in dem anderen. 

Aus dem zu Eingang des Paragraphen aufgestellten Satze ergiebt 
sich ferner: 

Jede Figur von drei Kreisen, deren Invariante 


R. Ry » Ry» Ry. (RK — 4 Fy; Fy, Fy) 


von Null verschieden ist, ist ein Glied einer durch sie bestimmten, im 
Aligemeinen in’s Unendliche fortlaufendcn Kette von Kreistripeln. Je zwei 
benachbarte Glieder dieser Kette sind supplementir, und also gemeinsam 
dem einen Quadrupel einer Hart’schen Kreisfigur eingeschrieben. 

Die ganze Kette geht in sich selbst tiber durch die Spiegelung an 
dem Orthogonalkreis irgend eines ihrer Tripel, und also auch durch alle 
Transformationen der von diesen Spiegelungen erzeugten Gruppe. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Kette 
sich schliesst, besteht darin, dass der Winkel der Orthogonalkreise 
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benachbarter Tripel = = a ist, wo m (4-0) und n (> 2) theilerfremde 
ganze Zahlen bedeuten. Die Kette besteht dann aus 2n Gliedern.*) 


§ 11. 


Begleitende Sechsecke. 
Erweiterung des Feuerbach’schen Satzes. 


Der in §9 aufgestellte und in § 10 umgekehrte Satz lisst sich 
noch auf eine andere Art betrachten. Wir brauchen dazu einen neuen 
Begriff, den des ,,begleitenden Sechsecks“ eines Kreisbogendreiseits. 

Wir denken uns die Schnittpunkte der Kreise %, —0, 0, =—0 
irgendwie mit ={,, =,, bezeichnet, und construiren hierauf, ausgehend 
von irgend einem Punkte X, des Kreises ©, = 0, eine Reihe neuer 
Punkte X,, X,, X,’, X,', X,”, X,", die der Reihe nach den Kreisen 
>, = 0, 0% =0, Oo =0, 9, = 0, 0 —0, O, =O angehoren, und 
durch die Forderung niher bestimmt sind, zu zweien mit je zweien 
etwa der Punkte = auf einem Kreise zu liegen: 


(X, X, =31 $=h) = = (xX, X; =t=}) — = (X, X,’= =$Et = 

= (X,' X,'= =—31 +=3) = (X,’ X, =$=h) = = (X,’ x,’"= =23 $=) = = 0. 
Dann fallt, wie man leicht erkennt, der letzte X,” dieser Punkte mit 
dem ersten X, zusammen. Die so construirte Figur von sechs Punkten 
X;, X; und sechs Kreisbogen soll nun ,,ein die Kreise 9; =O be- 
gleitendes Sechseck heissen. 

Unter den begleitenden Sechsecken dreier Kreise ®; =O giebt es 
sechzehn, die sich auf doppelt zihlende Dreiecke reduciren. Diese sech- 
zehn Kreisbogendreiecke sind auf zwei verschiedene Weisen zu Paaren 
geordnet und demzufolge auf vier Quadrupel vertheilt. 

Es gehiren niimlich erstens je zwei zusammen, die derselben Schaar 
begleitender Sechsecke angehiren, zweitens je zwei Dreiecke, die durch 
die Spiegelung an dem Orthogonalkreis ® = 0 in einander iibergehen. 

Die sechs Ecken von je zwei solchen Dreiecken nun, die in dem- 
selben Quadrupel liegen, aber auf keine der genannten beiden Arten 
gepaart sind, bilden das Schnittpunktsystem der Kreise 0; = 0 mit je 
einem der acht Hart’schen Kreise. 

So wird z. B. von den beiden Schnittpunkten des Hart’schen 
Kreises Hf = 0 (Nr. 42) mit dem Kreise ®,—0 oder dem Kreise 
®, = 0 der eine ausgeschnittene von dem Kreis 





*) Dabei ist abgesehen von den Falle » = 1, also von der ganz speciellen, 
aus zwei zusammenfallenden Gliedern bestehenden Kette, die von drei einander 
unter rechten Winkeln schneidenden Kreisen gebildet wird. Dem Werthe n = 2 
entspricht tiberhaupt keine geschlossene Kette. 
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(48a) V— Fria (Uz X) + 2Y, (OX) =0, 
der andere von dem Kreis 
(48b) V— Fa (Ut X)+ 2Y, (%,X) = 0; 


und die sechs durch die Formeln (48) dargestellten Kreise bilden die 
zwei supplementiren Tripel, die zu dem Hart’schen Quadrupel 6,0, 
®, = 0, 0, = 0, H, = 0 gehiren. 

Gehen wir zu dem Grenzfall R = 0 iiber, und verlegen wir den 
den Kreisen ®; gemeinsamen Punkt in’s Unendliche, so erhalten wir 
ein ebenes geradliniges Dreiseit. Eine Schaar begleitender Sechsecke 
wird geradlinig, und enthalt als doppelt zahlendes Dreieck, das dem 
gegebenen parallel eingeschriebene Dreieck; eine bestimmte zweite 
Schaar wird von Kreisbogen gebildet, deren jeder zwei Ecken des ge- 
gebenen Dreiecks enthiilt. Das zu dieser Schaar gehérige doppelt 
zihlende Dreieck besteht aus den drei Kreisen, die iiber den Seiten 
des gegebenen Dreiecks als Durchmessern beschrieben sind. So erhalten 
wir im Grenzfall den Feuerbach’schen Satz, dessen in den vorhergehen- 
den Siitzen enthaltene Ausdehnung auf Kreisbogendreiecke schon von 
Mehreren gesucht worden ist: 

Die vier Beriihrungskreise eines ebenen geradlinigen Dreiecks 
werden von einem Kreise beriihrt, der die Mitten der Seiten und die 
Fusspunkte der Héhen des Dreiecks enthiilt*. 

Ausserdem ergiebt sich: ,,Die vier Orthogonalkreise von je dreien 
der Beriihrungskreise des ebenen Dreiecks haben ihre zwélf Schnitt- 
punkte zu vieren auf den Seiten des parallel-eingeschriebenen Dreiecks, 
und ebenfalls zu vieren auf den Kreisen, die tiber den Seiten als Durch- 
messern beschrieben sind“, 

Das von diesen letzten Kreisen gebildete Dreiseit ist ein solches, 
dessen Invariante R — 4F,, F,, F,, (8. § 10) verschwindet. Die diesem 
Grenzfall entsprechende Kette von Kreistripeln enthalt beiderseits nur 
noch ein anderes Glied und bricht dann ab. 


§ 12. 
Gepaarte Quadrupel. 


Weit leichter als die Hart’schen Quadrupel sind zu behandeln die 
gepaarten Quadrupel Apollonischer Beriihrungskreise, 

Auch die Beziehung zwischen einem gepaarten Quadrupel und seinen 
vier Beriihrungskreisen ist gegenseitig. 

In einer solchen Figur von zweimal vier Kreisen haben die Kreise 
eines jeden Quadrupels zu zweien einen gemeinsamen Potenzkreis, der 
zugleich Orthogonalkreis des anderen Quadrupels ist. 

Nach geeigneter Erklirung eines Umlaufssinnes fiir alle acht Kreise 
beriihrt ein Kreispaar in jedem Quadrupel beide Paare des anderen 
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eigentlich, und eines ein Paar des anderen Quadrupels eigentlich und 
ein Paar uneigentlich. 

Die zwilf Schnittpunkte der Kreise etwa des ersten Quadrupels 
zerfallen in eine Gruppe von vier und eine Gruppe von acht Punkten. 

Die vier Punkte — die Schnittpunkte der gepaarten Kreise — liegen 
auf dem Orthogonalkreis des zweiten Quadrupels; die acht Punkte bilden 
vier Punktepaare der Inversion, die mit diesem Orthogonalkreis ver- 
bunden ist, und zerfallen ausserdem noch in zwei Gruppen von vieren. 

Die acht Punkte liegen also zu vieren auf sechs Kreisen, deren 
jeder auf dem genannten Orthogonalkreis senkrecht steht, und von denen 
tiberdies zwei auch auf dem Orthogonalkreis des ersten Quadrupels senk- 
recht sind. 

Das vorgelegte Quadrupel ist also ein ,,gepaartes“ Quadrupel um- 
schriebener Kreise in Bezug auf vier, und im Allgemeinen auch nur 
in Bezug auf vier Kreisbogendreiecke. 

Da unter den Quadrupeln umschriebener Kreise eines Kreisbogen- 
dreiseits ausser den beiden Hart’schen Quadrupeln uy —0 und up —0 
nur die sechs gepaarten, niamlich die Quadrupel ue = 0, Wo = 0, 
uy = 0, Uy —0 u.s. w. so liegen, dass keine drei von ihnen durch 
einen Punkt gehen, so folgt weiter: 

Wenn die zwilf Schnittpunkte je zweier von vier Kreisen von 
einander verschieden sind, und wenn sechs von ihnen das Schnittpunkt- 
system dreier neuer Kreise bilden, so haben entweder auch die sechs 
tibrigen Schnittpunkte diese Eigenschaft, und die vier Kreise bilden ein 
Hart sches Quadrupel; oder die vier Kreise haben zu zweien einen 
gemeinsamen Potenzkreis. Auch im letzten Falle also werden die vier 
Kreise von (mindestens) vier weiteren Kreisen beriihrt. (Im Besonderen 
kann sich die Zahl auf sechs erhéhen). — 

Der Kreis, der ausser den Kreisen 0; = 0 z. B. die Apollonischen 


Kreise 2), Qo, Yi, Yi beriihrt, hat die Gleichung 
(49) V— Fy V—- Fs; (V— F,, V — £53 + F,;) (9, X) + 
+ (F,,Y— F;; ak F;, V— F,,) (Y— F 3 ®, —V—- P,,%,) = 0. 


§ 13. 


Die unabhingigen Tripel von Lésungen. 


Greifen wir aus den acht Beriihrungskreisen der Kreise 0; = 0 
irgend drei heraus, z. B. die Kreise 9) =0, 97 =0, YF = 0, und 
stellen wir fiir diese drei Kreise nun die Apollonische Aufgabe, so 
muss es sich zeigen, dass unter den zugehdrigen Beriihrungskreisen 
die Kreise H, = 0, O, = 0, ©, =0, ©, = 0 vorkommen. Bilden wir 
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also die specielle Liésung des auf die drei Kreise 9); —=0 beziig- 
lichen Apollonischen Problems, und unterscheiden wir die ent- 
sprechenden Covarianten von denen der Kreise ©; = 0 durch beigefiigte 


Accente (so dass also 0; = 9);, fiir i= 1, 2,3), so miissen vier Gleich- 
ungen der folgenden Form bestehen: 


(By X) — VE FL, . (0X) = 1, . (Hit X), 
(50) (Bi) + VE + dy .(@ X)— +, . (OX), 
(PX) + VR +A, . (0X) = t, - (%, X), 
(Py X) + VR +A). (OX) = 1, . (,X). 
Die Covarianten ($8; X) sind leicht zu bilden. Schwieriger ist es, 


brauchbare Ausdriicke fiir die Wurzelgréssen /R’+ A; und die 
Factoren t; zu finden. Es ist klar, dass diese Grdssen rational 
werden miissen im Bereiche der Groéssen /— Fi, VR + Aj; es be- 
steht aber auch noch der tiefer liegende Satz, dass sie ganze Func- 
tionen in dem genannten Bereiche sind. 
Man findet, wenn man zur Abkiirzung 
UW =V— Fy V— Fn V— Fy, = Fu — Fa 

setzt, 


VR + Ay = 4h. {(— Mot A, + A+ A;) Z, + 
(51) + (MH, — My) Z, + (My— Ay) Z, + (Mzy— My) Zp}, 
VRB =4R {A (ZA) — U(At+Zy) — UG (Aa+Z,)}, 


T) a 32 RR! {M,—%, aia A, — A.) X, + = (Ny = M2) Zi} ’ 
1 = Y,V—FPunV— Fw. %- 
Auch von diesen Formeln mégen wir einige Anwendungen machen. 

Die Bedingung dafiir, dass die drei Apollonischen Kreise %)f = 0, 
HF = 0, YF =O durch einen Punkt gehen (ohne dass D =0 wiirde) ist 

(My — A, — A, — As) X, + 2 (A, — %a) Zz = 0. 

In diesem Falle haben die beiden zu dem Quadrupel 9%), 9)", YF, DF 
gehérigen supplementiiren Tripel die zu Schluss des § 11 betrachtete 
besondere Higenschaft: Bei dem einen verschwindet die Invariante R, 
bei dem anderen die Invariante R —4F,, F;,.,,; das erste Tripel 
schickt seine Kreise ebenfalls durch jenen Punkt. 

Wir kénnen ferner die Abhingigkeit untersuchen, in der die 


Elemente (a;,a;) des mit den drei Kreisen 9); = 0 verbundenen 
sphirischen Dreiecks (genauer eines der sechzehn zugehdérigen Dreiecke) 


(52) 
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zu den Elementen (a;, «;) des bereits betrachteten Dreiecks der Kreise 
®; = 0 stehen. 

Diese Abhiingigkeit ist so beschaffen, dass die Verhiltnisse der 
Parameter, z. B. der Parameter Z; des einen sich rational durch die 
Verhiltnisse der Parameter Z; des anderen Dreiecks ausdriicken lassen. 
Es findet sich, wenn t einen Proportionalititsfactor bedeutet 


t.Z, = — (Z,+2,) (4,4 2) (4, +2,), 
(53) t.Z/= (4,44) (4,4,+2,4%,), 

t.4,= (4,4+4,)(24,4,+2,2,), 

t.Z,= (4,+2;)(2,2,+2,%;). 


Diese Formeln stellen eine Cremona’sche und iiberdies involu- 
torische Transformation des Raumes Z,: Z,: Z,: Z, vor: Ersetzt man 
den Factor t durch die Einheit, und driickt man dann gewisse Gréssen 
Z;' durch die Gréssen Z; ebenso aus, wie diese selbst durch die Gréssen 
Z; ausgedriickt sind, so werden diese Gréssen Z;” gleich den Gréssen 
Z, selbst, jede multiplicirt mit einem ihnen allen gemeinsamen Factor, 
der in acht lineare Factoren zerfillt, und den folgenden Werth hat: 


(4) 82,2. (yp +-Z,)-(Zy+ LZ). (Zy+Zy)  ¥y- Yo. Ys. 


§ 14. 
Geometrie der Inversionen: Lineare Constructionen. 


Wir wenden uns nun zu dem zweiten Theil unserer Aufgabe, zu 
der constructiven Lésung des Apollonischen Problems. Hierzu sind 
einige Vorbereitungen erforderlich; denn die iiblichen Hiilfsmittel der 
elementaren construirenden Geometrie, Lineal und Zirkel, sind durch 
die in § 1 gestellten Forderungen ausgeschlossen. Die Art von Geo- 
metrie, von der hier die Rede sein soll, gleicht der Mascheroni’schen 
Geometrie des Zirkels insofern, als auch sie ausschliesslich mit Kreisen 
arbeitet. Sie unterscheidet sich aber von dieser principiell dadurch, 
dass der Mittelpunkt des Kreises nicht benutzt wird, und von dem der- 
zeitigen Entwicklungszustande der Mascheroni’schen Geometrie ausser- 
dem dadurch, dass ein sorgfaltiger Unterschied zwischen linearen und 
quadratischen Constructionen gemacht wird. Die linearen Kreiscon- 
structionen, von denen wir zuniichst zu reden haben, bilden ein 
Seitenstiick zu der Geometrie des Lineals. Sie beruhen auf folgenden 
Constructionspostulaten : 

I. Man kann drei vorgelegte (reelle) Punkte durch einen Kreis 
verbinden. 

Il. Wenn zwei Kreise sich in einem bekannten Punkte schneiden, 
so ist auch der andere Schnittpunkt dieser Kreise bekannt. 
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Indem wir weitergehende Darlegungen iiber die aus diesen Postulaten 
entspringende ,,Geometrie der Inversionen“, ihre Ausdehnung auf den 
Raum und die Uebertragung dieser Theorie auf die Lie’sche Kreis- 
und Kugelgeometrie auf spiitere Gelegenheiten verschieben, werden 
wir hier nur soviel davon anfiihren, als zum Verstindniss unserer 
Lésung des Apollonischen Problems nothwendig ist. | 

Zunichst wollen wir, um sogleich einen hinreichend allgemeinen 
Standpunkt zu gewinnen, auf einen wichtigen Umstand aufmerksam 
machen, der, wie es scheint, von allen Geometern tibersehen worden 
ist, die sich bisher mit der Geometrie der Kreise beschiftigt haben: 
Man muss scharf unterscheiden zwischen Kreisen, von denen man 
einzelue Punkte kennt (punktweise bekannten Kreisen, wie wir sagen 
wollen) und solchen Kreisen, bei denen nur die zugehérige Inversion 
als bekannt angesehen wird; algebraisch ausgedriickt, zwischen Kreisen, 
deren Parameterdarstellung als rational bekannt gilt, und Kreisen, 
von denen man nur die Gleichung kennt. Eine Inversion ist als be- 
stimmt anzusehen, sobald man irgend zwei ihrer Punktepaare Y, Y’; 
Z,Z' gegeben hat, die ihrerseits auf einem (natiirlich punktweise be- 
kannten) Kreise angenommen werden miissen. Denn aus solchen vier 
Punkten kann man zu einem beliebig angenommenen Punkte X den 
entsprechenden X’ ableiten, auf Grund der Postulate I und II, vermége 
einer auf der Hand liegenden Construction, die wir durch die Formel 

¥, F\y. 
LZ a} 
bezeichnen wollen*). Der so durch zwei Punktepaare eines Kreises 
definirte, zu der Inversion 


| a Z, ab (e3i 
\az}o i-xzs” 275° 


gehorige Kreis hat nicht nothwendig reelle Punkte, und wenn er solche 
hat, so sind doch im Allgemeinen keine darunter, die durch lineare 
Construction, also auf Grund der Postulate I und II ermittelt werden 
kénnten, Sobald man aber eimen Punkt eines Kreises kennt, kann 
man auch beliebig viele andere Punkte finden, die eine iiberall dichte 
Punktmenge bilden; welche Punkte, das hiingt ab von der Beschaffen- 
heit der sonst noch als (rational-) bekannt geltenden Punkte**), 
Punktweise bekannt ist natiirlich insbesondere jeder durch drei seiner 
Punkte gegebene Kreis. 


*) Nach dem Vorgange von H, Wiener driicken wir durch U{S}% aus, 
dass das Gebilde & durch die Transformation S in das Gebilde % tibergefiihrt wird. 

**) Eine triviale Ausnahme bildet der Fall, wo der gegebene Kreis ein 
Punktkreis und der bekannte Punkt sein Doppelpunkt ist. 
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Eine Fundamentalaufgabe unserer Geometrie der Inversionen ist 
natiirlich die folgende: 

»Die Inversion zu construiren, die mit einem durch drei seiner 
Punkte gegebenen Kreis verbunden ist‘. 

Die einfache Lésung enthilt einen bemerkenswerthen geometrischen 
Satz. Man nehme auf dem gegebenen Kreis irgend vier Punkte P, 
Q@, R, S an, und setze die drei Inversionen 


{P, @ P,R P, S 

insh last te xl 
in irgend einer Reihenfolge zusammen. Ihr Product ist unabhingig 
von der Lage der angenommenen Punkte auf dem Kreis, und stellt 
die gesuchte Inversion dar. 

Auf Grund dieser Construction lassen sich nun eine Menge von 
Aufgaben lésen, von denen wir beispielsweise einige der wichtigsten 
anfiihren. 

»Gegeben sind zwei Kreise durch die zugehdrigen Inversionen J,, J.. 
Man soll den Kreis construiren, der durch einen gegebenen Punkt X 
geht, und entweder (a) auf den beiden gegebenen Kreisen senkrecht steht, 
oder (b) mit thnen demselben Biischel angehort“. 

Im Falle der Aufgabe (a) hat man einfach den Punkt X mit 
den durch 

X{IfX,, X{IfX, 


bestimmten Punkten X, und X, durch einen Kreis zu verbinden. Liegt 
die Aufgabe (b) vor, so verschaffe man sich, auf Grund der Liésung 
von (a), zwei verschiedene punktweise bekannte Kreise, die zu den 
Kreisen J, und J, orthogonal sind. Man construire dann die zu diesen 
Kreisen gehérigen Inversionen J’ und J”, und verfahre schliesslich 
wie soeben, indem man Jd, und J, durch J’ und J” ersetzt, 

»Gegeben sind drei Kreise durch die zugehdrigen Inversionen. Man 
soll den Kreis (d. h. die durch thn bestimmte Inversion) construiren, 
der auf allen dreien senkrecht steht. 

Man lege durch irgend einen Punkt X drei Kreise, deren jeder 
mit zweien der gegebenen in einem Biischel liegt. Diese drei Kreise 
schneiden sich in dem Punkte X’, der dem Punkt X in der gesuchten 
Inversion zugeordnet ist. 

In ahnlicher Weise erledigt man u. A. folgende Aufgaben, deren 
Lésung dem Leser iiberlassen bleiben mag: 

»4u drei Punkten X, Y, Y’ eines Kreises den Punkt X’ zu fiigen, 
der von X durch Y und Y’ harmonisch getrennt ist.“ 

»Gegeben sind vier Kreise, die einen gemeinsamen Orthogonal- 
kreis haben, Man soll die Kreise (d. h. immer die zugehdérigen 
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Inversionen) bestimmen, in denen sich je zwei der durch die vier 
Kreise bestimmten Biischel durchdringen.“ 

,4u entscheiden, wann zwei Kreise einander beriihren, und den 
Beriihrungspunkt zu finden.“ 


§ 15. 
Geometrie der Inversionen: Quadratische Constructionen. 


Zu den im vorigen Paragraphen kurz betrachteten linearen Con- 
structionen in der Geometrie der Inversionen sind, zur weiteren Ent- 
wickelung dieser Disciplin, successive quadratische Constructionen und 
soleche héheren Grades hinzuzufiigen, und zwar bei jeder einzelnen 
Aufgabe Constructionen von méglichst einfacher Beschaffenheit, und 
diese in méglichst geringer Anzahl, entsprechend den Forderungen der 
Galois’schen Theorie. Als iquivalent betrachtet werden diirfen daher 
nur solche nicht-lineare Constructionen, die sich vermége linearer auf 
einander zuriickfiihren lassen; je zwei Constructionen, bei denen 
das nicht der Fall ist, stellen zwei verschiedene Postulate dar. Der 
Inbegriff aller als bekanut geltenden Punkte, Inversionen, und daraus 
linear construirten Figuren, bildet einen Constructionsbereich in unserer 
Geometrie, entsprechend dem Rationalitiitsbereich der Algebra. 

Die systematische Entwickelung dieses Gedankens ist natiirlich 
ein sehr umfangreiches und wohl iiberhaupt auf eigentlich geo- 
metrischem Wege nur in sehr beschriinktem Umfange durchfiihrbares 
Unternehmen; namentlich bietet die Theorie des Imaginiiren dieselben 
Verwickelungen dar, wie in der projectiven Geometrie. Fiir unseren 
Zweck aber reicht es aus, quadratische Constructionen zu betrachten; 
auch brauchen wir hier die durch solche Constructionen definirten 
Gebilde nur dann in weitere Constructionen eintreten zu lassen, wenn 
sie reell sind. 

Die quadratischen Aufgaben miissen sich, wie die Algebra zeigt, 
alle in die folgende Form bringen lassen: 

,4wei Kreise mit einander zum Durchschnitt zu bringen‘“‘; 
und diese Aufgabe selbst lisst sich, durch lineare Construction, 
wiederum auf das folgende Postulat zuriickfiihren: 

Ill. Man kann die Schnittpunkte zweier zu einander orthogonaler 
Kreise finden, von denen der eine punktweise bekannt ist. 

Man erkennt, dass dieses Postulat iiquivalent ist mit der Forderung, 
die Doppelpunkte einer Involution auf einem punktweise bekannten 
Kreise zu bestimmen. — 

Beispielsweise fiihrt man die Aufgaben: ,,Die beiden Punktkreise 
eines Biischels zu ermitteln“ und ,,die beiden Kreise eines Biischels 
zu finden, die einen gegebenen Kreis beriihren“ ohne Weiteres auf 
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das Postulat III zuriick. Verwickelter ist schon die Lésung des folgen- 
den Problems: 

»Die beiden Potenzkreise zweier gegebener Kreise zu finden, 
einer Aufgabe, die wir auch so ausdriicken kénnen: 

»Man soll die beiden Inversionen S und S’ bestimmen, die zwei 
gegebene Inversionen J, und J, mit einander vertauschen: 

TAS} Je, TAS} I, 

SJ, = Jd,8', S'J, =d,8'"". 
Man nehme auf einem punktweise bekannten Orthogonalkreis der 
Kreise J, und J, zwei Punkte X, Y an, von denen der eine X als 
fest, der andere Y als veriinderlich angesehen werde. Dann ist durch 
X{Z}Y eine gewisse Inversion des Biischels (J,, J) linear bestimmt. 
Construirt man nun weiter zwei Punkte Y, und Y,’ aus den Forderungen 
Y{J,}¥Y, und X {J, =} Y,', so sind die Punktreihen Y,, Y, und Y,’ 
projectiv auf einander bezogen. Man kann nun, auf Grund einer 
bekannten Construction*), die sich ohne Weiteres auf unsere Geometrie 
der Inversionen iibertragen lisst, die Doppelelemente Z’ und Z” der 
Projectivitat (Y,, Y,') finden; aus diesen leitet man dann vermige 
Z' {J,} X’ und Z” {J,} X” die beiden Punkte X’ und X” ab, die 
man dem Punkte X zuordnen muss, um 2 mit S oder S’ zusammen- 
fallen zu lassen. 

Aus der Lésung der letzten Aufgabe ergiebt sich weiter: 

Die Bestimmung der sechs Potenzkreise im System dreier Kreise 
erfordert i. A. zwei von einander unabhingige quadratische Constructionen ; 
und zwei weitere von den ersten und von einander unabhingige quadra- 
tische Constructionen hat man anzuwenden, wm auch die sechs Fetens- 
kreise in der Figur der drei Nebenkreise zu finden. 

Aus dem Zusammenhange genommen erscheint dieser Satz trivial; 
seine Bedeutung liegt aber darin, dass wir die Natur der anzuwenden- 
den Constructionen genau angegeben haben: Es ist bei beiden Auf- 
gaben ausser linearen Constructionen (den Postulaten I und Il) nur die 
unter III postulirte quadratische Construction zu verwenden, und zwar 
bei der ersten Aufgabe zweimal, und bei der zweiten insgesammt 
viermal. In demselben Sinne ist die folgende Aussage zu verstehen: 

Um die zu zwei, drei oder vier Kreisen gehirigen Schaaren von 
Isogonalkreisen (gleichwinklig schneidenden Kreisen) zu finden, hat man 


im Allgemeinen eine, zwei oder drei von einander unabhiingige quadra- 
tische Constructionen aufzuwenden. 


oder 


” H, Wi ener, ,,Rein geometrische Theorie der Darstellung biniirer Formen 


durch Punktgruppen auf der Geraden“, Darmstadt 1885 und Siichs, Ber. 1891, 
8. 646 u. ff. 
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(In besonderen Fallen kénnen diese Constructionen alle oder zum 
Theil durch lineare ersetzt werden.) Die Constructionen selbst liegen 
nach dem in § 14 Gesagten auf der Hand, und sollen dem Leser 


-tiberlassen bleiben. 


Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns nun wieder zum 
Apollonischen Problem. Dieses wird, als eine Aufgabe der construiren- 
den Geometrie, offenbar so zu fassen sein: 


»Gegeben sind drei Kreise durch die mit ihnen verbun- 
denen Inversionen. Man soll durch lineare wnd miéglichst 
wenige quadratische Constructionen die Kreise finden, die 
diese drei Kreise beriihren‘. 

Einiges Gewicht méchten wir bei dieser Formulirung darauf legen, 
dass die gegebenen Kreise nicht als von vorn herein punktweise be- 
kannt gelten; denn diese Annahme, die wohl in allen bis jetzt ge- 
lieferten Constructionen gemacht worden ist, enthilt eine ungerecht- 
fertigte Specialisirung des Problems. Aber allerdings ist, wenn die 
Aufgabe iiberhaupt reelle Lésungen zulassen soll, anzunehmen, dass 
bei allen drei Kreisen reelle Punkte vorhanden sind (F;; > 0), dass 
also die Punktepaare einer jeden der gegebenen Inversionen einander 
nicht trennen, und ausserdem noch, dass keiner der drei Kreise die 
beiden anderen trennt, dass die Invarianten R,; und FF, F,, nicht 
gleichzeitig negativ sind. Um uns kurz fassen zu kénnen, wollen wir 
ferner noch voraussetzen, dass die Discriminante D unseres Problems 
von Null verschieden sei; wir bemerken aber, dass die anzugebende 
Construction, nach geringer Abinderung, auch auf alle Grenzfiille 
sich erstreckt. 

Ausserdem sei hervorgehoben, dass alle reellen Lésungen auch 
durch wirklich ausfiihrbare Constructionen ermittelt werden*). 


§ 16. 
Inversionen eines Biischels. 


Die Lésung des nunmehr in priciser Gestalt vor uns liegenden 
Constructionsproblems kann in drei Schritte zerlegt werden. Der erste 
besteht in der Construction der Potenzkreise der gegebenen Kreise. 
Hiervon haben wir schon im vorigen Paragraphen geredet. Der zweite 
Schritt ist die Construction der Pliicker’schen Kreise, d.h. der Kreise, 
die aus den gegebenen Kreisen ©; = 0 die Beriihrungspunkte je zweier 
copulirter Apollonischer Kreise orthogonal ausschneiden, und die sich 





*) Diese Eigenschaft fehlt einigen der bekannten geometrischen Lisungen, 
z. B, der nicht uninteressanten Laguerre’schen Construction, 
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hieraus ergebende Construction dreier Lésungspaare. Der dritte der 
auszuftihrenden Schritte endlich besteht in der Bestimmung der Ab- 
hingigkeit des vierten Lésungspaares von den drei ersten. 

Die Lésung des zweiten und dritten Theiles unserer Aufgabe lisst 
sich nun in eleganter Weise ausfiihren auf Grund des folgenden, auch 
sonst fiir die Geometrie der Inversionen wichtigen Satzes: 

Sind J,, J,, J, drei Inversionen eines Biischels (eu Kreisen eines 
Biischels gehorige Inversionen), so ist die zusammengesetzte Transforma- 
tion J,J,J, nicht verschieden von J,J,J,, und stellt eine neue Inversion 
J, desselben Biischels dar. 

Dieses Theorem ist eine von zwei méglichen Uebertragungen eines 
bekannten Satzes der projectiven Geometrie*) auf die Geometrie der 
Inversionen. 

Es wird noch vervollstindigt durch den weiteren, im Grunde 
ebenfalls der Theorie der biniren Involutionen angehérigen Satz: 

Die beiden Paare J,, J, und J,, J, der genannten Inversionen, 
die in der Beziehung 


J, = I,J, 5, = d,d,d3,; J, = ddd, =JI;,JydJo, 
J, =I, FJ, = JI 3d), J, =I, J,d, =I, I,J, 


stehen, werden durch dasselbe Paar von Inversionen 2, X’ mit einan- 
der vertauscht : 

AZ=xaZzd, JaZ—Zzd;, 

J, 2 = Z'd;, J,’ = 2'd;; 


anders ausgedriickt: Die zu J,, J, wnd die zu J,, J, gehirigen Kreise 
haben je dasselbe Paar von Potenzkreisen. 

Die Inversionen 2, &” lassen sich nun linear construiren, sobald 
man etwa die Schnittpunkte X,, X,’ und X,, X,’ der Kreise J,, J,**) 
mit irgend einem Orthogonalkreis des Biischels (J,, J,, J,) kennt: 
Man hat offenbar 


2 2a rae yy ied ea 7} : 
X,’, X; X,’, X, 
Kennt man nun ausserdem die Schnittpunkte X, und X,’ von J, mit 


dem genannten Orthogonalkreis, so lassen sich die Schnittpunkte X, 
und X,’ von J, mit demselben Kreis linear construiren: 


X,{=} X,, X, {2} X,, X,{2"} X, X\ {2} X,. 


*) H. Wiener, Verwandtschaften als Folgen zweier Spiegelungen, Siichs, 
Ber. 1891, 8. 669 (Einschub Il). 

**) Wir bezeichnen die Kreise kurz durch dieselben Buchstaben wie die zu- 
gehiérigen Inversionen. 
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Also: Kennt man bei dreien unter vier in der genannten Beziehung 
stehenden Kreisen eines Biischels die Schnittpunkte mit einem Orthogonal- 
kreis des Biischels, so kann man das Schnitipunktpaar des vierten Kreises 
mit diesem Orthogonalkreis linear construiren. 

Und zwar gilt Das, wie man leicht erkennt, auch in dem Grenz- 
fall, wo etwa J, und J, zusammenfallen. 


§ 17. 
Geometrische Lésung des Apollonischen Problems. 


Wir identificiren nun die im vorigen Paragraphen betrachteten 
Inversionen J,, J,, J, mit den Spiegelungen an drei solchen Potenz- 
kreisen der Kreise ®; = 0, die einem Biischel angehéren. Nennen 
wir, entsprechend den Indices 1, 2, 3 drei solche Spiegelungen 
I., II., III,, und die drei iibrigen I,, IJ,, III,, so haben wir ins- 
gesammt vier Biischel, nimlich 


it thi. bth Lk re be. 


Fiihrt man nun je drei solche Inversionen, die zu den Potenzkreisen 
eines Biischels gehiren, hinter einander aus, so sind die enistchenden 
zwolf neuen Inversionen identisch mit denen, die zu den ewilf Pliicker’- 


schen Kreisen gehiren. D. h., es schneiden 2, B. die vier Kreise, die 
durch die Formeln 


Jy, = II, I, I, = I, I, Il. , 
J\, = II, I. UW, = HU, I, U,, 
Jy, = TL, I, 1, = 11, Iy1T,, 
Jy, = III, 1,11, = U1, TI. 


(55) 


definirt sind, den Kreis ©, =O unter rechtem Winkel in den Be- 
riihrungspunkten je eines Paares copulirter Apollonischer Kreise. 

Es gelten aber noch die weiteren Sitze: 

Die Pliicker’schen Kreise kinnen nicht nur zu dreien auf vier 
Biischel, sondern auch zu vieren auf drei Biischel vertheilt werden. Es 
gehiren nimlich 2. B. die vier Kreise (55), die zu dem Kreise , = 0 
orthogonal sind, dem Biischel an, das die Nebenkreise ¥V, = 0, ¥, = 0 
verbindet. 

Ueberdies sind diese vier Kreise in bestimmter Weise in Paare 
Jo1, F113 Jar, Fg, geordnet, so dass 


Jo = Jn Ji, — J, Jisdn, 
(56) Do = I gd 99d 2 = J yn o9d 30, 
Jos — J 3 F335 95 — D3 F33 S45. 


85* 
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Die beiden Paare z. B. des ersten Quadrupels, J,,, J,, und Jy,, Js, 
haben dasselbe Paar von Potenzkreisen, wie die Nebenkreise ¥, = 0 
und Y, = 0. 

Hieraus, und aus dem letzten Satze des vorigen Paragraphen 
ergiebt sich nun ohne Weiteres die gesuchte Construction: Man be- 
stimme zuniichst die Schnittpunkte etwa der zu den Inversionen Jj,, 
J.,, Js, gehdrigen Pliicker’schen Kreise mit dem Kreise ®, = 0, was 
drei quadratische Constructionen verlangt. Hierauf kann man durch 
lineare Construction die der Inversion Jj, entsprechenden Schnittpunkte 
finden. Die Beriihrungspunkte der Apollonischen Kreise mit den 
Kreisen ©, = 0 und ®, = 0 ergeben sich dann vermége der bekannten 
Spiegelungen J, IJ, III. 

Eleganter noch ist eine zweite Construction, die aus dem zuletzt 
hervorgehobenen Satze entspringt: Man bestimme zuerst die Potenz- 
kreise der Kreise ®;=—( und die der Nebenkreise ¥; —0 (§ 15), 
durch insgesammt vier quadratische Constructionen. Hierauf suche 
man die Schnittpunkte des Pliicker’schen Kreises J), mit dem Kreise 
®,=0, durch eine neue quadratische Construction, Diese Schnitt- 
punkte liefern, wie oben, ein Lésungspaar ¥)+, 2)>. Unterwirft man 
nun die auf dem Kreise ®—0O gelegenen Beriihrungspunkte der 
Spiegelung an dem einen oder anderen Potenzkreise der Nebenkreise 
¥,=0, Y¥,=0, so erhailt man die Beriihrungspunkte der Kreise 
YF} = 0, Yr =O mit dem Kreise , = 0. 

Die ersten vier quadratischen Constructionen sind bei dieser 
Lésung dieselben, mag man nun die Beriihrungskreise der Kreise 
®;=0 oder die der Nebenkreise ¥;—0O suchen. Beide Probleme 
zugleich werden also durch insgesammt sechs quadratische Construc- 
tionen erledigt, entsprechend der algebraischen Theorie. — 

Ein Theil vom Inhalte der letzten Siitze lisst sich, in noch etwas 
vervollstindigter Fassung, auch so ausdriicken: 

Leitet man, vermige der Potenzkreise I, II, III eines Biischels, 
aus einem beliebig angenommenen Punkte Y, fiinf weitere ab nach An- 
weisung der Formel 


(57): ¥,{ Tf ¥,{T} Y,{1T} Y/{ IIT} ¥y{T} ¥, {17} Y,, 


so liegen alle diese Punkte auf einem Isogonalkreis der Kreise 0; = 0. 

Und zwar entsprechen die gegeniiberliegenden Ecken Y,, Y,’ des 
construirten Sechsecks einander in je ciner der drei Inversionen, die mit 
den drei Pliicker’schen Kreisen des Biischels (I, II, III) verbunden sind. 

Hieraus ergiebt sich ohne Schwierigkeit u. A. die Gergonne’sche 
Construction in einer verallgemeinerten Fassung, in der an Stelle der 
geraden Linien Kreise durch einen nicht auf dem Orthogonalkreis 
®= 0), aber sonst beliebig angenommenen Punkt treten. Da man 
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auch diese Construction so vervollstindigen kann, dass die Abhingig- 
keit zwischen den einzufiihrenden Irrationalitiiten gehdrig beriicksichtigt 
wird, so gelangt man zu einer dritten Lisung des Apollonischen 
Problems. Diese ist indessen weniger einfach als die beiden oben 
angefiihrten. 


g§ 18. 


Construction der Hart’schen Kreise. 


Durch die im vorigen Paragraph angegebenen Siitze ist zwar die 
gestellte Constructionsaufgabe vollstiindig gelést; es bleibt aber noch 
die Frage nach der Construction der Hart’schen Kreise, oder, was 
dasselbe ist, die Frage nach der geometrischen Unterscheidung der 
syzygetischen Quadrupel erster und zweiter Art. Ist in drei Lésungs- 
paaren je ein Beriihrungskreis bezeichnet: Welcher Kreis des vierten 
Paares bildet mit den dreien zusammen ein Quadrupel 2. Art? Die 
Antwort ergiebt sich aus dem folgenden Satz: 

Die acht Quadrupel 2. Art Apollonischer Kreise kinnen (auf drei 
Weisen) in zwei Gruppen von vieren zerlegt werden, deren jede einem 
Potenzkreis zweier Nebenkreise entspricht. Die Spiegelung an einem 
Potenzkreis der Kreise ¥,—=0, ¥, =O hat némlich die Eigenschaft, 
die Beriihrungspunkte eines jeden von vier Quadrupeln 2. Art mit dem 
Kreise 2, =0 unter einander zu vertauschen, wiihrend der zweite 
Potenzkreis dieselbe Bezichung zu den iibrigen vier Quadrupeln hat. 

Hierauf griindet sich eine Construction der Hart’schen Kreisfigur. 
Wir bemerken zuniichst: 

Sind vorgelegt drei Kreise >, =0, O, =0, ©, =0, und drei thnen 
gemeinsame Beriihrungskreise, die zu verschiedenen copulirten Paaren 
gehiren (also drei unabhiingige Lisungen des Apollonischen Problems), 
so besteht zwischen beiden Figuren von je drei Kreisen eine bestimmte 
Zuordnung. Man kann daher die drei Beriihrungkreise, auf villig 
bestimmte Weise, mit %), = 0, 2. = 0, Ys = 0 bezeichnen. 

Die gemeinte Zuordnung wird geometrisch so ermittelt: Man 
kann zuniichst, durch lineare Construction, die Potenzkreise der Kreise 
®;=0 finden. Hiner der Potenzkreise (J,,) der Kreise ®, 0, 0, = 0 
ist dann orthogonal zu den Kreisen 9), = 0, 9), = 0, wihrend der 
andere (J,) auf dem Kreise 9), = 0 senkrecht steht. 

Man bezeichne nun den Beriihrungspunkt der Kreise 2); =0, ®,=0 
mit Y;,, und nenne X;, sein Spiegelbild in Bezug auf den Orthogonal- 
kreis der Kreise 0; =0, und Z;, sein Spiegelbild in Bezug auf den 
Orthogonalkreis der Kreise ); = 0. 

Jetzt construire man sechs weitere Punkte Yo;, Yio nach Anweisung 
der Formeln 
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Dann sind die Punkte Yo; die Beriihrungspunkte der Kreise 0; = 0 
mit eimem neuen Kreis %),=0, und ebenso die Punkte Yio die Be- 
riihrungspunkte der Kreise 2);—=0 mit einem neuen Kreis O = 0. 
Die beiden Kreise %),—=0 und %, = 0: beriihren einander wiederum 
in einem gewissen Punkte Y,,. Die Kreise %);=—0 und 9 =—0 
(i = 0, 1, 2, 3) bilden eine Hart’sche Kreisfigur. Die gegenseitige Be- 
ziehung der zweimal vier Kreise und ihrer Beriihrungspunkte bleibt 
also ungeindert, wenn man die Indices 0, 1, 2,3 beliebig vertauscht. — 

Setzt man ¥), = H+, 9, = YH, Y, = YF, so wird Y), = Y> und 
®, = H, in der friiher angewendeten Bezeichnung. 

Wir kennen also nunmehr aus jedem Paar von Beriihrungskreisen 
des Tripels 9) = 0, Yj — 0, Yj — 0 einen Kreis. Die vier anderen 
Beriihrungskreise dieses Tripels Apollonischer Kreise werden dann 
durch Spiegelung an dem Orthogonalkreis der Kreise 9)*—=0, 9)+—0, 
Y¢ =O gefunden. Unter den acht Beriihrungskreisen unseres Tripels 
kénnen wir dann wieder ein Tripel unabhiingiger herausgreifen, und 
dieselbe Construction von Neuem anwenden, u. s. f. Wir haben also 
hiermit die unendliche Mannigfaltigkeit Apollonischer Aufgaben, von 
der in § 4 die Rede war, nunmehr auch durch Construction geldst, 
und zwar durch lineare Construction im Sinne des § 14. 

Hinzufiigen wollen wir noch, dass es zur Liésung der urspriing- 
lichen Apollonischen Aufgabe, und also auch der zuletzt besprochenen 
Probleme, hinreichend ist, wenn man auf irgend einem Wege einen 
Berthrungspunkt je eines der Kreise + = 0, Yt —=—0, Yt =O mit 
einem der Kreise ®;==0, insgesammt also drei ,,unabhiingige“‘ von 
den neun Beriihrungspunkten gefunden hat; und zwar kann von den 
Beriihrungspunkten z. B. des Kreises 9), =0 mit den Kreisen ©, = 0, 
®, = 0, ®, = 0 jeder beliebige gewiihlt werden. Ausgeschlossen sind 
dabei indessen gewisse besondere Fiille, die durch das Verschwinden 
einer der Invarianten 

Fup Run — FoR 
gekennzeichnet sind, — 

Mehrere der in den letzten Paragraphen aufgestellte Siitze lassen 
sich in besonders einfacher Weise auffassen, wenn man das Kreis- 
bogeudreieck ©; 0 etwa durch stereographische Projection als sphi- 
risches, von Hauptkreisen gebildetes Dreiseit auf die Oberfliiche einer 
Kugel iibertriigt. (Vgl. § 6 und § 19.) Die Potenzkreise der Kreise 
©; = 0 werden danu die Winkelhalbirenden des entstehenden sphiiri- 
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schen Dreiseits, und die zwei Basispunkte der von ihnen gebildeten 
Biischel werden zu zweien die Mittelpunkte von je einem Paar ein- 
geschriebener Kreise Q)+ 0. Ferner gehen die Potenzkreise dex 
Nebenkreise iiber in die Mittelsenkrechten der Seiten, ihre vier Paar 
Basispunkte also in die Mittelpunkte der Paare umschriebener Kreise 
ut =0. Die Pliicker’schen Kreise endlich sind die Hauptkreise, die 
die Mittelpunkte der eingeschriebenen Kreise mit deren Beriihrungs- 
punkten verbinden. Spiegelungen an gréssten Kreisen sind natiirlich 
zugleich Spiegelungen an den zugehérigen Ebenen, also Spiegelungen 
im urspriinglichen Sinne des Wortes. 


§ 19. 
Schlussbetrachtung. 


Wenden wir uns nun noch einmal zuriick zu den allgemeinen 
Ueberlegungen, mit denen wir diese Untersuchung eingeleitet haben. 
Denken wir uns die Punkte der Ebene, in der wir operiren, durch 
eine fiir Punkte allgemeiner Lage eindeutig umkehrbare Transformation 
den Punkten einer anderen rationalen zweifach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit zugeordnet, so erhalten wir statt der Gruppen G, und G,, H, 
zwei neue Gruppen G,’ und G,, H,; und aus der Mannigfaltigkeit 
aller Kreise geht eine neve Mannigfaltigkeit von dreifach unendlich 
vielen Curven hervor, die eben die Gruppen G, und G,’, H,’ definirt. 
Gleichzeitig verwandelt sich natiirlich das Apollonische Problem in 
eine entsprechende Beriihrungsaufgabe. Es gehen nun aber auch die 
zu den Gruppen G, und G,, H, gehérigen invarianten algebraischen 
Processe und geometrischen Constructionen tiber in Processe und Con- 
structionen, die gegeniiber den neuen Gruppen G, und G,’, H,’ in- 
variant sind*), 

Es folgt also, dass durch unsere Lisung des Apollonischen Problems 
— nicht aber durch jede beliebige Art der Lisung — alle im angegebenen 
Sinn dquivalenten Aufgaben zugleich erledigt sind**), 

Die niichstliegende und wichtigste Aufgabe dieser Art ist das 
Apollonische Problem bezogen auf Kreise einer Kugelfliche. Um diese 
Aufgabe zu lésen, haben wir weder in unseren Formeln noch in den 
Constructionen auch nur die geringste Aenderung anzubringen: 
Lediglich die Auffassung der Formeln ist ein wenig abzuiindern. Man 
hat nimlich etwa nur die Gleichung (2) als die Gleichung einer Kugel, 





*) Entsprechendes gilt, wenn man’ eine eindeutige Beriihrungstransformation 
ausfiihrt. (Die Lie’schen Kreistransformationen gehdren nicht zu dieser Classe.) 

**) Diese Forderung ist also nur der Form nach allgemeiner als die von uns 
im § 1 an die Spitze gestellte. Sie fliesst aus jenem Princip der Oeconomie des 
Denkens, worin E, Mach das Wesen aller Wissenschaft tiberhaupt erblickt. 
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und die Gleichung (3) als die Gleichung einer Ebene anzusehen, die 
aus der Kugel einen Kreis ausschneidet*). Alles Weitere ergiebt 
sich von selbst. Entsprechendes gilt aber offenbar auch noch von 
der noch etwas umfassenderen Aufgabe: 

»Die ebenen Schnitte einer allgemeinen Fliche 2. Grades zu 

finden, die drei gegebene ebene Schnitte beriihren“, 

sowie von ihrem dualistischen Gegenstiick, wenigstens so lange die 
Flaiche zu den nicht-geradlinigen mit reellen Punkten gehért. Auch 
bei diesem Problem ist eine Aenderung unserer Formeln und Con- 
structionen nicht néthig; nur der Begriff der Orthogonalitat ist zu er- 
setzen durch den des Conjugirt-Seins. Vorausgesetzt ist dabei zuniichst, 
dass die Fliche 2. Grades ,,punktweise bekannt“‘, z. B. durch reciproke 
Biindel erzeugt ist. Doch kann man sich, wie nicht schwer zu sehen, 
von dieser eine gewisse Beschrinkung enthaltenden Annahme befreien; 
an Stelle der Constructionen auf der Fliche selbst treten dann natiir- 
lich soleche, die im Raume auszufiihren sind, Die anzuwendenden 
Hilfsmittel gehéren dem Gedankenkreise der gewéhnlichen projectiven 
Geomeirie an**). 

Sei, in der iiblichen symbolischen Bezeichnung, (ZL X)* = 0 die 
Punktgleichung der vorgelegten Fliiche 2. Grades, bezogen auf ein 
beliebiges System projectiver Coordinaten; so ist J = Pa (LLI'L’L’’)? 
die Discriminante der Flache. Sie ist nach Voraussetzung eine negative 
Grésse. Nehmen wir ferner an, dass (ZX)? positiv ist fiir Punkte im 
Innern der Fliche 2. Grades, und dass irgend welche ebenen Schnitte 
der Flaiche durch die Pole X., Xs, X,,... der zugehérigen Ebenen 
bestimmt seien, so haben wir, um die in Rede stehende erweiterte 
Aufgabe auf unser urspriingliches Problem zuriickzufiihren, in den 
entwickelten Formeln einfach die Substitutionen 


(Pas) ov 2(L X2)(L Xz), 
(0.04, %3) oo 2V—T - (Xp Xp X, Xs) 
zu machen. Zu bemerken ist dabei nur, dass die Irrationalitit /— J 


immer in Verbindung mit anderen Quadratwurzeln auftritt, derart, dass 


die Zahl der zur Lésung erforderlichen irrationalen Operationen sich 
nicht erhdht. 


(59) 


*) Insbesondere kann man die Kreise (®;X)=0 als Hauptkreise wiihlen 
(G;9=0). Der Orthogonalkreis (> X)=0 wird dann ausgeschnitten von der un- 
endlich fernen Ebene (X,—0). Man kommt so zu den bereits betrachteten Be- 
ziehungen der Apollonischen Figur zur sphirischen Trigonometrie. 

**) Man kann also unsere Geometrie der Inversionen der projectiven Geo- 
metrie unterordnen. Aber auch das Umgekehrte ist richtig. Wir hoffen noch 


zeigen zu kénnen, wie sich die Geometrie der Inversionen selbststindig begriin- 
den lasst, 
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Etwas tiefer einschneidende Aenderungen sind zu machen, wenn 
die vorgelegte Fliche 2. Grades geradlinig ist, sobald man nimlich 
auch in diesem Falle reelle Figuren vor den anderen auszeichnen 
will; denn unser gegenwartiges Problem hingt mit dem Apollonischen 
nunmehr nur noch durch eine imaginire Transformation zusammen. 
Die Discriminante J ist jetzt positiv. An Stelle der Substitutionen 
(59) sind die folgenden zu machen: 


(0) O0 2(L Xe) (LX), 
(Du%s0, 5) Ov 2id - (Ka Xz X, Xp). 

Es versteht sich, dass die Discussion der Realitit der Lésungen 
bei dem gegenwiirtigen Problem besonders auszufiihren ist; denn iiber 
diesen Punkt giebt das angewendete Uebertragungsprincip keine Auskunft. 
Demgemiss sind auch die von uns angewendeten Bezeichnungen durch 
andere zu ersetzen, derart, dass auch hier die Einfiihrung imaginirer 
Gréssen nach Moéglichkeit vermieden wird. — Erwihnt sei noch, dass 
die zuletzt besprochene Aufgabe sich auch als ein Problem aus der 
Theorie der biniren ‘bilinearen Formen fassen lisst. 

Der Grenzfall J =0, in dem die vorgelegte Flaiche 2. Grades 
ein Kegel wird, ist bei den letzten Betrachtungen nicht inbegriffen. 
Er bedarf einer besonderen Untersuchung. Er hat iibrigens ein ge- 
ringeres algebraisches Interesse, da die dem Apollonischen Problem ° 
entsprechende Aufgabe aus der Geometrie auf einer Kegelfliiche 2. O. 
nicht vom achten, sondern nur vom zweiten Grade ist. 


(60) 


Wir glauben durch das Gesagte die Fruchtbarkeit unserer Grund- 
anschauung dargethan zu haben, so weit es in den gesteckten Grenzen 
thunlich war. Eine weitere Folgerung, der man sich nicht gut wird 
entziehen kénnen, ist natiirlich die, dass noch zahlreiche andere Auf- 
gaben, die man bisher als ,,erledigt“ angesehen hat (und nicht nur 
solche aus der Geometrie der Kreise und Kugeln), einer Neubearbei- 
tung bediirftig sind. Wir wollen beispielsweise nur auf das der Apol- 
lonischen Aufgabe entsprechende Problem der Raumgeometrie hin- 
deuten. Natiirlich lisst sich ein Theil unserer Entwickelungen auf 
eine Dimension mehr und auch auf eine unbestimmte Dimensionenzahl 
iibertragen; es gilt das aber keineswegs von allen. Hine einigermassen 
vollstiindige Theorie auch dieses Problems zu entwerfen, scheint eine 
umfangreiche und schon recht verwickelte Aufgabe zu sein, nament- 
lich nach der geometrischen Seite hin. Jedenfalls wird durch die 
bekannten ganz an der Oberfliiche liegenden Constructionen die 
Schwierigkeit der auf vier Kugeln beziiglichen Beriihrungsaufgabe 
noch nicht einmal gestreift. 


Bonn, im December 1896. 
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Theorie der Involutionssysteme partieller Differential- 
gleichungen erster Ordnung in beliebig vielen abhaingigen 
und unabhingigen Veranderlichen. 


(Erste Abhandlung.) 


Von 


E. v. Weser in Minchen. 


Jedes beliebige System partieller Differentialgleichungen kann 
durch Einftihrung geeigneter abhiingiger Variabeln in ein System von 
Gleichungen erster Ordnung verwandelt werden. Unter den letzt- 
genannten Systemen beanspruchen die von Lie*) so bezeichneten 
,lnvolutionssysteme“ das hauptsiichlichste Interesse, Wir betrachten 
im Folgenden nur solche Systeme I. O. in den Independenten 2, ... 2 
und den unbekannten Functionen z'... 2", die sich in gewisser Weise 
nach den Ableitungen der ¢ auflésen lassen**); die Involutionseigen- 
schaft kann dann kurz dahin charakterisirt werden, dass ein solches 
System die grésstmégliche, mit seiner Form vertriigliche Mannig- 
faltigkeit von Integralen z'. 2" besitzt. Die vorliegende erste Ab- 
handlung beschiiftigt sich mit folgenden Gegenstiinden: 

Das erste Capitel behandelt die algebraischen Definitionsgleichungen 
eines Involutionssystems, und die Frage nach der Existenz eines all- 
gemeinen Integrals, wobei wir uns im Wesentlichen auf die grund- 
legenden Untersuchungen des H. Bourlet™) stiitzen. 

Das zweite Capitel ist der Betrachtung einer fiir die ganze Theorie 
fundamentalen Matrix gewidmet. Die Higenschaften dieser Matrix 
fiihren uns in Cap. III zu einer Theorie der charakteristischen Mannig- 
faltigkeiten , insbesondere zur Definition einer besonderen Categorie von 
Involutionssystemen, der sog. ,,Normalsysteme“. Fiir diese letzteren 
skizziren wir in Cap. IV eine Integrationstheorie, indem wir zeigen, 

*) Vgl. Leipz. Ber. 47, p. 53—128 (1895). 

*t) Kinen Specialfall hiervon untersucht Herr Kénig, Math. Ann, 23, p. 520, 
den allgemeinen Fall fiir lineare Systeme Herr Bourlet, Ann. de l’Ec, Norm. (3) 
VIII (1891) Supplém. p. 43 ff. 
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wie man unter der Annahme der Integrabilitiit gewisser totaler Diffe- 


rentialgleichungen eine Reduction der Anzahl der Independenten herbei- 
fiihren kann*). 


Die weitere Durchfiihrung dieses Ansatzes, die Besprechung der 
mannigfachen Analogien, die unsere Theorie zu derjenigen der par- 
tiellen Differentialgleichungen I. O. mit einer Unbekannten darbietet, 


endlich die Untersuchung der linearen Involutionssysteme soll einer 
zweiten Abhandlung vorbehalten bleiben. 


Capitel I. 
Die Definitionsgleichungen und das allgemeine Integral des 
Involutionssystems. 
1, Wir bezeichnen mit 2', 2?,...,2* Functionen der m unab- 
hingigen Veriinderlichen z,,2,,...,%m, setzen: 
— a 
i 0%; 
und betrachten das folgende System partieller Differentialgleichungen 
erster Ordnung: 
(A) f(y -+- 4%, a --., pt... pe)=0, fy=—0...f, = 0. 
Die Anzahl N dieser Gleichungen sei kleiner als mn, aber nicht kleiner 
als m, so dass wir schreiben kénnen: 
N=un+v O<v<n—1; loucm—)), 
Es werde nun angenommen, dass die Gleichungen (A) sich in folgender 
Weise auflisen lassen: 
—PiTO—9, —P+9,=9-—pL +r =9, — Ph +4 =9, 
pote 9, —pi +90 - —pi+n.—9, 
. . . . “HRs? P41=9, 
—Pi+ ge =9, — I+ 93=—0 - —p +=, 
Hierin bedeuten die g? gewisse Functionen der Variabeln 2,, 2*, 
DAA + Pras Pi.1g++.p™. Der von den Herrn Méray und Riquier**) 
eingefiihrten Terminologie folgend nennen wir die N Grossen p!... p, 
Py+ ++ Diy Pusys++ Pia, » principale“, die tibrigen mn — N Gréssen p* 
»parametrische’ Ableitungen 1. 0.; die ersteren werden im Folgenden 
generell mit p>, die letzteren mit p bezeichnet. Dementsprechend 


*) Diese Theorie findet sich skizzirt in meiner Note: ,,Sur l’intégration etc." 
Comptes Rendus vom 3. August 1896. . 


**) Ann, de l’Ec, Norm. (3) VII (1890). 
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theilen wir die mn Indicespaare (7, k) (i = 1...m, k= 1...) in zwei 
Classen, indem wir die N Paare (a, b) der ersten, die Paare (g, h) der 
zweiten zuzihlen; endlich werde die zweite Ableitung 
we. 
"1 = Ja,02, 

»parametrisch“ oder ,,einfach principal“ oder ,,doppelt principal“ ge- 
nannt, je nachdem von den beiden Zahlenpaaren (i, k) (j,k) keines 
oder eines oder alle beide der ersten Classe angehéren. 

2. Indem wir die Gleichungen (A’) partiell nach x42... 2m 
differentiiren, wobei ¢‘, p* als Functionen der 2 zu betrachten sind, 
erhalten wir die einfach principalen Ableitungen 


Veuast “anes *+* Te 

ausgedrtickt als ganze lineare Functionen y ,,,..- y,, der para- 
metrischon 2. Ableitungen, deren Coefficienten von den Variabeln 
a, 2, ps abhiingen. Durch Differentiation der Gleichungen 

— p+ gi =—0 (G=v+1...n, a=1...u) 
nach 2,4: gewinnen wir fiir die noch tibrigen einfach principalen Ab- 
leitungen rf ,,, Ausdriicke, die ausser von parametrischen Derivirten 
noch von einfach principalen Ableitungen 

riagi SS Ut2...m, t=—1...) 

abhingen; ersetzen wir diese Gréssen durch ihre vorhin gefundenen 
Werthe y,,,, so sind schliesslich alle einfach principalen 2. Ab- 
leitungen 7, dargestellt durch ganze lineare Ausdriicke y?, in den 
parametrischen 2. Ableitungen; die Coefficienten der letzteren sind 
Functionen von 2, 2, p’. 


3. Sind (a, b) (a,b) Zahlenpaare der ersten Classe, so gewinnt 

man durch partielle Differentiation der Gleichung: 
—R+o=0 

nach «,, fiir die doppelt principale Ableitung r? , einen Ausdruck, der 
zunachst noch von den parametrischen und einfaeh principalen 2. Deri- 
virten abhiingt, aber, indem man letztere durch ihre obigen Werthe 
ersetzt, in eine Linearfunction y?,, der parametrischen 7}, tibergeht. 
Kin ahnlicher Ausdruck y*,, ergibt sich fiir 7?,, aus der Gleichung 


— Py + 9, = 9 
durch Differentiation nach z,. Indem wir verlangen, dass die Identitiiten 
(1) Via = Vo 


keine Relation zwischen den parametrischen Ableitungen begriinden, 
d. h, unabhiingig von den Werthen derselben erfiillt seien, erhalten 
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wir das nachstehende System von Bedingungsgleichungen, worin zur 
Abkiirzung: 


ag? (r= 2. 
aS, shen Bena C et" 


ar) ; rf == 1l...¥ 
Misa $2 +. > ope 9) 
gesetzt ist: 
(a) >! [ltt — KI) Pine + (Hebe — KB) Pika] 
3 
=D} rh Pet — REP + BERN — PEE, 
2) > (ltée — Ko) Planes + >} (PY Piha — Pi Pas) 


(B) of 
=>} (Bot Pajeus — Pit Pius) 


(3) > (Pores Pe nae — P* +1 Piha) = => 0, 





w+ 
(a,@=1...6; b=1...n; r,s—e+2...m; l=1...n; 
\ jav+l1...n). 
(B’) Mew — Mia +>) (Pi) Mi, — Pi, Mis) 
gh 
=D (Ki — Ki) Migs, 


e+? 1 


(a,a == 1...p; b=1...n), 


Op2: (Per — Kychs,ar) Pras + (P2i— Kihsas) Pi, | 
(C) 
=>) (Pits,r Pas + Pihs,s Par); 





*) Fiir die principalen 1, Ableitungen sind hierin ihre Werthe aus (A’) zu 
substituiren, 
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(2) Pe? + Di Pa — Kittaar) Prdigp 
aj hj 

(C) | — paewne| + Dirth. r Peis, 

(3) Poy => sel Pei aetts 

w+ 
(@=1...6; b=1...¥; l=1...n; 7r,s—u+2...m; 
j=v+i...n), 

(C) Mise — Mars + QP siti, Ma 


=> Srn—x; tts) Myisys (@=1...6; b=1...”). 
w+2 1 
Fiir w= 1 kommen die Relationen (B) (B’), fir » =O (C) (C’) in 
Wegfall; ist w= 1, » =O, so bestehen itiberhaupt keine Relationen 
fiir die partiellen Ableitungen der g?; ist « =m — 1 oder v = 0, so 


verschwinden alle von den Gréssen K”,, abhingenden Terme. 

Sind die Bedingungen (B) (B’), (C)(C’), wie wir fortab voraus- 
setzen, identisch, d. h. fiir beliebige Werthe der x, z, pi, erfiillt, so 
werde (A) ein Involutionssystem genannt, und zur Abkiirzung mit 
J bezeichnet. 

4. Uebertrigt man die Benennungen ,,parametrisch“‘, ,,einfach 
principal“ vu. s. w. auf die dritten Ableitungen ri, der 2*, so erkennt 
man leicht, dass nunmehr vermége der Gleichungen, die aus (A’) durch 
zweimalige partielle Ableitung nach den 2 entstehen, sich auch fiir 
jede einfach, zweifach und dreifach principale 3. Ableitung 7}, je ein 
und nur ein in den parametrischen 3. Ableitungen linearer Ausdruck 
ergiebt, dessen Coefficienten von x, 2, und den parametrischen 1. und 
2. Ableitungen abhingen; Analoges gilt fiir die Derivierten beliebiger 
Ordnung*). 

5. Die Relationen (C) (C’) zeigen, dass jedes einzelne der w Systeme 
von Gleichungen 


(2) Cs +g =0,..., — pr + on =0, 
= Prga F Pugs = Or + + +9 — Migs F Pgs = 0 
fiir sich genommen ein Involutionssystem bildet, wenn man darin die 


Gréssen %,...%q-1, Ve+1---2%, als constante Parameter betrachtet; 
die Gleichungen (2) mégen als ,,Theilsystem J,“ bezeichnet werden. 


5 





*) Bourlet, 1. c, pag. 36, 





——___ — -——.__— ~~ 
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Sind ferner a,...a, irgend welche Zahlen der Reihe 1,2... , so 
bilden die sm + v Gleichungen, aus welchen die Theilsysteme 
Ja,, Ja,,-++, Ja, bestehen, ebenfalls ein Involutionssystem, wenn man 
die ausser %,...%, noch vorhandenen Gréssen der Reihe 2, ... % 
als Parameter ansieht. 


6. Fir die unaufgeléste Form (A) von J lassen sich die Be- 
dingungen der Nr. 3 folgendermassen formuliren: durch einmalige 
partielle Differentiation von (A) nach a, ... 2%, erhilt man mN in den 


=m (m +1) Unbekannten 7*, lineare Gleichungen: 


mm 


(3) fa = Ma +t DS) Phi ths = 0; ian d... Bde kd... 
1 1 
worin 


_ of » Syehi os __ of; 
Mu = 55, + Dh 5g Ph Ps = oe 


gesetzt ist. Diese Gleichungen sollen nun alle parametrischen Ab- 
leitungen 7}, willktirlich lassen; die Anzahl derselben ist 


(m—q) (n —v) + 5 n(m—p) (m—w—1), 
mithin sind genau 


, 1 
N=pv+5ne(u—1), 


der Relationen (3) eine Consequenz der iibrigen, d. h. es verschwinden 
alle (mN—N’-+-1) reihigen, aber nicht alle (mN—N’) reihigen Deter- 
minanten der zu dem Gleichungssystem (3) gehérigen Matrix, die aus 
mN Zeilen und > n(m+ 1)m + 1 Colonnen besteht*), 


Offenbar sind auch umgekehrt die so erhaltenen Bedingungsglei- 
chungen mit denjenigen der Nr. 3 vollig iquivalent. 

7. Wir stellen in dieser Nr. einige der von Herrn Bourlet ver- 
dffentlichten Resultate und Bezeichnungen zusammen **), 

Jedes System von linearen partiellen Differentialgleichungen in m 
unabhiingigen Variabeln 2,...%, und p unbekannten Functionen 
u,...p kann durch Auflésung nach einer gewissen Zahl von Ab- 


, ou ; ‘ , 
leitungen Fe, auf eine Form gebracht werden, in der es nur Glei- 
k 


chungen der folgenden Art enthilt: 


*) Dies folgt auch daraus, dass N’ die Anzahl der verschiedenen Identi- 
tiiten (1) ist, 
*+) Vgl. die Anmerkung pag. 547, 





i- 


Y- 


m 
en 


b- 


ei- 
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Ou, ik ‘ ik OU, IS ig OU, | 
(4) ja, = at Doait 5 + D) Dealt se 
i+t 1 k+1 
die Coefficienten a‘* sind Functionen der x und w. 

Ein solches System heisst canonisch; die Variable 2, heisst ,, principal‘ 


oder ,,parametrisch* in Bezug auf u,, je nachdem - auf der linken 
k 

Seite einer der Gleichungen (4) auftritt oder nicht, und entsprechend 

Ou; 


wird auch die Ableitung E principal oder parametrisch genannt; 
k 








2 : 
eine zweite Ableitung > - wird parametrisch, einfach oder doppelt 
k ‘ 


principal genannt, je nachdem keine, oder eine oder alle beide 
Variabeln 2, x; in Bezug auf u; principal sind. Die einfach princi- 
palen 2. Ableitungen kénnen mit Hiilfe der Gleichungen, die aus (3) 
durch partielle Differentiation nach den x folgen, als Linearfunctionen 
der parametrischen 2. Ableitungen dargestellt werden, deren Coeffi- 
cienten von den x, u und von parametrischen 1, Ableitungen abhiingen. 
Fiir die doppelt principalen Derivirten erhalt man dagegen im all- 
gemeinen zwei verschiedene derartige Darstellungen; sind diese fiir 
alle Werthe der ~, w und der 1. und 2. parametrischen Ableitungen 
identisch, so heisst das canonische System (4) unbeschrénkt integrabel. 

Sind die Coefficienten ai* in der Umgebung der Stelle x, = 2°, 
u, =u? holomorph, und ist g; eine arbitrdre Function der in Bezug 
auf u; parametrischen Variabeln x,, die an der Stelle x; = x;° holomorph 
ist und den Werth u annimmt, so giebt es ein und nur ein System 
von Functionen u; der Variabeln x,, die an der Stelle x, = xs holomorph 
sind, dem unbeschrinkt integrabeln System (4) identisch gentigen , und sich 
resp. auf g; reduciren, wenn die in Bezug auf u; principalen Variabeln 
x, die Werthe x,;° annéhmen. 

8. Indem wir zu den Bezeichnungen der Nr. 3 zuriickkehren, be- 


trachten wir das folgende System linearer partieller Differentialglei- 
chungen 1. 0.: 








ape opr, 
Ox, Vad ’ On, = Cos ? 
m ap, Ta 
(2) 0a, var oa vin 


Op, OP, a : 
eee ek (i=1...m; k=1...n) 
In diesen Gleichungen durchlaufen die Zahlenpaare (a, b) (a’ b) 


alle Paare der 1. Classe; fiir jedes einzelne Werthsystem (a, b) ist 
Mathematische Annalen, IT. 36 
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ferner 7 auf alle mégliche Arten so zu wahlen, dass (7, b) der 2. Classe 
angehért. Die Zahlenpaare (g,h) (g’, h) durchlaufen alle Paare der 


2. Classe, und zwar so, dass stets g’ < g; in den Ausdriicken pj, end- 
6 


lich sind die parametrischen Ableitungen in der Form be zu schreiben, 
g 
wog<g. 


Bezeichnen wir nun die Gréssen 
s'... 8", pi... pt, pr... me 
in der hier hingeschriebenen Reihenfolge mit u, , u....Up ( p=n(m-+1)) ; 
so geht das System (5) iiber in ein unbeschrinkt integrables canonisches 
System der Form (4), wie aus den Bemerkungen der Nr. 4 und der 
Entstehungsweise der Ausdrticke yf, unmittelbar hervorgeht, und zwar 
sind in Bezug auf die Functionen z, p? alle Variabeln x principal, 
dagegen : 
fiir pry. + hss? 2+. @, principal, #,,,...#,, parametrisch ; 


1 . . 
9» Purges + Daze? Tye e+ Guay 9» 9 Burgess Lm ‘i : 


1 n . 
” Pn oe Pn : x, eee ®n-1 ” ; Xn ” 


Wir verstehen nun unter Z,, 2*, pt n(m-+-1) + m willkiirliche Con- 
stante, ferner fiir jedes Zahlenpaar (g, h) der II. Classe unter z* eine 
arbitrire Function der Variabeln 2,, %41...%m, die sich an der 
Stelle 2; %; holomorph verhilt und auf die Constante p) reducirt; 
sind nun die Functionen g? in der Umgebung der Stelle Z, 2, p* holo- 
morph, so existirt nach Nr. 7 ein und nur ein den Gleichungen (5) 
identisch geniigendes System von Functionen z‘, p* von der Beschaffen- 
heit, dass 2‘, p? fiir 2, = %,...%m=Zm bez. die Werthe 2, p? an- 
nehmen, wihrend sich die Gréssen p* fiir 2, = %,... 1 = %,_ bez. 
auf die arbitriren Funktionen z* reduciren. Substituiren wir die so 
definirten Functionen z, p* in die Gleichungen (A’), so gehen die 
linken Seiten derselben tiber in Functionen von 2, ...2%,, deren Ab- 
leitungen wegen (5) identisch verschwinden, d. h. in Constante; die 
vorhin erhaltenen Functionen z'... 2" sind also Integrale des gegebenen 
Systems J, wenn die Integrationsconstanten den Bedingungen 
— P+ 9h(é, #, Bh) =0 

unterworfen werden. 

9. Man kann mit Hiilfe von Quadraturen v Functionen £‘(i=1...v), 
der Variabeln zy42...%m auf eine einzige Weise so bestimmen, dass 
man identisch hat: 

OF a gt 
ae = F409 





v); 
1SS 
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dass sich ferner die Ableitungen 
ag 
Oy 4s 





(s =3,4...m— pw) 
fir a " 
Tut? = Tute+ +s Cups = Tuts—1 
bez. auf die arbitraren Functionen wi,, reduciren, und tiberdies ¢ an 
der Stelle Z den Werth 2 annimmt; desgleichen giebt es ein einziges 


System von Functionen ¢(k==-v-+1...m) der Variabeln 241... 2m, 
derart, dass: 
. =. 


Ofn44 Muti? 
ferner die Ableitungen 
ag 


Ta,. (s=2,3...m— a) 


fiir 

Typ = Lypt s+ + Cups—1 = Teper 
bez. in die Ausdriicke a ,, tibergehen, endlich & an der Stelle den 
Werth 2 erhilt; umgekehrt sind bei willkirlicher Wahl der Func- 
tionen € die x’ durch obige Bedingungen eindeutig bestimmt; hieraus 
ergiebt sich mit Hiilfe der vorigen Nr. das folgende Theorem: 

»s seien €'...& arbitriire Functionen von 2y42..-%m, ferner 
ertt .. & «ebensolche von tyu41--. tm; fiir a= 2%; gehe & in 2, 
3 in ph iiber. Sind dann die Functionen gy? an der Stelle x, 2, ph 
holomorph, so giebt es ein und nur ein an der Stelle Z, ...Zm reguldres 


Integralsystem z'...2" des Involutionssystems J, von der Beschaffenheit, 
dass 2'...2 fiir 


= Fy .-. Lupa = Tupi 
sich bez. auf §'...&, ferner 2’... 2” fiir 
Hy = Ty. Ly = Ly 
bez. auf t+... & reduciren. Wir nennen das so definirte System 
e'...2" das allgemeine Integral von J, in das sonach n — v will- 
kiirliche Functionen von m — w Argumenten, sowie v willkiirliche Func- 
tionen von je m — uw —1 Argumenten eingehen.“ 
10. Hin Werthsystem z'... 2" 7,...%,, pi...p™ heisst nach Lie 


ein ,,Element*; zwei benachbarte.Elemente 2+ dx, z-++ dz, p* + dp! 
heissen ,,vereinigt legend“, wenn die Relationen 


(6) dst = >' pide, 
1 


erfiillt sind, Eine m— q-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von Ele- 
menten, die den totalen Differentialgleichungen (6) identisch geniigt, 


36* 
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heisse eine ,,Element-M,,_,“‘. In der vorliegenden Arbeit wollen wir 
ausdriicklich nur solehe Elementmannigfaltigkeiten betrachten, welche 
durch Gleichungen der Form: 


Le == Ee(Lo41, Tete- ++ Im); (s==1...q) 
(7) a = (Lo41.- - Lm); 
DE = VF (@ 41: - + %,,) 


definirt werden kénnen, deren zugehérige Punktmannigfaltigkeit also 
ebenfalls m — q-fach ausgedehnt ist. 

Eine Element-¥,,_,, die den Gleichungen (A) identisch geniigt, 
heisse eine ,,Integral-M,_,“ von J. Unter Beibehaltung der Be- 
zeichnungsweise der vorigen Nr. existirt eine und nur eine Integrai- 
M,,-, von J, unter deren Definitionsgleichungen die folgenden ent- 
halten sind: 


(8) % = Z, (sa—1...m)s at F(a... Le) (Ko v +1...) 
und welche der Bedingung geniigt, dass sich die Ausdriicke von 
a’... fiir Guys = Zep bez. auf €' (a49... 2m), &... & reduciren. 
Denn das System von v Gleichungen in den abhingigen Variabeln 
e'...2 und den Independenten 24+; ...%m, das man erhilt, wenn 
man in den Relationen 
az 
Oy 41 

fiir die x, und z2* ihre Ausdriicke (8) substituirt, besitzt nach der vor. 
Nr. ein und nur ein System von Integralen ¢‘(7,41...%m), das den 
obigen Festsetzungen entspricht, worauf die noch fehlenden Definitions- 
gleichungen der gesuchten Integral-M,,_, sich unmittelbar aus (A’) 
ergeben, wenn man in die Functionen g? fiir z,...2, 2'...2" die 
erhaltenen Ausdriicke in 2,41 ...%m einsetzt. Ebenso erhailt man 
durch Integration des ,,Theilsystems J, (vgl. Nr. 5) eine und nur 
eine Integral-M,,,i1, welche die soeben bestimmte M,,_, umfasst; 
ferner durch Integration des Systems von Gleichungen, aus denen die 
Theilsysteme J,,-1, J, bestehen, eine ganz bestimmte Integral-Y,, _,,42 ete. 
Man erkennt so, dass durch die zuerst gefundene Integral-M,,_, 
successive eine ganz bestimmte Serie von Integralmannigfaltigkeiten 
Mn—-vii-.. My festgelegt ist, deren jede die vorhergehende ganz in 
sich enthilt. 

Der Fall, dass die ersten u crete ate der Ausgangs- 
M,,—, die allgemeinere Form 


Le = Eo(Su41--. 2m) (So 1... pg) 


besitzen, wird auf den vorhergehenden zuriickgefiihrt, indem man ver- 
moége der Gleichungen: 





=9i,, ((=1...%) 





. 
= 


BBS 


Yr 
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X, — X,—2,—&, s=—1...p; 
X, —X, = 4; — %, t—pw+il...m, 


neue unabhiingige Veriinderliche X,... X,, einfiihrt, wodurch weder 
die Involutionseigenschaft noch die Gestalt der Gleichungen (A’) ge- 
iindert wird. 

Die allgemeinste Integral-My_, der Form (7) ergiebt sich somit 
durch Integration eines Hiilfssystems von v Gleichungen in v abhingigen 
und m — mw unabhingigen Variabeln, im Falle v = 0 also ohne jede 
Integration; die allgemeinste Integral-Mn—y+, von J durch Integration 
eines Involutionssystems, bestehend aus N — sn Gleichungen in n ab- 
hiangigen und m — uw + s unabhiingigen Verinderlichen. 

11. Fiihrt man in das System (A’) vermége der Mayer’schen 
Transformationsformeln: 


(9) Wy = Ty FY Yo ++ Mu = Ta + Ys Yur 
x, = %; + Yi» Cutt = Ty41 + Yuti-- + Lm = Tm + Ym 
neue Independente y,... Ym ein, und wird: 


z i —_— 
iat w=ola,+y, By + Ys Yo. e-eBy oe", po) 


gesetzt, so geht das System (A’) iiber in das folgende: 

(A”) eT ee a eitae Pee Rs ay 

— Girt V4, = 9, cam 1]... 9; 
—Gty,v=—0, k=—2,3...6; b=1...n. 


Die n+ v Gleichungen (A”) bilden nun fiir sich genommen ein 
Involutionssystem J, in dan unabhdngigen Variabeln y,, Yu+r) Yut2s-++Yms 
und gwar fiir beliebige Werthe der als Parameter zu betrachtenden 
Grisscen y,...Yu-» In der That: die Relationen (C)(C’) der Nr. 3 
bestehen der Annahme nach fir alle Werthe der Variabeln z, 2, pi, 
also auch, wenn man die x durch ihre Ausdriicke (9), die p* durch qi 


ersetzt. Wir fassen nun nach erfolgter Substitution eine bestimmte 
der Relationen (C) oder (C’) ins Auge, lassen darin @ successive 
die Werthe 1,2... m annehmen, multipliciren die so erhaltenen, 
den Indices a=2,3...m entsprechenden Gleichungen bez. mit 
Yo +..Y, und addiren sie zu der dem Index a=1 enisprechenden 
Gleichung; verfahren wir analog mit allen Beziehungen (C) (C’), so 
erhalten wir gerade die Bedingungen dafiir, dass die Gleichungen (A”) 
ein Involutionssystem darstellen. Nach Nr. 3 besitzen dieselben also 
ein und nur ein Integral 2,'(y;..- Ym) -. + 2" (Y,--.Ym) Von der Be- 
schaffenheit , dass 2,*(s = 1...) fiir y, = 0, y,4: = 0 in den arbitriiren 


a 
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Ausdruck €(Zy12 + Yuto,---Zm+ Ym) tibergeht, wahrend sich die 
Functionen 2,‘(¢ = v-+1...n) fiir y, =O bezw. auf die willkiirlichen 
Functionen €(%,.41 + Yuti---Z%m+ Ym) reduciren. Ersetzt man in den 
zo’, welche die Parameter y,...y, augenscheinlich nur in den Ver- 
bindungen y, y, ,--- 4, Yu enthalten, die y, durch ihre aus (9) folgenden 
Ausdriicke, so erhilt man gerade wieder die in Nr. 9 definirten Inte- 
gralfunctionen z'...2" des gegebenen Systems J. 

Die Integration von J kann sonach auf diejenige eines Involutions- 
systems J, von n-+ v Gleichungen in n abhiingigen und m—pw+1 
unabhdngigen Variabeln zurtickgefiihrt werden. 


Capitel II. 
Die charakteristische Matrix. 


12. Indem wir die Bezeichnungen und Voraussetzungen des vorigen 
Capitels beibehalten, schreiben wir 


Li =>! Pa, (vgl. Nr. 6), 
1 


worin 4,...4,, unbestimmte Gréssen bedeuten. Das rechteckige Schema 
| li, i... Ub 

(D) | Ta a a ee | 

| Lt, Le... Ly || 

werde die ,,charakteristische Matrix“ des Involutionssystems J genanut. 

Wir wollen nunmehr folgendes Theorem beweisen: 

»»Bedeuten die Grissen x, 2, p* irgend welche den Relationen (A) 
geniigende Constanten, und interpretirt man die Variabeln a,,4,..- dn 
als homogene Punktcoordinaten eines m — 1-fach ausgedehnten Raums, 
so stellen die Gleichungen, die man durch Nullsetzen aller n-reihigen 
Determinanten der charakteristischen Matrix (D) erhdlt, eine m—u —1- 
fach ausgedehnte Punktmannigfaltigkeit M der Ordnung n—v dar“, 
mit andern Worten: ,,Zu jedem beliebig gewiihiten System von Werthen 
Autis Auto +++ Am giebt es n — v Werthsysteme der Variabeln A,... ay, 
welche alle n-reihigen Determinanten von (D) annulliren“‘. 


13. Fiir die aufgeléste Form (A’) von J hat die charakteristische 
Matrix folgende Gestalt 


| il 1 11 1 ll vi 
oe a ee 


(D’) 








? 


| 
ln nn In nn ln vn } 
Po ccet, OP... as Be | 








TC?rT iiQ8FT eS = 
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worin gesetzt ist: 


Li = dadry + > 4, PS, j—1,2...%, 
u+2 


= dadsa + >' 4s Pat, h=v+ti...n 
u+2 
(0% = 0, 0 = — 1). 
Substituiren wir nun in die Relationen (A) fiir die p? ihre aus (A’) 


folgenden Werthe und differentiiren die erhaltenen Identitiiten nach 
pi, so kommt: 


>) Pi, Pet + Pi, = 0, 
a,o 
woraus sofort folgt: 


Lis >) PALi® G=1...N,k=1...n), 
a, 
Umgekehrt lassen sich die »N Gréssen Li" linear durch die Li dar- 
stellen, da die N-reihige Determinante: 


| Pi a. OF Pb 1 oe Pip oe 
(1) | ° . . ~ iu 


| Pai eee Py; Pye. ee Pru) Prt ote Py +t 
der Annahme nach vermége (A) nicht Null ist. Die n-reihigen Deter- 
minanten der Matrices (D) (D’) verschwinden also bez. fiir dieselben 
Werthe der 4,, wenn das Element 2, 2, p* innerhalb der durch (A) 
definirten Mannigfaltigkeit beliebig gewahlt ist, und es geniigt somit, 
das Theorem der vorigen Nr. fiir die Matrix (D’) zu erweisen. 

14. Wir betrachten die folgenden beiden Matrices, von denen 
die erste einen Bestandtheil von (D’) bildet: 


| Dot. Det, Legs... Dogs | 
(a) |; , 


in nn in vn 
La ee ,) [TS a etl 





1 it 
| Dess--- Leta, OG .-.08" | 

(6) | 
| 


| ote. See, OC ...8R" | 





hierin ist 


m 
ef = — Lii+ >: A, Kihsas 
u+2 
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gesetzt, die Gréssen Kj ti, haben die in Nr. 3 erklirte Bedeutung; 
unter a ist eine beliebige Zahl der Reihe 1... zu verstehen. Die 
Relationen (C) der Nr. 3 driicken aus, dass fiir beliebige Werthe der 
4; und fiir alle Indices h—1,2,...n; 1=1,2,...v die folgende 
Identitat besteht: 


> Dat Luca +> Lica Oo: =0, 


d. h. also, dass die beiden Matrices (a) (8) fiir jedes Werthsystem der 
A einander correspondiren*). Kine beliebige n-reihige Determinante 
des Schema’s (a) ist demnach bis auf das Zeichen identisch gleich dem 
Product einer Function K, der Variabeln 4 in die complementiire 
v-reihige Determinante von (6). Aber die ganz-rationalen homogenen 
Functionen der 4, welche durch die v-reihigen Determinanten von (6) 
dargestellt werden, besitzen keinen gemeinsamen, von den 4; abhingigen 
Factor, da die beiden Determinanten, welche aus den ersten, resp. 
letzten v Colonnen von (A) bestehen, von A, bezw. 4,4: frei sind, 
und resp. die Glieder (— 4,41)”, (— 4.)” enthalten. Der gemeinschaft- 
liche Factor K, aller n-reihigen Determinanten von (a) ist demnach ein 
ganerationaler homogener Ausdruck n—v.Grades in da, Asis, Awpe.-.A 
der augenscheinlich das Glied (— 4,)"— enthalt, und dessen Coeffi- 
cienten in den Gréssen P?) rational sind. 

15. Durch die erhaltenen Resultate ist unser Theorem im Falle 
= 1 bereits bewiesen. In diesem Falle niaimlich ist das Verschwinden 
aller n-reihigen Determinanten von (a) aquivalent mit einer einzigen 
ganzrationalen homogenen Gleichung » — v. Grades in 4,4,...4m: 


(2) K(a,, 4, .- dn) = 0. 
Wir wollen die Form K gelegentlich als die ,,charakteristische Form“ 
des Involutionssystems J (u—1) bezeichnen. 

Diese Thatsache lisst sich auch unmittelbar aus den Bemerkungen 
der Nr. 6 erschliessen. Darnach existiren nimlich N’ = v linear un- 
abhiingige Systeme von je mN Functionen a$,(s=1...v) der Gréssen 


x, #, p* von der Beschaffenheit, dass fiir beliebige Werthe der zweiten 
Ableitungen r}, die Identitaten stattfinden: 


(3) SDaifu—o (s=1...¥) 


Hieraus folgen die Beziehungen: 


*) Vgl. z. B. Gordan-Kerschensteiner, Vorlesungen iiber Invariantentheorie I 
Leipzig 1885. pag. 94 ff. 
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N m N N 
(4) 2D tisMe =0, Pa Pi+ $03, P5=0 


(l,gml...m; ko=l...m). 
Setzt man demnach 


m= Aoi + A, oy + ais + An Om? 
so hat man fir s=1...v, k=1...m die Identitit 


> uLi=0, 


d. h. die Matrix der Ausdriicke zs ist zu (D) correspondirend, woraus 
das Theorem der Nr. 12 fiir den Fall w == 1 wie oben gefolgert wird. 
16. Wir wenden uns nun zu dem allgemeinen Fall w>1. Da 
sich unter den Definitionsgleichungen der im Theorem genannten 
Mannigfaltigkeit M die w Gleichungen 
(5) K,=0, K,=0...K,=—0 
vorfinden, so ist die Dimensionszahl’ von M sicher <m— uw — 1; 
erreicht sie diese Zahl und ist r die Ordnung von M, so dass bei 
beliebigen Werthen von 4,4;...4m die ev. theilweise coincidirenden r 
Werthsysteme 4)... A()(s==1...7) alle n-reihigen Determinanten 
von (D’), also auch von (D) annulliren, so ist der in den Ag, Ayti...dm 
ganzrationale homogene Ausdruck 


r 


[T[ 44+) 


s=1 
augenscheinlich als Factor in K, enthalten, also ist r<nu— v, 


17. Um den Beweis fiir » > 1 zu Ende zu fiihren, verstehen wir 
unter a’ eine von a verschiedene Zahl der Reihe 1... und setzen: 


Haw =>: A; (Kiis am Kris); 
u+2 
dann sagen die Relationen (B) der Nr. 3 aus, dass fiir beliebige 4 
und alle Indicespaare p,q = 1... die Identitat 


O= >'(— Li? Li + Li Lt’) 
1 


v 
i t 
+ , Dury Haw 
1 


stattfindet. Hieraus und aus den Entwickelungen der Nr. 14 ergiebt 
sich, dass die folgenden beiden Matrices: 
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, ee ee, ae 
(7) ~ we , . « » ’ |, 
Oe ce By ae. Be... Ba f 
oC 2 ee See Se | 

| 

@) a i. ee ee | 
Luis: pete O, ++: 0, ay - ++ Q,” } 

Leu--- Dis, 0,--- 0, rrr. “an 








fiir beliebige 4 einander correspondiren, und zwar ist jede n + v- 
reihige Determinante von (0) bis aufs Zeichen identisch gleich der zu 
ihr complementiren n-reihigen Determinante von (y) multiplicirt mit 
der Determinante 


(6) lo] ik—1,2...» 


18, Wir machen nun fiir den Augenblick die Annahme, dass 
wenigstens eine der u Gleichungen 


Dy carn AD Ange 
(7) A= . 2% «eae 
ee... 9g" 


nicht fiir beliebige Werthe 4,4; ... 4 mehrfach ziihlende Wurzeln A, 
besitze; dass diese Voraussetzung ,,im Allgemeinen“ zutrifft, folgt schon 
daraus, dass sich aus den Bedingungen (B),(C) der Nr. 3 fiir die 
Coefficienten eines einzelnen Schemas A, keine Relationen ableiten 
lassen. 

Es geniige also die dem Index a entsprechende Gleichung (7) der 
genannten Bedingung; substituiren wir nun in die Relation 

K,=0 

fiir Ayti...4m beliebige Constante Ai4i...4m und bezeichnen wir 
mit 42 irgend eine der »— v Wurzeln der so erhaltenen algebraischen 
Gleichung fiir 4,, so diirfen wir nach dem eben gesagten annehmen, 
dass fiir die Werthe 22, Fa ... A°, nicht alle ersten Hauptunter- 
determinanten von A, verschwinden; es sei etwa der zum Element 
L% gebérige Minor nicht null. Ist jetzt (a’) die Matrix, die aus («) 
entsteht, wenn man ihr die »-+ 1 Colonne von (y) hinzufiigt, so 
verschwinden alle m-reihigen Determinanten von (a), wenn man 
Aas Auti.++Am resp. durch 4%, Alga... ay und Ay durch einen Werth 
a ersetzt, der sich durch 4°... 4°, rational darstellen lisst. Nach dem 
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Ergebniss der vor. Nummer verschwinden nun fiir die genannten 
Werthe der 4 auch alle » + v-reihigen Determinanten von (4), welche 
zu den (auch in (y) enthaltenen) Determinanten von («’) bezw, comple- 
mentir sind, d. h. die m + 2", m+ 3'...2mn'e Colonne miteinander 
gemein haben, mithin, da unter den »— 1-reihigen aus diesen Colonnen 
gebildeten Determinanten auch der oben genannte nicht verschwindende 
Minor von A, sich vorfindet, iiberhaupt alle n+ v-reihigen Deter- 
minanten von (0). Aber die Determinante (6) ist fiir das wieder- 
holt genannte Werthsystem der 4 von Null verschieden, da sonst 
wegen: 
4.= K,-|0;| 

die Gleichung (7) fiir 4,41 = Ad4i... 4m = 4m, entgegen unserer Voraus- 
setzung die mehrfach zihlende Wurzel AQ besisse; es giebt also nach 
Nr. 17 zw jedem beliebigen System von Constanten Anis... 4m a —v 
verschiedene Werthepaare 42, 4x von der Beschaffenheit, dass diese 
Werthe der A alle n-reihigen Determinanten von (y) annulliren. Lasst 
man nun den Index a’ alle Zahlen 1... mit Ausnahme von a durch- 
laufen, so folgt die Richtigkeit unseres Theorems unter den zu Anfang 
dieser Nr. gemachten Voraussetzungen. 

18. Besitzen alle w Gleichungen (7) fir beliebige Werthe von 
Awtt...4m mehrfach zihlende Wurzeln, so denken wir uns die Con- 
stanten P?? unendlich wenig derart variirt, dass diese Besonderheit 
nicht mehr stattfindet, die Bedingungen (B), (C) der Nr. 3 aber nach 
wie vor erfiillt sind. Fiir die charakteristische Matrix, die mit Hiilfe 
der variirten Gréssen P?* gebildet wird, gilt nun das Theorem der 
Nr. 12; durch Riickiibergang ergiebt sich sofort, dass die Dimensions- 
und Ordnungszahl der zur urspriinglichen Matrix gehérigen Punkt- 
mannigfaltigkeit M nicht kleiner sind als bezw. m—w—1 und n—», 
also nach Nr. 16 mit diesen Zahlen iibereinstimmen, vorausgesetzt, dass 
eventuell irreducible m — w — 1-fach ausgedehnte Bestandtheile von 
M mit geeigneter Vielfachheit in Rechnung gezogen werden. 

19. Wir schreiben 


Qj = Pha + AaPis bes ay Pha + Ay 
und bilden die m — wu Matrices: 
(Qi; ty 2+ 6 By 
fonti--e. | hy Sly + = + Mil 
deren n-reihige Determinanten nach dem Theorem der Nr. 12 resp. fiir 
n —v im allgemeinen verschiedene Werthsysteme 
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(6) NS, AGP «+A (= 1,2--+n—») 
der Verhiiltnisse: 

— Ay dy, — At Aye — Ay hy 
simmtlich verschwinden. Es sei nun (EZ) die aus N Zeilen und 
(m—w) » Colonnen bestehende Matrix, die durch Nebeneinanderstellung 
der m— mw Schemata (E,41:)... (Hm) erhalten wird. Wir nehmen 
fiir den Augenblick an, dass alle n-reihigen Determinanten von (E) 
verschwinden, wenn in jedem der Theilschemata (E;) die Verhiiltnisse 

th. ++ EE 

resp. durch die Gréssen (6) ersetet werden, vorausgesetet, dass der Index 
(x) in allen Theilschematen gleich gewdhlt wird und der Reihe nach die 
Werthe 1,2,...%—v annimmt. Durch diese Voraussetzung legen 
wir den Grdssen P}; natiirlich eine Serie neuer algebraischer Be- 
dingungen auf. Sind diese erfiillt, so zerfillt die Punktmannigfaltig- 
keit M der Nr. 22 in n — v lineare m — uw — 1-fach ausgedehnte Punkt- 
mannigfaltigkeiten, die bez. durch die Gleichungen: 


(1) ASIN A= 0+ +s dnb SING = 0; eel en—y 
etl eri 
definirt werden; in der That folgt aus unseren Voraussetzungen sofort, 
dass alle m-reihigen Determinanten von (D) fiir beliebige Werthe der 
Variabeln 4,41, dui... 4, verschwinden, wenn man fiir 4,,... A, 
ihre aus (7) hervorgehenden Werthe substituirt.*) 
Im Falle uw = 1 zerfallt also unter den gemachten Annahmen die 


charakteristische Form K in n — v lineare Factoren, d. h. man hat 
identisch : 


K=+A,A,...An-», 
Na = Ay + AY Ag + A ag + + AD SL; 
hierin bedeuten A‘... A‘"”” die Werthe des Verhiltnisses — A, : 4,, 


welche die Form K annulliren, nachdem man darin alle 4; mit Aus- 
nahme von 4, und A, durch Null ersetzt hat. 


Capitel IT. 


Die Charakteristiken. 


20. Durch ein System von Gleichungen zwischen den Grdéssen 
a, 2, pk, welches x, 2'... 2", p!... p® als Functionen der Variabeln 
X,, Ly ++. Lm— auszudriicken gestattet, sei eine beliebige Integral- 
mannigfaltigkeit M,,_,: des gegebenen Involutionssystems J definirt 





*) Das Theorem lasst sich nicht umkehren. 
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(vgl. Nr. 10). Die genannten Functionen von 2, ... %m—1 geniigen dann 
den aus den Relationen 


(1) da = pidz,-+--++ pdx 
hervorgehenden Differentialgleichungen: 

ax Cm 
(2) du, — ?m Ge, — P= 9% kK=1...m;l—=1,...m—1. 


Da nach Nr. 10 durch eine beliebige Integral-M,_, von J im Allge- 
meinen eine und nur eine Integral-¥@,, hindurchgeht*), so ist durch 
jedes Element x, z, p* unserer M,,_; ein einziges System von Werthen 
ri, defiuirt, welche den Gleichungen 
(3) fus=0 (vgl. Nr. 6) 
sowie den aus den Beziehungen 
(4) dp} = rh,dz, +--+ +r dz, 
folgenden Relationen: 
apt 02m 

jol...m—1; lo=1l...m; k=1...n, 
Geniige leisten. Durch Elimination der r;, folgen hieraus, beiliufig 
bemerkt, die fiir jede Element-¥,,_, giiltigen Beziehungen: 


Opt — Opf , Apr, At, APE, Day 
6) Ga, de, + Ga, Om, Oa, Ou, 
(,j=1,2,-..m—1; k=—1...m), 
die sich tibrigens auch leicht aus (2) ableiten lassen. 
21. Aus den Combinationen 


fir + Fe fin = O (J=1...m—1, im1...0) 


fallen die Gréssen r¥, vermége (5) heraus, und es folgen die Beziehungen 


(7) Mast G2 Min + > > pa ot a 0 


die natiirlich fiir jede Integral-M,,: von J identisch erfiillt sind. Um 
die rt, aus (3) und (5) zu berechnen, geniigt es sonach, die Relationen 


fin = 9, fom =0.,. fm = 0 
zu betrachten, aus denen vermége (5) fiir die Ableitungen 7* das 
folgende Gleichungssystem hervorgeht: 


*) Wobei allerdings vorausgesetzt wird, dass die Relation, die z,, als Func- 


tiou von @,...%,,_, darstellt, nach «, auflésbar sei. 
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(8) Ma + Sees oP - Dnt, 0 


aks. 


Hierin ist 
m—1 On 
eS. k 
Ti; — PE in a 3 Pi; — 
Ox; 


gesetzt. Nach dem oben gesagten lassen sich die Unbekannten 7 
hieraus eindeutig bestimmen, worauf die tibrigen Ableitungen 7%, 
mit Hiilfe von (5) ermittelt werden. 

Nennen wir ein Werthsystem «, 2, p?, r}, ein ,,Element 2. Ord- 
nung“, welches das Element 1. Ordnung 2, 2, p* ,,enthdlé“, so kénnen 
wir sagen: gu jedem Element 1. O. der betrachteten Integral-My,-1 ge- 
hort ein und nur ein Element 2.0., das jenes Element 1. O. und alle 
co"? dazu benachbarten Elemente von My —; enthilt, und den Rela- 
tionen (3) Geniige leistet. 

Es existiren im Allgemeinen zu jedem Werthsystem 2, 2, p; unserer 
Integral-M,,_, N — » linear unabhingige Lésungssysteme 

hs, ls---lys (S=1...N—n) 


der linearen Gleichungen in den Unbekannten /;: 
(9) Dut =0 b=1...n), 


und es ergiebt sich somit, dass jede beliebige Integral-M,,_, der be- 
trachteten Art auch die aus (8) folgenden N — » Relationen 


N n m—1 
(10) 2 (m. + 2 2 pi %) k= 


erfiillen muss. 
22. Anders verhilt sich die Sache, wenn fiir alle Elemente 2, z, p* 
der betrachteten Integral-M,,_; die simmtlichen »-reihigen Determinanten 


der aus den Grossen TT’ gebildeten Matrix verschwinden, was wir 
durch die symbolische Gleichung: 


(11) ||| = 0 

andeuten wollen. Die Relationen (3) und (5) reichen jetzt zur Be- 
stimmung der Unbekannten ", nicht mehr hin. Sollen die Gleichungen 
(8) tiberhaupt von endlichen Werthsystemen der 7}, befriedigt werden, 
so miissen auch alle Relationen (10), deren pom: nunmehr > N— 
ist, fiir die Elemente unserer Y/,,_, erfiillt sein. Eine derartige M,-1 
heisse eine m—1-fach ausgedehnte charakteristische Mannig- 


faltigkeit oder Charakteristik des Involutionssystems J und werde 
generell mit C,_, bezeichnet. 
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Eine Cy. ist demnach dadurch gekennzeichnet, dass es unbegrenzt 
viele Elemente 2. Ordnung giebt, welche ein beliebiges Element 1. O. von 
Cn-1, sowie alle dazu benachbarten enthalten wnd den Beziehungen (3) 
geniigen. 

23. Es erhebt sich vor allem die Frage, ob Charakteristiken C,,_; 
fiir ein beliebig gegebenes Involutionssystem J iiberhaupt existiren. 
Wir machen zuniichst die Annahme 4» = 1. Nach den Ergebnissen 
der Nr. 15 sind dann die Bedingungen (11) aquivalent mit der einen 
Gleichung: 

OL, Om 02, 
(12) K (FP, Great — 1) 0. 


Driicken wir hierin mit Hiilfe der Definitionsgleichungen einer beliebigen 
Integral-M,, von J die Gréssen z,p#* als Functionen von 2... Xm 
aus, so ergiebt sich eine partielle Differentialgleichung I. O. mit der 
unbekannten Function x, und der Independenten 2, ... %m—1. Sind 
die x; cartesische Punktcoordinaten eines R,,, so sind dem Grade » — v 
der Gleichung (12) entsprechend nach bekannten Sitzen durch eine im 
R,, beliebig gewahlte Punktmannigfaltigkeit z von m — 2 Dimensionen 
n — v sie enthaltende Zweige 


(13) Ln me Wi (%, . - - Lm—r) ¢=1...n—v 


einer m — 1-dimensionalen Integralmannigfaltigkeit von (12) festgelegt; 
dieselbe projicirt sich auf die oben betrachtete Integral-M,, von J 
offenbar als eine Charakteristik, d. h. jede der Relationen (13) stellt 
zusammen mit den Definitionsgleichungen von Y,,, die z, p* als Func- 
tionen der 7 bestimmen, eine Cp»; von J dar. Da sich ebenso die 
Mannigfaltigkeit 2 als beliebige m — 2-dimensionale Mannigfaltigkeit 
auf UV, projicirt, so haben wir das Theorem: 

»lm Falle w = 1 gehen durch eine beliebige m — 2-fach ausgedehnte 
Elementenmannigfaltigkeit, die auf einer Integral-M,, des Involutions- 
systems J verliuft, im allgemeinen n — v vollstindig bestimmte Zweige 
einer ganz auf M,, enthaltenen Charakteristik C,,-1 hindurch.“ 

24. Ist uw > 1, so sind die Relationen (11) mit uw verschiedenen 
partiellen Differentialgleichungen fiir x, aiquivalent. Auf die Frage, 
ob diese Gleichungen gemeinsame Integrale besitzen, gehen wir an 
dieser Stelle nicht naher ein. 

25. Es ist leicht, die Entwickelungen der Nrn. 22 und 23 zu 
verallgemeinern. Betrachten wir zunichst, falls m > 2, eine Integral- 
Myn—2 von J, die auf irgend einer Integral-M/,, verlaufen mége, und 
durch deren Definitionsgleichungen die Gréssen @%p 1, %m, 2, p als 
Functionen der Variabeln 2,, 2, ...%m-2 dargestellt seien. Aus den 
Relationen (3) und 
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ar = B81 fe 02m a oh. an 8 
Oa, tym—1 Ou; im 0x; Lj 


ergeben sich sofort die folgenden: 
dent 02m ~~ ap* 
(14) Mi; 4 mt : Mi, m—1 + Ba, Mim + >! > Pisa a 
1 1 
(J==1,2...m— 2), 


welche fiir ein Integral-M,,-2 eo ipso erfiillt sind, ferner noch die 
Beziehungen : 


(15) Mim—-a + > > Pi, Fe —“ Tm—1,m-1-+ SVE 


a6 wot Hew Sha ts Sire, 


worin 





m—2 


02, 
o = —Phos +2} Pi, .% ., 


v} = — Pi. +501 Om 


gesetzt wird. Wir wollen die betrachtete Integral-M,,. eine Cy», 
d. h. eine ,m—2-fach ausgedehnte Charakteristik“ nennen, wenn alle 
n-reihigen Determinanten der Matrix 


| + OT, Wie Wi 

(17) se an ce 

Oh. Oh, Wee VE | 

identisch Null sind. Diese Annahme liefert ein System partieller Dif- 
ferentialgleichungen I. O. mit den abhingigen Variabeln z,,;, x» und 
den unabhiingigen Variabeln x, +--+ Z»~2, wenn man die in den Coef- 
ficienten P%, auftretenden Grdssen 2,p durch die Ausdriicke in %,...2% 
ersetzt, welche der oben erwahnten Integral-M,, zukommen. Die er- 
haltenen partiellen Differentialgleichungen sind aber selbst im Falle 
u =1 (und a fortiori fiir w > 1) im Allgemeinen nicht miteinander 
vertriiglich. Dies lehrt schon der einfache Fall u=—1, v0, m=3; 
die charakteristische Form K ist hier identisch mit der n-reihigen 
Determinante, die aus dem (nunmehr quadratischen) Schema (D) p. 554 
gebildet wird; d. h. mit einer vollstindig allgemeinen Form n. Grades 
in A, 4,4,, wahrend das Verschwinden aller n-reihigen Determinanten 


der zugehérigen Matrix (17) nach Nr. 19 die Zerlegbarkeit der Form K 
im Gefolge hiitte. 
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Auch fiir Involutionssysteme w = 1 enthdlt somit eine beliebige 
Integral-M,, im allgemeinen keine Charakteristiken Cy. 

26. In der vorliegenden ersten Abhandlung werden fortan nur 
solche Involutionssysteme J betrachtet, fiir welche die Zahl w den 
Werth eins besitet, Nach Nr. 1) kann jedes beliebige Involutions- 
system mit Hiilfe der Mayer’schen Transformation auf diesen Fall 
zuriickgefiihrt werden, 

27. Durch leichte Verallgemeinerung der in den vor. Nummern 
durchgefiihrten Rechnungen gelangt man zu einer ganz analogen 
Definition der Charakteristiken C,,_3, C,-4 ete.; wir betrachten aus- 
fiihrlich den Fall der Charakteristiken C,. 

Es seien die Gréssen 2, %,...%m, 2, p als Functionen der un- 
abhingigen Variabeln x, so bestimmt, dass die Relationen 


(18) dzt = pkdz,+---+pitdx, (k=1...m) 
identisch bestehen. Die so definirte Element-M,, die wir gelegentlich 


auch als ,,Streifen“ bezeichnen wollen, ist eine Integralmannigfaltig- 
keit von J, wenn die Bedingungen 


(19) df, =0, df, =0...dfa4,=—0 


erfiillt sind, und ausserdem ein Element des Streifens die Relationen 
(A) erfiillt. Ist MZ, eine m-fach ausgedehnte Integralmannigfaltigkeit, 
welche unsere M, enthiilt, so ist jedem Element von M, durch die 
M,, ein bestimmtes System von Werthen ", zugeordnet, welche den 
Relationen (3) sowie den folgenden: 


(20) dpi = ri,dz,+-+--+ 7,42, (k==1---n, t=1---m) 
Geniige leisten. Die Elimination der Gréssen r', aus (3) und (20) 


fiihrt auf die schon betrachteten Beziehungen (19), sowie auf die nach- 
folgenden m — 1 Systeme von je N= n- v Gleichungen: 


” dp “ ~ k k dx; k 
ma + 2} Ph dir, +2} Dts (Pi = aa,Ph) — 
h=2,3+++m 
(¢=1,2...N). 


Wir nennen den Streifen M, einen ,,charakteristischen Streifen“ 
oder eine C, von J, wenn sich die N Gleichungen eines jeden der 
Systeme (F,)...(F,,) auf nur x — 1 in Bezug auf die Unbekannten 
ri, linear unabhingige Relationen reduciren. 

28. Nach Nr. 19 hat man fiir eine C, die Beziehungen 

diy px) day _ atx), Fm _ ain 
(21) mo ’ da, = : =~* ’ 
unter x einen der Indices 1, 2,...%— wv verstanden, und es miissen 
die in jener Nr. angegebenen algebraischen Bedingungsgleichungen 
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erfiillt sein, d. h. es miissen alle n-reihigen Determinanten der aus 
n+» Zeilen und »(m—1) Colonnen bestehenden Matrix 


| Pie — Ay’ Pi gece Pie _ AY? it eee im — on Phi } 

| Plra— AS Phi, --- Phra — AQ?Ph.. . Pim — APPA | 
fiir alle Indices x = 1,2...” — v vermége (A) Null sein. 

Die charakteristische Form K zerfallt dann in » — 1 Linearfactoren 
A, ..-An-», die wir fortab ausdriicklich als von einander verschieden 
voraussetzen wollen. Dann ist klar, dass in keinem der n —v Schemata 
(G,) alle » — 1-reihigen Determinanten verschwinden kénnen, da 
andernfalls der Factor A, in K mehrfach auftreten wiirde. 

29. Unter den soeben gemachten Annahmen besitzen die n(m— 1) 
Gleichungen in den Unbekannten I”)... if? 


N 
(22) SAP (PL — APL) = 0, j= 2...m,k—=1...0 


1 
fiir jeden der Indices x — 1, 2,..,m—v genau »-+ 1 linear unab- 
hiingige Lésungssysteme 
WO... (ean, 2,... 9+ 1). 
Die Elimination der Unbekannten i, aus den Relationen (/’,) fiihrt 


sonach auf die folgenden totalen Differentialgleichungen, denen jeder 
Streifen C, ebenfalls geniigen muss: 


, x ”) pk UPA 
(23) > ? Mix + > >> UN ; Pi, iz, = 0, 
(h=2,...m; s=—1,2,...¥+1). 


Aber diese (vy + 1) (m—1) Relationen sind nicht alle unabhiingig 
von den Gleichungen (19); denn unter den Lésungen i” der Glei- 
chungen (22) befinden sich, wie aus den Bemerkungen der Nr. 15 
sofort _— u. a. die simmtlichen (m — 1) v Gréssensysteme : 
= A” _- as — Ay a, se ay; — NS ay,» 
(s=1...0; j=2...m); 


mithin sind die » Ausdriicke 


m N 
SHH are) my + SIDES eae) 


lineare Combinationen der linken Seiten von (23). Aber diese Aus- 





)- 


rt 
er 


ig 
si- 


- 


15 


1S- 





Systeme partieller Differentialgleichungen. 567 


driicke sind andererseits zufolge der Relationen (4) der Nr. 15 mit den 


folgenden identisch: 
> s of 
— t Oey aa, ; 


dabei ist in df; fiir dz* sein aus (18), (21) folgender Werth 
(et + PLAY +++ vA?) day, 


einzusetzen. Demnach sind v unabhiingige Linearcombinationen der 
Gleichungen (23), — und wie leicht ersichtlich auch nicht mehr — 
eine Folge von (19). Also sind die Gleichungen (19), (23) fiir jeden 


Index x zusammen nur mit (m — 1) (vy + 1) + ” unabhingigen Rela- 
k 


dp, 
tionen fiir die Ableitungen - i] iiquivalent. 
1 


Wir bezeichnen ein Involutionssystem der Form (A) als cin Normal- 
system, wenn die Zahl w = 1 ist und die algebraischen Bedingungs- 
gleichungen der Nr. 19 erfiillt sind. Dann koénnen wir folgenden Satz 
aussprechen: 

»dedes Normalsystem besitete n—v im allgemeincn verschiedene 
Systeme charakteristischer Streifen C,. 

30. Wir wollen die » — v Systeme von Definitionsgleichungen 
der C, der Uebersicht halber noch einmal zusammenstellen: 








 - * dx,, * 
a) da = Ae’, ee ) da, — Nm, 
:, iz wal ‘ 
) tat QIN, bat.) 
2 
(Hs) c) df, =0, df, =0,..5 Ofayy=0, 
“=1,2 2 a dpi, 
= | (x) ; (%) pk Pn 
ior ae at Ma+ >! >} tf) Pia gt = 0, 
ro: s=1,2,...,v+1). 


Man kann die Gleichungen c) aus diesem System weglassen und die 
Gréssen p,'... p,", p.'... p.” uebst ihren Differentialen vermége 
des aufgelésten Systems (A’) aus (H,) entfernen. Das so modificirte 
Gleichungssystem (H,) werden wir spiiter mit (H,) bezeichnen. Es 
besteht aus (m— 1)(v+1)—v-+n-+ m — 1 unabhingigen Glei- 
chungen zwischen den (m—1)+n"-+ (mn —n—v) Ableitungen 
a any ; die Zahl der letzteren ist somit um (m—1)(n—v—1) 
da,’ da’? dx,’ 

grésser als die der ersteren, also gleich derselben nur im Falle 
v=n—1, 


37* 
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Lin Normalsystem v =n — 1 besitet demnach eine Schaar von 
eindimensionalen Charakteristiken, die nur von einer endlichen Parameter- 
zahl abhingt. 

31. Ihrer Entstehungsweise nach sind die Definitionsgleichungen 
(H,) der C, véllig aiquivalent mit den folgenden: 


(24) daj=—Ajdz,, j=2...m; 


(25) ds&t—pit+ SpA, kal... n; 
2 


m 


(26) dri + 2 2} FN", k—=1...m, i=1...m; 


wenn unter den 1}, beliebige Gréssen verstanden werden, die den Be- 
ziehungen (3) geniigen. Jede eindimensionale Mannigfaltigkeit von 
»Punkten“ 2, ... 4m, 2, ---+ 2n, Welche den Differentialgleichungen 
(24) geniigt und einer Integral-M,, von J angehért, bestimmt also 
mit den ihr zugehérigen Elementen 1, O. von M,, eine Charakteristik 
C,; wir schliessen daraus sofort: 

ede Integral- M,, des Normalsystems J ist erzeugt von je oo”— 
Streifen C, eines jeden der n — v Charakteristikensysteme, in dem Sinne, 
dass fiir x =1,2...,n—v durch jedes Element x, z,p von M,, ein 
und nur ein Streifen hindurchgeht, welcher dem x” Charakteristiken- 
system angehirt und ganz auf M,, enthalten ist.“ 

32. Die partielle Differentialgleichung (12) der Charakteristiken 
C,-1 unseres Normalsystems J zerfiillt in die n — v linearen Gleichungen: 


= x ee Lm Ly 
(27) + IP 5 +--+ + NOs oe 5a = Ams 


Cn— —1 


ebal, tisa ah 


Ersetzt man in den Functionen Aj”) die Gréssen z, p vermdge der 
Definitionsgleichungen irgend einer Integral-M,, von J durch Func- 
tionen der z, so entstehen lineare partielle Differentialgleichungen fiir 
%m, Geren ,,Charakteristiken“ im gewohnlichen Sinn durch (24) definirt 
werden. Man schliesst daraus unmittelbar: 

Lin Normalsystem besitet n — v verschiedene C,,-1-Systeme; die 
aligemeinste Cn_1, die auf einer beliebigen Integral-M,, von J enthalten 
ist, wird von o”—*® Charakderistiken C,™ erzeugt, die ganz auf M,, 
verlaufen und bezw. von den Elementen einer beliebigen, auf My, ge- 
legenen Mn—2 ausgehen.“ 

Fiir die m — s-dimensionalen Charakteristiken C,,-, hat man 
ebenso die » — v Systeme von je s Gleichungen: 





a ll 
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ox Lin— 6x, 
u—s-+j + AY = mn— Pad +. + oh Ae), n— Ts ve am eh 
Oa Ong 
Gj — 1, 2. 8), 
woraus wie oben folgt: 

Lis gibt fiir ein Normalsystem n — v verschiedene Systeme von 
Charakteristiken Cys; die allgemeinste, auf einer beliebigen Integral- 
M,, von J verlaufende Cn_, wird von oo™*—! Charakteristiken C, er- 
zeugt, die bezw. von den Elementen einer willkiirlichen, auf My, ge- 
legenen My—s-1 auslaufen. 


Capitel IV. 
Reduction der Anzahl der Independenten. 


33. Aus den Entwickelungen der Nr. 30 und 31 ergibt sich fiir 
Normalsysteme, deren Zahl v den Werth n —1 hat, eine Theorie, die 
derjenigen einer partiellen Differentialgleichung 1. O. mit einer un- 
bekannten Function vollkommen analog ist, und auch thatsiichlich in 
dieselbe iibergeht, wenn wir im vorigen Capitel die Annahme » = 1, 
uw=1,v=0 machen. Fir »—x—1 gibt es nimlich einerseits 
nach Nr. 30 nur ein einziges System von eindimensionalen Charakte- 
ristiken, die durch gewdéhnliche Differentialgleichungen definirt werden, 
und zwar ist jedes Fliichenelement der durch (A) definirten Schaar 
auf einer und nur einer C, enthalten; andererseits sind nach Nr. 31 
auf jeder Integral-M,, je co”! C, gelegen, und es folgt: 

Die allgemeinste Integral-M,, eines Normalsystems v = n— 1 
wird erzeugt von co™—! Charakteristiken C,, die bezw. durch die oo™—! 
Elemente einer beliebigen Integral-M,,-1 bestimmt werden. Die Inte- 
gration des Systems (A) ist so zuriickgefiihrt auf diejenige eines gewihn- 
lichen Differentialgleichungssystems, auf ausfiihrbare Operationen und 
auf die Herstellung der allgemeinsten Integral-M,,-1 von J, die nach 
Nr. 10 die Integration eines Hiilfssystems von n — 1 Gleichungen I. 0. 
in m — 1 Independenten und n — 1 unbekannten Functionen erfordert. 

34. Betrachten wir nunmehr den Fall »v << »—1. Die um eins 
verminderte Zahl der Differentiale da, . dam, dz! . dz", dpyt'...dpx, 
dp... dp* iibertrifft nunmehr nach Nr. 30 diejenige der unabhingigen 
Gleichungen in dem System (H,), und es sind gewisse Integrabilitits- 
bedingungen erforderlich, wenn sich aus den linken Seiten der (in den 
Differentialen homogen geschriebenen) Gleichungen (H,) lineare Com- 
binationen der Form dy) sollen bilden lassen, unter x irgend eine 
der Zahlen 1.n— v, unter yw) eine Function der Grossen «, @, pr 
verstanden. Nehmen wir nun an, es sei eine solche Combination vor- 
handen, von der Beschaffenheit, dass sich die Gleichung 


(1) ple) = 0 
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in der Form 

— pot + ppt (x, 2, prt? ... py, ph - pi) = 9 
auflésen liisst. 

Dann bilden die n+ v+ 1 Relationen: 
(2) —pi+@=0, —po+o=—0 (b=1...n;¢e=—1...¥+4+1) 
wieder ein Involutionssystem, wenn man sich die Grosse p}+! aus den 
ersten N Gleichungen vermége der letzten eliminirt denkt. Denn der 
Umstand, dass dy) eine integrable Combination der linken Seiten 
des Systems (H,) ist, lasst sich nach Nr. 31 so ausdriicken: Der 
totale Differentialausdruck dy) verschwindet vermége der Relationen 
(3), pag. 6, wenn man dz,, dz*, dp’ durch ihre Ausdriicke (24), 
(25), (26) des vor. Cap. ersetzt. Schreiben wir demnach: 
(x) __ dy S] ay ayp™ 

Wa G + Boe t Sete 

so besteht vermége (A) eine Identitit der Form 


m N 
3B) WOE APY $F APYE = SOS ou fi 
1 1 


fiir alle Werthe der r},; also gibt es nach Nr. 6 zwischen den linken 
Seiten der m(N-+ 1) Relationen, die durch partielle Ableitung aus: 
(4) f.=0...fy=0, y= 

erhalten werden, v + 1 unabhiingige lineare Identititen, woraus die 
Involutionseigenschaft des Systems (4) oder (2) sofort folgt. 


35. Die charakteristische Matrix des Involutionssystems (4) hat 
folgende Gestalt: 


r 3p) a ay(*) ay | 
1 1 7 ow ow 
...ch, 2 445 4--- 4a, | 
Py OP: m | 
(5) | ek ee eee 
2...% 24 +42 ere a 
| 1 N> 1 apn i 2 apn + + n ep" } 


m || 





' 


wobei in den Elementen der letzten Colonne die verschwindenden Ab- 
> ap (*) 
leitungen os nur der Symmetrie halber eingefiihrt wurden, 
7p 
Aus (3) folgert man nun die fiir beliebige 4 besteheuden Iden- 
titiiten : 


N 
> (Gi A, a *o* + GimAm) Li 
1 


ak 
1 ‘fm 


(k= 1,2... n). 


= a anl®) 2 an i*) ; 
— (A, + AY? As + ao + ag (4; an + Gar + An = ) — 0, 





it 
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In der Bezeichnungsweise der Nr. 15 schreibt sich demunach die 
zu (5) correspondirende Matrix so: 


1 x 

| DP oredey soy Db Owed — (nt NP Aa tos + A de) 

| #4, ay, 0 

| zt? x, 0 , 
| 4, my 0 








woraus sich ergibt, dass die charakteristische Form des Involutions- 
systems (4) erhalten wird, indem man aus K den Factor A, weglisst. 

36. Die Resultate der vor. Nr. lassen sich leicht verallgemeinern. 
Es si s<n—v und x,x,... %, verschiedene Zahlen der Reihe 
1,2...n—v. Gestatten dann die Systeme 


(6) (Hz,), (Hz) - » - (Hy) 
je eine integrable Combination dw" von der Beschaffenheit, dass die 


Gleichungen 
api) = ’ p(s) => eo ee y(*s) = 0, 


in deren linke Seiten die Variabeln x, 2, py*'. pz, ph... p® eingehen, 
sich in der Form: 

(7) — py + gett =0... — pet + opt = 

auflésen lassen, so stellen die Gleichungen: 

(8) fp=0,.-.,fw=0, pw=O0,..., pW) =0 


oder die damit dquivalenten Relationen (A’) und (7) ein Involutions- 
system dar, dessen charakteristische Form mit dem Ausdruck 
K 
SERCO 


at, tty ° Xs 


identisch ist. 

37. Sind uw), vo Integrale des Systems (H,), so gilt dasselbe von 
jeder arbitriren Function m(u*), vo), Nehmen wir nun an, dass jedes 
der s Gleichungssysteme (6) je m unabhiingige Integrale uf”) uf”) : ae) 
besitze, und verstehen wir unter w“") eine arbitrire Function dieser 
Ausdriicke, so bilden die Gleichungen (8) natiirlich wieder ein In- 
volutionssystem, und es ist klar, dass jede Integral- I, desselben 
auch das urspriingliche System J erfiillt. Aber man kann auch um- 
gekehrt die willkiirlichen Functionen w) so bestimmen, dass eine 
beliebige Integral- MZ, von J auch das System (8) befriedigt. Nach 
Nr. 10 ist namlich fiir jedes Involutionssystem eine Integral-/,, durch 
Angabe einer sie enthaltenden Integral-M/,,_; vollstindig bestimmt. 
Wir denken uns nun eine beliebige Integral-¥M/,,_, von J ermittelt, 
was im Falle » =O durch ausfiihrbare Operationen, im Falle v > 0 














yi 
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durch Integration eines Hiilfssystems in m— 1 Independenten ge- 
schieht. Die Ausdriicke, die sich so fiir die Gréssen x , 2'... 2", p* als 


Functionen der Variabeln x... 2, ergeben, denken wir uns in die 


Relationen w%*) — 0 substituirt. Man kann dann die arbitriren Func- 
tionen auf eine und wesentlich nur eine Art so wihlen, dass diese 
Relationen identisch, d. h. fiir beliebige Werthe der Variabeln x,, ..., %» 
erfiillt sind, mit andern Worten: dass die erwihnte Integral- Y/,,_; 
auch dem Involutionssystem (8) geniigt. Die Herstellung der all- 
gemeinsten Integral-M,, von J ist somit auf die Integration des In- 
volutionssystems (8) zuriickgefiihrt. Ist die Zahl s insbesondere gleich 
nm —v, so besteht das letztere System aus 2m partiellen Differential- 


gleichungen in » unbekannten Functionen; indem man wie in Nr, 11 
in die aufgeléste Form 


—pt+o=—0 (a=1,2; b=—1,2,...,n) 
desselben vermége der Mayer’schen Transformationsformeln 


Uy = EA, Lo HL + YyYoy Ly = Hy9 + Yy oes Lm = Ant Ym 
neue unabhingige Veriinderliche y,y,...Y, einfiihrt, gelingt es, die 
Integration dieses Systems auf diejenige eines Systems (A”) von 
Gleichungen in » abbiingigen Verinderlichen z'... 2" und m— 1 
Independenten y,, y, ..- Ym zuriickzufiihren. 

Da man die Existenz etwaiger Integrale von (H,) stets mit Hiilfe 
von Differentiationen und Eliminationen feststellen, die Integrale selbst 
durch Integration gewdhnlicher Differentialgleichungen ermitteln kann, 
so ergibt sich folgendes Theorem: 

»Desitat jedes der n — v Systeme totaler Differentialgleichungen, 
durch welche bezw. die n — v Systeme charakteristischer Sireifen wnseres 
Normalsystems definirt werden, m unabhdngige Integrale, so kann die 
Integration des Normalsystems durch ausfiihrbare Operationen und 
Integration gewohnlicher Differentialgleichungssysteme auf Differential- 
probleme in m — 1 Independenten zuriickgefiihrt werden, und es lisst 
sich stets durch Differentiationen wnd Eliminationen entscheiden, ob bei 
einem gegebenen Normalsystem dieser Ansatz zwm Ziele fiihrt oder nicht.*) “ 


Miinchen, im Januar 1897. 


*) Weitere Resultate dieser Theorie habe ich in einer Note: ,,Résumé einer 


Integrationstheorie héherer partieller Differentialprobleme“ Leipz. Ber. 1897 
skizzirt. 








Zur Gruppentheorie der homogenen linearen Differential- 
gleichungen. 


Von 


EmANvEL Berke in Budapest. 


1. Formale und numerische Invarianz. Wie in der Galois’schen 
Theorie der algebraischen Gleichungen, so ist auch in der Picard- 
Vessiot’schen Theorie der homogenen linearen Differentialgleichungen 
von besonderer Wichtigkeit, die formale Unverianderlichkeit der rationalen 
Functionen der Lésungen und die Unverinderlichkeit dieser Functionen 
als Functionen von 7, — welche der numerischen Invarianz entspricht — 
genau auseinander zu halten*), Wir wissen, dass diejenigen linearen 
Substitutionen, welche eine rationale Function R der Lésungen einer 
homogenen linearen Differentialgleichung (und deren Differential- 
quotienten) formal unveriindert lassen, immer eine endliche continuir- 
liche (complexe) Gruppe bilden. Nicht so diejenigen Substitutionen, 
welche eine rationale Function numerisch (aiso als Function von 2) 
unverindert lassen. Es wird vielleicht nicht unniitz sein diese Be- 
hauptung an einem Beispiel zu beweisen, 

Zu diesem Zweck nehmen wir die homogene lineare Differential- 
gleichung: 


(1) wtyl¥ — 4asy”” + 122°2y” — 24ry’ + 24y =—0 
deren Integrale aus dem Fundamentalsystem: 

(2) Y= 2, = 0, y= 2H, yy = zt 
entstammen. 


*) Auf diesen Punkt machte zuerst Herr F. Klein aufmerksam, Siehe Vor- 
lesungsheft iiber Hihere Geometrie Bd. II, p. 299. 
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Betrachten wir jetzt die folgende rationale Function: 
(3) R=Y4- 


Diese Function bleibt numerisch (als Function von x) invariant z. B. 
bei der folgenden Schaar von Substitutionen (A): 


Y= Yo» 
(4) Yo = GY, + A, Yy + 4343 + OY, 
Ys — by Y; + by Ys + bs Ys + Dis 


=! 
- 
! 


4 


wo 
- 


wo die Gréssen a; und b; ganz beliebig sind. Diese Schaar bildet 
keine Gruppe; denn (A)? wiire die folgende Substitution: 


n= Yo = AY, + A242 + 4,43 + 4%; 


Ye = (4, dy+ a3 by) Y, + (ay a? + G35) Ya + (443+ ay + G3 b5) Ys 
+ (doa, + 43 b,)¥4; 

Ys = (by by ay by) yy + (by +2? + abs) Ho + (bob; +b, + ay bs) ¥, 
+ (b.b,+- a,b,)y,, 

Ys = Ty = bry; + by Yo + dys + Oy yy 


und diese Substitution lisst die Function R nicht unverindert. — 

Es steht die Sache ganz anders, wenn wir uns nur auf Substitu- 
tionen beschranken, welche zur Rationalitiitsgruppe der gegebenen 
linearen homogenen Differentialgleichungen gehéren; dann bilden die- 
jenigen Substitutionen, welche eine rationale Function numerisch in- 
variant lassen, wirklich eine Gruppe. — 

2. Die Bestimmung der Rationalitdtsgruppe. Zur Bestimmung der 
Rationalitatsgruppe der homogenen linearen Differentialgleichung fiihren 
zwei verschiedene Wege: der urspriingliche ,,Picard’sche“ und der 
»Vessiot’sche“. Der letztgenannte besteht darin, dass wir alle die- 
jenigen Gruppen betrachten , welche rationale Functionen der Lésungen, 
welche in 2 rational sind, invariant lassen, und von diesen Gruppen 
diejenige, welche die minimale Zah] von Parametern hat, als Rationali- 
titsgruppe betrachten. Bei der Befolgung dieses Weges muss man 
sich nach unserer friiheren Bemerkung ausdriicklich auf formale In- 
varianz beschriinken, oder wie Herr Vessiot behauptet, die Lésungen 
als unbestimmte Functionen betrachten, da doch diejenigen Substitu- 
tionen, welche die in x rationalen Functionen unverindert lassen, im 
Allgemeinen gar keine Gruppe bilden. Der urspriingliche ,,Picard’ sche“ 
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Weg zur Bildung der Rationalitiitsgruppe besteht darin, dass wir eine 
irreducible algebraische Differentialgleichung fiir die ,,empfindliche 
Function“*) V aufstellen und diejenige Gruppe betrachten, welche 
die Lésungen dieser Gleichung in einander iberfiihren. An diesem 
Weg lisst sich nach dem Vorgang, welchen Herr Kronecker in der 
Theorie der algebraischen Gleichungen befolgte **), dadurch eine kleine 
Modification anwenden, dass man, um die numerische Invarianz ganz 
bei Seite lassen zu kénnen, auf die schon von Herrn Vessiot in 
anderer Verbindung betrachtete dualistische Gruppe tibergeht. — 
Sei die betrachtete empfindliche Function: 


(5) Vi UY) Hb teYo b+ + Un Yn 


und die irreducible algebraische Differentialgleichung, welcher V ge- 
niigt, die Picard’sche Resolvente: 


(6) F(V)=0, 


dann ist die linke Seite dieser Gleichung eine Differentialfunction der 
Gréssen : 


(7) Uy» thay. +) Une 


Wir kénnen dies auch so auffassen, dass wir aus den Coefficienten 
der Gleichung (6) die wir mit: 


®, 9 ®, re) ®, 
bezeichnen, durch Einfiihrung unbestimmter Coefficienten die Function: 
(8) h,®, +h. OP, +-+- +h =O 


bilden, und ® als Differentialfunction der Gréssen (7) betrachten. 

Jetzt bestimmen wir diejenige homogene lineare Gruppe, welche 
die rationale Function als Differentialfunction der Gréssen (7) formell 
invariant liisst. Sei diese Gruppe die folgende: 


(9) Uj = Ajith + Ajot2 + +++ + Aint 


t=—1,2,...,” 


wo die Coefficienten A algebraische Functionen einer bestimmten Zahl 
von Parametern bilden; dann bildet die dualistische Gruppe von (9) 
die gesuchte Rationalititsgruppe. 


*) Dieser Ausdruck findet sich zuerst bei Herrn Schlesinger, Handbuch II, 
pag. 60. 

#*) Festschrift pag. 33. Journal f. Math, 92. Vgl. Bolza: Math. Annalen 
Bd, 42, pag. 253. 
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3. Rationale Function, welche zu einer gegebenen Gruppe gehirt. 
In dieser Theorie kommt es sehr oft vor, dass wir eine rationale 
Function der Fundamentallésungen zu bestimmen haben, welche zu 
einer vorgegebenen Gruppe gehért; d. h. welche bei den Substitutionen 
dieser Gruppe und nur bei diesen invariant bleibt. 

Dazu dient ein Verfahren, welches aus der allgemeinen Lie’schen 
Theorie folgt, niimlich die Lésung eines vollstiindigen Systems partieller 
Differentialgleichungen, welche den erweiterten infinitesimalen Trans- 
formationen entsprechen. Wir wollen einen anderen, unserer Theorie 
niher liegenden Weg zur Bestimmung solcher Functionen einschlagen. 

Sei zu diesem Zweck eine empfindliche Function: 


(5) V == UY; + Ug Yo +--+ + UnYn 


auf welche wir die gegebene algebraische Gruppe von k Parametern 
Ay hy eo » Ay 


(10) i= > Ave (ey, @a, +++ Me) Ye 
e 
v 


= 1,...,% 


anwenden; wodurch wir aus V die allgemeine Function 


(11) WwW = >) > Ase ( Gy +. HE) UYo 


erhalten. — Wenn wir aus W, W’,..., W die & Parameter eliminiren, 
erhalten wir fiir W eine algebraische Differentialgleichung: 


(12) F(W)=0 


welcher alle Functionen (11), die von einander nur in den Parametern 
differiren, entsprechen. Umgekehrt kann man beweisen, dass eine jede 
Lésung dieser Differentialgleichung aus W durch besondere Wahl der 
Parameter entstammen kann. Nehmen wir an, dass U die Lésung 
dieser Gleichung wire. Nehmen wir weiter an, dass im Punkte 
x =a die Anfangswerthe von U 


’ ” (k—1) 
Gos Gos Ge s+ +9 & 


waren; dann kénnen wir im Allgemeinen die Werthe der & Parameter 
so bestimmen, dass in diesem Punkte die Anfangswerthe von W die- 
selben Werthe seien. Dann folgt aus der Gleichung (12), welche fiir 
W® eine algebraische Gleichung ist, dass die Werthe von W®) und 
U® im Punkte z = a auch iibereinstimmen. Weiter folgt auch durch 
Differentiation von (12) dass die simmtlichen Ableitungen von W und 
U im Punkte z = a iibereinstimmen, folglich sind die beiden Func- 
tionen identisch. Dadurch ist der verlangte Beweis gefiihrt. 
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Wenn wir also die linke Seite der Gleichung (12) betrachten, oder 
wenn wir die Coefficienten dieser Gleichung 


®,,%,.-.,9, 


mit unbestimmten Coefficienten: 
Tig y Iagy « «#5 Wey 
addiren, dann erhalten wir in 


(13) ® =h, >, +h, O, +---+h,O, 


eine Differentialfunction von y,, Y%,-..; Ya, Welche nur bei der vor- 
gelegten Gruppe (10) invariant bleibt. — 

4, Die Parameter der rationalen Functionen. Wenn eine rationale 
Function der Lésungen der homogenen linearen Differentialgleichung 
formell bei einer linearen Gruppe mit k Parametern invariant bleibt, 
dann enthalt die Function als Function der allgemeinsten Lisungen 
selbst »* —k unabhingige Parameter. Um den Beweis dieser Be- 
hauptung zu fiihren, miissen wir der Uebersicht halber zuerst die 
rationalen ganzen Functionen von 

(n—1) (n—1) 


, , 
Yir Yore sey Yas Vine eer Yare ser Yi yee 09 Yn 
nach einem gewissen Princip ordnen, Win Glied: 


m he 1 
(ki)! (iy) ky)® 
(14) i rs y’ 
wo die Buchstaben & die Ordnung der Differentialquotienten, und die 
Buchstaben 7 Exponenten bedeuten, soll einem andern Glied 


i)" (iy) 


sill 
. ek 


in der Anordnung vorangehen, wenn in der Reihe 


By, Bay 0 0 09 he 
die erste, von 
$y fey 0 0 09 te 


verschiedene Zahl k, grésser als ¢, ist; und wenn die siimmtlichen 
Zahlen der zwei Reihen iibereinstimmen, dann die erste, in der Reihe 
der Exponenten 


a ers 
vorkommende, von 
TT ee 


resp. verschiedene Zahl |, grésser als m, ist. 
Nach dieser Vereinbarung liisst sich eine rationale Function R in 
einer bestimmten Weise ordnen 
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pie Set 4 

— Y¥;+ Agis Yet +++ Agiga my 

wo die Symbole X und Y Ausdriicke von der Gestalt (14) bedeuten. 
Wenn wir jetzt die Gruppe von R bestimmen wollen, dann miissen 
wir statt y; die allgemeinsten Lisungen 


Yi = Qik Yk 
setzen. Dadurch erhalten wir 


MXit AX +++ +A X, 
1 = = a 
(15) R Yi Agys Ye + °° + Agg ea Ya 





wo die Coefficienten A bestimmte ganze algebraische Functionen der 
n® Gréssen a;, sind. Wenn die Gruppe von R k-gliedrig ist, dann 
lassen sich aus den 9 + 6 — 1 Gleichungen 


(16) A, — A; =0 


n? —k Coefficienten der linearen Substitution als algebraische Functionen 
der iibrigen bestimmen oder anders ausgedriickt: Es lassen sich von 
diesen 9 + 6 — 1 Gleichungen n? — & so auswiihlen, z. B. 


(17) A, — A, =0,..., Avt— Avi = 0 
dass die linken Seiten einer jeden Gleichung in der Form: 
(18) Ay — Ap = Ang (Ay— Ay) H+ +E dar nye(Ann2— Anes) 
darstellbar ist, wo die Coefficienten 2 im Allgemeinen von den ? 
Coefficienten a;, abhingen. — Wenn wir also in die rechte Seite von 
(15) die Ausdriicke von A; aus (18) einsetzen, dann erhalten wir 
in einer Form, in welcher nur die n? — k Parameter: 
A,; A., ee ey An: 
vorkommen. 
Daraus folgt, dass, wenn wir aus dem Ausdruck von 
a 
diese n? — k Parameter eliminiren, wir eine leicht zu bildende alge- 
braische Differentialgleichung n? — Kk‘ Ordnung fiir R erhalten. 
Es ist dann nach dem Vorgange des Herrn Vessiot*) nach- 


weisbar, dass diese Gleichung invariant bleibt bei der allgemeinen 


homogenen linearen Gruppe, folglich die Functionen y,, Y.,.--5 Yn) ++ 
gar nicht enthilt. 


*) Vessiot; Thése 1892, p. 24. 
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5. Dem Lagrange’schen entsprechender Satz. Aus der Darstellung 
(15) lisst sich auch sehr einfach der Satz beweisen, welcher in dieser 
Theorie dem ,,Lagrange’schen“ in der Theorie der algebraischen Glei- 
chungen entspricht. Wenn niimlich § eine solche rationale Function 
der Fundamentallésungen bedeutet , 


g — BX + BX +:: 


¥:+Biii¥2+°°"? 


welcher dieselbe Gruppe entspricht, als der Function R, dann folgt, 
dass die, zur Bestimmung der Gruppe von S den Gleichungen (16) 
analoge Gleichungen 


auch aus den Gleichungen (17) folgen miissen, so dass also, ebenfalls, 
wie in (18) bei entsprechender Wah! der Indices 


Bi — By = wii (Ay —Aj) + wai (Ay — Ag) ++ tra, (Ane — Avex) 


ist. Wenn wir also in den Ausdruck von S diese Ausdriicke der 
Coefficienten B; einsetzen, dann kénnen wir aus 


hewn ee 


die Coefficienten A,, A,,..., Anz eliminiren; und da die letzte Glei- 
chung in der Form 


S(A, Pi ALP. +++ Ane Pur—z) = Ay, + Ante +++ Awe Pre 


darstellbar ist, wo die Functionen » und yp ganze rationale Differen- 
tialfunctionen von y,, y.,... Sind, so enthilt die bei der Elimination 


entstammende Resultante § in der ersten Ordnung, also 


S=—F(R, &,...,R°*”) 


wo F eine rationale Function bedeutet. — 

Wenn die Gruppe von S nur eine Untergruppe von R ist, dann 
ist die algebraische Mannigfaltigkeit, welche die Gruppe von S definirt, 
als Theil in der algebraischen Mannigfaltigkeit enthalten, welche die 
Gruppe von & bestimmt. Dann dienen also zur Bestimmung der Gruppe 
von S ausser den Gleichungen (17) noch gewisse andere von der 
Form (19), u. zw. wenn die Gruppe von S k — l-gliedrig ist; dann 
wird also diese Gruppe z. B. durch die Gleichungen 


A, — 4,=0, eee Aw—t — Aw-z=0; B, —B,=0,..., B,— B, =0 


bestimmt; woraus dann folgt, dass auch ausser (18) die Gleichungen 
bestehen miissen: 


By — By = 141 (Ay — Ay) + 12 (Ap — Ay) + ++ + Vi,nr—241(Bi— Bi) 
gulss,14%... 
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und wenn wir diese Ausdriicke von B; in S einsetzen, dann wird also 
S die n? —k-+1 Parameter: 
A;; A;, ee ey Anw-z; Bi; B,, ee ty B, 

enthalten, und diese Parameter kénnen aus 

> LD pPiwr—-k-1) TF @& a) 

BM Bepiine + Ae 
eliminirt werden, wodurch wir eine algebraische Gleichung zwischen 
diesen Gréssen erhalten, in welcher S® nur im ersten Grade vorkommt. 
Diese Resolvente ist, wie nach dem Vorgange des Herrn Vessiot zu 
beweisen ist, ebenfalls von den Lisungen y,, y,,... der gegebenen 


linearen Differentialgleichung unabhiingig, allein durch die Coefficienten 
der Gleichung ausdriickbar. — 


Budapest, im December 1896. 








Ueber die Einfachheit der alternirenden Gruppe. 
Von 


Emanvet Bexe in Budapest. 


Die Wichtigkeit, welche die Einfachheit der alternirenden Gruppe 
in der Theorie der algebraischen Gleichungen besitzt, wird es wohl 
rechtfertigen, dass ich mir erlaube in den folgenden Zeilen einen neuen, 
einfachen Beweis dieses Satzes zu geben. Der Beweis geht von dem, 
von Herrn F. Klein*), durch eine directe Abziihlung gegebenen Satz 
aus, dass die alternirende Gruppe von 5 Elementen einfach ist. Nehmen 
wir an, der Satz sei fiir » Elemente bewiesen. Seien nun die n+ 1 
gegebenen Elemente: 


(1) yy Lqy+ +49 Un, Xn415 
dann beweisen wir zuerst, dass, wenn die alternirende Gruppe dieser 
Elemente, welche wir mit [,4; bezeichnen wollen, eine invariante 
Untergruppe J besitzt, J nur solche Substitutionen enthalten kann, 
welche simumtliche Elemente (1) umsetzen. — Denn wenn s und ¢ 
solehe Substitutionen sind, welche z. B. 2,4: nicht umsetzen, dann 
lisst auch s¢ das Element 2,4; am Platze. Daraus folgt, dass die- 
jenigen Subsitutionen der Gruppe J, welche 2, ; nicht umsetzen, 
eine Gruppe G bilden. Diese Gruppe wire aber in der alternirenden 
Gruppe [, der ersten Elemente als invariante Untergruppe enthalten ; 
denn wenn 6 eine Substitution von [, bedeutet, dann enthielte die 
transformirte Gruppe 
6Go-! 

ebenfalls nur solche Substitutionen von J, welche 24; nicht umsetzen, 
folglich wire 

6Go!'=G 
bei einer jeden Substitution ¢, also wirklich G eine invariante Unter- 
gruppe von [,. G kénnte also nach unserer Voraussetzung entweder 
1 oder [, selbst sein. Wenn aber G mit [, identisch wire, dann 
wiirde J die simmtlichen Circularsubstitutionen dritter Ordnung der 


*) Vorlesungen iiber das [kosaeder p. 18. 
Mathematische Annalen, 11. 38 
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m ersten Elemente enthalten, folglich wiirde auch J die Circularsub- 
stitution (7, %, %,4:) enthalten, welche z B. aus (a, %; 2) durch 
Transformation mit 
6 = (X;X_) (Xe Xn+1) 

entsteht, welche in [,4; enthalten ist, wenn » + 1> 5. Die Gruppe 
J wire also [,4; selbst. — Dadurch ist also bewiesen, dass die an- 
gebliche invariante Untergruppe J, wenn sie nicht die [dentitiat ist, 
nur solche Substitutionen enthalten kann, welche simmtliche Elemente 
umsetzen. Es sei nebenbei bemerkt, dass die Substitutionen von J 
gleicheyklisch sein miissten; denn wenn in den Cyklen von s nicht 
die gleiche Anzahl von Elementen vorhanden wire, dann wiirde eine 
Potenz von s weniger als »-+ 1 Elemente umsetzen, ohne der Identitit 
gleich zu sein. 

Wir miissen nun zeigen, dass man aus einer jeden Substitution 
s von J durch Transformation und Multiplication eine Substitution 
herstellen kann, welche weniger als »-+ 1 Elemente umsetzt. Sei 
eine Substitution von J: 


8 == (2%, Za, ° -*) (- , ‘)- ex 
Wenn wir s durch die in [,4: enthaltene Substitution: 
6 = (4, Lq,) (Xr) 
transformiren, dann erhalten wir die, ebenfalls in J enthaltene Sub- 
stitution 
t a= (%q, 2; ee ‘)(- ++). wy 
welche von s immer verschieden ist, ausgenommen den Fall, wo 
S == (4, Ga,) (42x) 
ist und die Anzahl der Elemente nicht grésser ist als 4, 

Das Product s¢ lisst 2, an Ort und Stelle, ohne sich auf die 
Identitit zu reduciren. Die Gruppe J wiirde also eine Substitution 
enthalten, welche nicht alle » + 1 Elemente umsetzt, folglich muss J 
entweder die Identitiit, oder die Gruppe [,4: selbst sein. Dadurch ist 
also die Kinfachheit der alternirenden Gruppe bei mehr als 5 Elementen 
bewiesen. -— 


Budapest im Mirz 1897. 








of = — vW 





Beweis einer Formel des Herrn Sonine. 
Von 


E. Guster in Zirich. 


In seiner trefflichen Arbeit ,,Recherches sur les fonctions cylindri- 
ques“ Math. Annalen Band XVI gelangt Sonine auf pag. 18 zu folgender 
Gleichung 


nm 
n a (—i)" - 
J (— tc) = *—— | cose? cos np dp 


ja 


~ 


na 


=o Lf 6° Pcosn gp dep +f sin [< (s — *) ~ -“ oo ds\, 
. = 


uv 


woraus sich ergiebt 


tela 


Jf cont cosne dg =(-—1)" [e-s» cosng dg 


0 


oa 
. c 1 nn 
= | sin|=(s—-)——|s-*-"'ds. 
folie ) > |s ds 
4 


Er fiigt hinzu: ,,La démonstration directe de cette égalité singuliére 
de deux intégrales définies parait presque impossible.“‘ Einen solchen 
Beweis will ich hier mittheilen. 

Ks sei 


oOo 
sree. § nn = _ ¢ 1 n7 
A= fsin[3(s = 7ie* ds, u=5(s 3 a “i 
1 


e/a 





1 


; er ‘ , 
Da sin u = = etiv — —e-™, so zerlege ich dieser Trennung ent- 


sprechend das Integral A in zwei Theile 
A=I+1I. 
33* 











584 E, Guster. Beweis einer Formel des Herrn Sonine. 


In I setze ich is = ¢, log s = log t — =; log ¢ soll reell sein, wenn ¢ 
in der positiven Axe liegt. Da 


int) 4 ” = 
t*-!, ds=—e dt, 


ai fal) man, 


Am westlichen Horizont verschwindet das Integral; man kann daher 
einen Integrationsweg von too bis — oo zulegen und dann geradlinig 
von ¢ nach — oo integriren. Das Integral wird dadurch convergenter. 
Man hat also 


g-e-i == @ 


so folgt 


-@ 


[= si [a (‘+ i) i! dé; 


7 
e 
i 


II ist conjugirt, somit 
ne 1 7s 1 
II = -if a (+7) i" dt -i f e (+7) t—*—! di. 
Zur Verbindung beider Wege dient ein rechtliufiger Halbkreis um 0, 
der von —? durch 1 nach i geht. Setzt man auf diesem Halbkreis 
t = e'%, so ist das noch fehlende Integral . 


na 


2 


ela 


tf ccome—ing dg = | e°*? cos ng dp 
° 


n 


2 


nol 


Man bekommt somit 


nm 
] 1 
‘ s = 2% n 
At few cox ng dp — 3 | ai('*7) p--14t = xe 2 J(ic), 
é 


wodurch die angefiihrten Gleichungen Sonine’s bewiesen sind. 


Ziirich, December 1896, 
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Neue Eigenschaften des Strahlencomplexes zweiten Grades. 
Von 


Tu. Reve in Strassburg i. E. 


In einer meiner analytisch-geometrischen Publicationen v. J. 1876 
(in Crelle’s Journal 82, 8. 192) ergab sich beiliufig ein merkwiirdiger 
Zusammenhang des quadratischen Strahlencomplexes mit gewissen 
quadratischen Mannigfaltigkeiten von oo mit dem Complexe covarianten 
Flichen zweiten Grades. Daraus aber lassen sich neue Higenschaften 
des quadratischen Strahlencomplexes ableiten, die ich, angeregt durch 
den reichhaltigen dritten Theil von Sturm’s Liniengeometrie, hier in 
Kiirze zusammenstelle. Der Complex braucht nicht der allgemeine 
zweiten Grades zu sein; er kann einzelne und sogar unendlich viele 
Doppelstrahlen haben, und in einem sehr speciellen Falle aus den 
Tangenten eines Ellipsoides, Paraboloides oder Hyperboloides bestehen. 
Wir setzen aber voraus, dass die Kegel des Complexes nicht alle eine 
Fliche ? zweiter Classe stiitzen, d. h. nicht alle Poltetraedern von 
©? umschrieben sind, und dass seine ebenen Complexcurven nicht alle 
auf einer Fliche F? zweiter Ordnung ruhen, d. h. nicht alle Pol- 
tetraedern von F? eingeschrieben sind. Und insbesondere sollen weder 
die C.-Kegel alle durch einen Punkt gehen, noch die C.-Curven alle 
eine Ebene beriihren. Dann gelten fiir den quadratischen Complex 
u. a. folgende Sitze: 

Die Ebenen solcher Complexcurven, die auf einer beliebig gegebenen 
Fliche F? zweiter Ordnung ruhen, umbhiillen eine Fliche ? zweiter 
Classe. Und umgekehrt: Die C.-Curven, deren Ebenen eine beliebige 
Fliche ? zweiter Classe beriihren, ruhen auf einer Fliche F? zweiter 
Ordnung. Wenn die Fliche ? eine Flachenschaar beschreibt, so 
beschreibt die entsprechende Flaiche F? einen Flachenbiischel, und 
umgekehrt; dieser F’?-Biischel aber ist zu der Flaichenschaar projectiv 
und enthilt i. A. zwei Flachen F?, die ihre entsprechenden F lichen 0? 
stiitzen, d. h. Poltetraedern der entsprechenden ©? umschrieben sind. 
Ueberhaupt giebt es oo® Flachen F'?, die ihre entsprechenden Flichen 
©? stiitzen, und zwar bilden sie ein System zweiten Grades. Dieses 
quadratische F'?-System achter Stufe aber enthilt alle co® zweifachen 
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Ebenen des Raumes und die oo° Ebenenpaare, aus deren Doppellinien 
der quadratische Complex besteht. Den Flichen des F'?-Systemes ent- 
sprechen die Flichen ? einer anderen achtfach unendlichen Mannig- 
faltigkeit, eines quadratischen ,,0*-Gewebes“. Dieses Gewebe enthiilt 
jede Fliche zweiter Classe, die auf ihrer entsprechenden F? ruht, und 
insbesondere jede ebene Complexcurve. 

Die oo® Flichen des quadratischen F-Systemes stehen zu dem 
quadratischen Complexe in der invarianten Beziehung, dass unter ihren 
Poltetraedern je oo! ,,Complextetraeder“ vorkommen, d. h. solche, 
deren Kanten aus Complexstrahlen bestehen. Die oo§ Flichen des 
quadratischen ©?-Gewebes aber sind je oo' Complextetraedern ein- 
geschrieben und gleichfalls mit dem Complexe covariant, 

Eine beliebige Fliche F? zweiter Ordnung ist beziiglich des 
quadratischen F'?-Systemes oo® anderen Flichen F',? conjugirt, d, h. 
sie ist von ihnen harmonisch getrennt durch je zwei Flichen des 
Systemes, die mit ihr in einem F'?-Biischel liegen. Ebenso ist eine 
beliebige Fliche ? zweiter Classe oo® anderen 9,°, die eine lineare 
Mannigfaltigkeit bilden, conjugirt beziiglich des quadratischen *-Ge- 
webes. Sind nun FJ? und %? zwei homologe, durch den quadratischen 
Complex einander zugewiesene F lichen, so stiitzt /’? alle diese Flichen 
®,?, die der © conjugirt sind beziiglich des quadratischen ©*-Gewebes, 
und zugleich ruht ©? auf allen den oo® Flachen F’,?, die der F? con- 
jugirt sind beziiglich des quadratischen F'*-Systemes. Ich nenne F? 
die Polare von ©? beziiglich des ®*-Gewebes, und ? die Polare von 
F? beziiglich des quadratischen F'?-Systemes. Von zwei beziiglich des 
Systemes conjugirten Flichen F?, F’,? stiitzt also jede die Polare der 
andern; ihre Polaren ©?, @,? aber sind beziiglich des quadratischen 
®?-Gewebes conjugirt, und jede von ihnen ruht auf der Polare der 
andern beziiglich des Gewebes. Sich selbst conjugirt sind nur die oo® 
Fiiichen des quadratischen F’?-Systemes bezw. ©*-Gewebes. 

Diese letzten Sitze sind in der a, a. O. entwickelten Polarentheorie 
der quadratischen F'?-Systeme und ©?-Gewebe achter Stufe enthalten. 
Am gleichen Orte (Crelle 82, 8. 192) habe ich die Gleichung unseres 
durch den quadratischen Complex bestimmten F'?-Systemes aufgestellt 
und bewiesev, dass dieses System alle zweifachen Ebenen und die oo°® 
Ebenenpaare enthilt, deren Doppellinien Complexstrahlen sind, und 
dass die Polare einer zweifachen Ebene mit deren Complexcurve zu- 
sammenfallt. Daraus aber und aus den invarianten Bezichungen, in 
denen apolare Flichen zweiten Grades zu einander stehen, ergeben 
sich alle unsere iibrigen Sitze. Statt ihrer wollen wir aber lieber die 
folgenden zu ihnen reciproken Eigenschaften des quadratischen Com- 
plexes beweisen. 


Die Mittelpunkte der Complexkegel, die eine beliebige Fliiche o? 
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zweiter Classe stiitzen, liegen auf einer Flache F? zweiter Ordnung; 
und die Complexkegel, deren Mittelpunkte auf einer beliebigen F? 
liegen, stiitzen eine *. Von den auf F? liegenden oo! singuliren 
Punkten zerfallen die C.-Kegel in je zwei Ebenen, die nach 9? con- 
jugirt sind. Diese ? ist keineswegs mit der Flache identisch, die 
vorhin der Fliche F’? entsprach. Beschreibt F'? einen Flichenbiischel, 
so beschreibt die entsprechende Fliche ©? eine zu dem Biischel pro- 
jective Flichenschaar und kommt i. A. zweimal in solche Lage, dass 
sie auf ihrer entsprechenden F’? ruht. Demnach bilden die Flichen 
©?, die auf ihren entsprechenden J’? ruhen, wiederum ein quadratisches 
®?-Gewebe achter Stufe, und ihnen entsprechen die Flichen eines 
quadratischen F'?-Systemes achter Stufe. Das quadratische ©*-Gewebe 
enthilt die oo zweifachen Punkte des Raumes und die oo® Punkte- 
paare, die auf je einem Strahle des Complexes liegen; das quadratische 
F’?-System aber enthalt alle Complexkegel und jede Fliche F? zweiter 
Ordnung, die ihre entsprechende 9? stiitzt. 

Von den vorhin besprochenen quadratischen Flichenmannigfaltig- 
keiten sind diese beiden verschieden, ihre oo* Flichen aber sind 
wiederum mit dem quadratischen Complexe covariant. Den Flichen 
des quadratischen F?-Systemes kénnen niimlich je co! Complextetraeder 
eingeschrieben werden, und die Flichen des quadratischen ©*-Gewebes 
haben je oo! Complextetraeder zu Poltetraedern. Die nicht singuliren 
Flichen dieses ®?-Gewebes sind mit denen des vorhin besprochenen 
quadratischen F'?-Systemes identisch, ausser ihnen enthiilt das Gewebe 
noch oo? Curven zweiter Classe, oo' Punktepaare und oo zweifache 
Punkte, das System dagegen oo’ Kegel zweiter Ordnung, oo® Ebenen- 
paare und oo® zweifache Ebenen. 

Von den beiden einander entsprechenden Flichen F'?, ? ist F? 
die Polare von ©? beziiglich des quadratischen ©?-Gewebes und ©? die 
Polare von J? beziiglich des zugehérigen quadratischen F°?-Systemes 
in demselben Sinne wie vorhin. Von zwei beziiglich des Gewebes 
conjugirten Flichen ©*, %,? ruht also jede auf der Polare der anderen, 
und ihre Polaren F?, F’;? sind conjugirt beziiglich des F?-Systemes, 
Sich selbst conjugirt sind wieder nur die oo§ Fliichen des F’?-Systemes 
und des ®?-Gewebes, und nur diese Flachen sind zu ihren entsprechen- 
den apolar, 

Um nun diese Kigenschaften des quadratischen Complexes zu be- 
griinden, gehen wir aus von folgenden Siitzen, die schon a. a. O. 
(Crelle 82, S. 193) bewiesen sind: 

Durch den quadratischen Strahlencomplesx ist ein quadra- 
tisches ®?-Gewebe achter Stufe nebst dem zugchirigen quadra- 
tischen F?-System achter Stufe bestimmt. Das %*-Gewebe 
enthalt alle zweifachen Punkte des Raumes und alle auf je 
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einem Complexstrahle liegenden Punktepaare, das F?-System 
aber enthdlt u. a. alle Kegel des Complexes. Jeder Complex- 
kegel ist die Polare seines Mittelpunktes beziiglich des °- 
Gewebes.*) 

Wenn also eine Fliche ? zweiter Classe sich auf einen zwei- 
fachen Punkt reducirt, so geht ihre Polare F? beziiglich des quadra- 
tischen ©*-Gewebes iiber in den Complexkegel dieses Punktes. Mit 
anderen Worten: Der zweifache Punkt ist allen auf seinem C.-Kegel 
ruhenden Flichen ,? zweiter Classe conjugirt beziiglich des ?-Ge- 
webes, und durch ihn gehen alle Polaren F,? dieser Flichen 9,?. 
Die Polare F? einer beliebigen ? beziiglich des Gewebes enthilt 
demnach die Mittelpunkte aller C.-Kegel, auf denen ? ruht, d. bh. 
denen Poltetraeder von ©? eingeschrieben werden kénnen. Von dieser 
F? aber ist ©? die Polare beziiglich des quadratischen F'?-Systemes 
(Creile 82, S. 184); und wenn ©? eine Fliichenschaar beschreibt, so 
beschreibt F’? einen Flichenbiischel, der zu der Schaar projectiv ist 
(Crelle 82, 8. 178). Die von uns aufgestellten Higenschaften des 
quadratischen Complexes sind damit bewiesen bis auf seine invarianten 


(1) > Crk, tm 


wenn der quadratische Strahlencomplex und eine beliebige Fliche ©? zweiter 
Classe dargestellt werden durch: 


Gy Gm 


=0, (t,k,l,m=1, 2,3, 4), 








ay, aim | 





> |e wy | |% Y 
(2) Cin im . | = 0 
| x; Yk | Fn Yn 
und 
(3) > a;, §:5, = 0. 
Hierin bezeichnen a;, = a,; und C;, 1, = C,, 5, = — Cxi,1,, Constante. 
Die Fliche ? zerfillt in zwei Punkte x, y, wenn: 
(4) 245, = LY, + UY; (i,k = 1, 2, 3, 4) 


ist; durch die Substitution (4) aber geht (1) in (2) tiber, und das ©*Gewebe 
enthilt demnach alle auf je einem Complexstrahle liegenden Punktepaare und 
insbesondere alle zweifachen Punkte. Beziiglich des Gewebes (1) sind zwei 


Flichen zweiter Classe conjugirt, wenn ihre Coordinaten a,;, und b;, der Glei- 
chung: 


> 1G, bam > |b, 4, 
(5) Ci, tm | a \* Ci, tm “6 


Kt On Oe, Bm | 








=0 





geniigen. Reduciren sich die beiden Flichen auf zweifache Punkte x, y, so wird 
a;, = @,%, und b;, = y;y,; die Gleichung (5) aber geht dann in (2) iiber, und 


die Polare des zweifachen Punktes 2 fallt folglich mit dessen Complexkegel 
zusammen. 
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Beziehungen zu den oo$ Fliaichen des F'?-Systemes und des 0?-Gewebes, 
auf die wir hernach zuriickkommen werden. 

Wie construirt man nun aber mit Hiilfe des quadratischen Com- 
plexes zu einer beliebigen Fliiche ©? zweiter Classe die entsprechende 
Fliche F? zweiter Ordnung? Der Beantwortung dieser Frage schicken 
wir einige Bemerkungen iiber apolare Flichen zweiten Grades voraus, 
die uns das Verstindniss der betreffenden Constructionen erleichtern 


werden, Ist: 
51%, + &,%, + &525 + &,2, = 0 
die Gleichung einer veriinderlichen Ebene § in homogenen Punkt- 


coordinaten x,, %,, 73, %,, so kénnen wir eine ©? und eine F’* dar- 
stellen durch: 


4, 51? + Zay. £8 + ++ + + Zag, & &, + ay, 8,7? = 


und 


yyy? ZO LL, oe + Ze Ha, + Oya? = 0. 
Diese beiden Fliichen aber nenne ich apolar zu einander und sage, die 
Fliche F? zweiter Ordnung stiitzt oder trigt die Fliche ° zweiter 
Classe, und ? ruht oder stiitzt sich auf F’'*, wenn die Coefficienten 
ihrer Gleichungen der bilinearen Gleichung: 


yy My VA yo % qq + + fF VA gg y4 + yy yy = O 
geniigen (vgl. Crelle 82, S. 1 und 64), 

Zu einer Fliche F? oder ©? zweiten Grades sind demnach oo 
llachen ©? resp. F? apolar, die eine lineare Mannigfaltigkeit bilden. 
Kin F?-Biischel enthiilt nur eine Flaiche, die zu einer gegebenen ©? 
apolar ist, falls nicht alle seine Flichen diese @? stiitzen. Ist ein 
}’?-Biischel projectiv zu einer ®?-Schaar, so enthilt er i. A. zwei 
Flichen F?, die ihre homologen Flichen ©? stiitzen. Eine Fliche F? 
triigt jeden zweifachen Punkt, der auf ihr liegt, und jedes Punktepaar, 
dessen Punkte conjugirt sind beziiglich der F'?; eine Fliche ? aber 
stiitzt sich auf jede sie beriihrende zweifache Ebene und auf jedes 
Ebenenpaar, dessen Ebenen nach * conjugirt sind. Dieses alles folgt 
leicht aus der bilinearen Bedingungsgleichung. 

Jede Flaiche F?, die einem Poltetraeder einer Flache ©? umschrieben 
ist, stiitzt diese ®* (vgl. Crelle 78, S. 345), und jede ?, die einem 
Poltetraeder einer F’? eingeschrieben ist, ruht auf F'?; einer F’? aber, 
die eine ? stiitzt, kénnen dreifach unendlich viele Poltetraeder von * 
eingeschrieben, und der ©? kénnen zugleich oo’ Poltetraeder von EF”? 
umgeschrieben werden. Ist ©? eine Curve zweiter Classe, so kénnen 
den zu ihr apolaren F? je oo! Poldreiecke der Curve eingeschrieben 
werden, und die Curve stiitzt sich auf die in ihrer Ebene liegenden 
Schnittcurven dieser F?. Ist F? ein Kegel zweiter Ordnung, so 
kénnen den zu F? apolaren * je co! Poldreikante des Kegels um- 
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schrieben werden, und der Kegel ist zu den mit ihm concentrischen 
Tangentenkegeln dieser ®* apolar. 

Die Kegel des quadratisches Complexes, beztiglich deren zwei 
beliebige Punkte P, Q conjugirt sind, stiitzen das Punktepaar P, Q, 
und ihre Mittelpunkte liegen demnach auf einer durch P und Q gehen- 
den Fliche zweiter Ordnung F?, wie schon Battaglini gefunden hat. 
Diese Polare F? des Punktepaares aber enthilt die biquadratischen 
Schnittlinien von je zwei Complexkegeln, deren Mittelpunkte auf der 
Geraden PQ liegen und durch P und Q harmonisch getrennt sind; 
denn die C.-Kegel der Punkte dieser Schnittlinien trennen P von Q 
harmonisch. Ueberhaupt schneiden sich solche C.-Kegel, deren Mittel- 
punkte in einer geraden Involution einander zugeordnet sind, paarweise 
in Linien, deren Ort eine F? ist, mégen nun die Doppelpunkte P, Q 
der Involution reell oder imaginir sein. Damit ist von der Polare f° 
eines Punktepaares P, Q eine Construction gegeben. 

Wenn das Punktepaar P, Q auf einem Complexstrahle liegt, so 
geht seine Polare F? durch diesen Strahl, tragt also das Paar und ist 
in dem quadratischen F’?-System achter Stufe enthalten; denn in diesem 
Falle bestehen jene auf ihr liegenden biquadratischen Linien aus dem 
Strahle PQ und je einer cubischen Raumcurve. Dass das quadratische 
@?-Gewebe 8. St. jedes auf einem Complexstrahle liegende Punktepaar 
enthalt, folgt hieraus wiederum. Ist PQ ein singulirer Complexstrahl, 
so ist F? ein Kegel des F’?-Systemes; denn alsdann beriihren die durch 
PQ gehenden C.-Kegel sich und die zugehérige singulire Ebene lings 
PQ, jene biquadratischen Schnittlinien zerfallen in die zweifache 
Gerade PQ und je einen Kegelschnitt, und ihr geometrischer Ort F? 
beriihrt die singulire Ebene lings PQ. Das quadratische F’?-System 
enthalt demnach einen Biindel von co? Kegeln, die sich lings PQ 
beriihren, und unter ihnen oo! Ebenenpaare, die aus der singuliren 
und je einer Ebene einer gewissen Geraden bestehen. 

Ist ©? eine beliebige Curve zweiter Classe, so liegen auf ihrer 
Polare F? die Mittelpunkte aller Complexkegel, denen Poldreiecke der 
Curve eingeschrieben werden kénnen. Insbesondere liegen also auf F° 
die acht Schnittpunkte von je drei C.-Kegeln, deren Mittelpunkte ein 
Poldreieck von ? bilden. Wenn die drei nach * conjugirten Mittel- 
punkte oder wenn zwei von ihnen ihre Lage findern, so beschreiben 
die Schnittpunkte der drei C.-Kegel die Fliiche F? bezw. eine biquadra- 
tische Raumcurve auf F?. Eine Construction dieser Polare F? ist 
damit gegeben*). 


*) Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Complexkegel liegen, beiliiufig 
bemerkt, auf einer Fliche zweiter Ordnung, nimlich auf der Polare des unend- 
lich fernen imaginiren Kugelkreises. 
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Die Fliche F? enthilt die Schnittpunkte von je zwei Complex- 
strahlen, die beziiglich der Curve ? conjugirt sind. Sie ist somit 
einem Poldreieck von ? umschrieben, wenn dessen drei Seiten aus 
Complexstrahlen bestehen. In diesem Falle also stiitzt F'? die Curve 
®? und ist in dem quadratischen F'?-System achter Stufe enthalten; 
®? aber ist eine singulire Fliche des quadratischen ©*-Gewebes. Zu- 
gleich stiitzt der Kegelschnitt ®? die Complexcurve seiner Ebene, weil 
dieser Curve eines seiner Poldreiecke umschrieben ist, und weil ihm 
daher Poldreiecke der C.-Curve eingeschrieben werden kénnen*). 
Das quadratische *-Gewebe achter Stufe enthilt also jeden Kegel- 
schnitt, der irgend eine Complexcurve stiitzt, d. h. einem Poldreieck 
der C.-Curve umschrieben ist. Und jede nicht zerfallende Curve des 
Gewebes stiitzt die in ihrer Ebene liegende Complexcurve. Damit 
sind die co’ singuliren Fliichen des quadratischen ©*-Gewebes bestimmt, 
in jeder Ebene oo’. 

Ist ©? eine Complexcurve, so liegt sie auf ihrer Polare F'*, weil 
die C.-Kegel ihrer Punkte durch je eine ihrer Tangenten gehen und 
die Curve stiitzen. Von den co’ Complexcurven sind nur die oo? zer- 
fallenden in dem quadratischen ?-Gewebe enthalten; ihre Polaren 
sind Kegel des quadratischen J’?-Systemes. 

Die Polare einer beliebigen Fliche ©? zweiter Classe geht durch 
jeden Schnittpunkt von vier Complexkegeln, deren Mittelpunkte 
A, B,C, D ein Poltetraeder von ? bilden; denn der C.-Kegel eines 
solchen Schnittpunktes ist dem Poltetraeder umschrieben, stiitzt also 
die Fliche *. Allerdings haben vier C.-Kegel i. A. keinen Punkt 
gemein; aber wir kénnen das Poltetraeder ABCD von 9° so ver- 
iindern, dass ihm ein C.-Kegel umschrieben werden kann. Wir lassen 
die nach ©? coujugirten Eckpunkte A, B auf einer Geraden g,, die 
Eckpunkte B, D aber auf deren Polare g, je eine Involution conjugirter 
Punkte beschreiben. Dann beschreibt die Schnittlinie der C.-Kegel 
von A und B (resp. von C und D), wie vorhin bewiesen wurde, eine 
Fliche F,? (resp. F,*) zweiter Ordnung, niimlich die Polare des 
Punktepaares, welches die Gerade g, (resp. g,) mit ®* gemein hat. 
Die Schnittpunkte von F? und F,? aber sind die Mittelpunkte von 
C.-Kegeln, denen je ein Poltetraeder ABCD von ? mit den Gegen- 
kanten g,, gp eingeschrieben ist. Folglich schneiden sich die Polaren 
der Punktepaare, welche irgend zwei nach ®* polare Gerade mit der 
Kliiche ©? gemein haben, auf der Polare F?-von *. Eine Con- 
struction der Polare einer beliebigen Flaiche zweiter Classe ist damit 
gegeben. 

Ist A der Pol einer Ebene a in Bezug auf *, so schneiden sich 


*) Vgl. Reye, Geometrie der Lage, 3. Aufl., I, 8. 223. 
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der Complexkegel von A und die Polare des in @ liegenden Kegel- 
schnittes von ? in einer biquadratischen Raumcurve, die gleichfalls 
auf der Polare von © liegt. Der Beweis ist dem eben gefiihrten 
analog. 

Kin Tetraeder, dessen sechs Kanten in dem quadratischen Complex 
enthalten sind, nannten wir vorhin ein ,,Complextetraeder“. Wenn 
eine Fliche ©? zweiter Classe irgend ein Complextetraeder zum Pol- 
tetraeder hat, so ist sie in dem quadratischen ©?-Gewebe, und ihre 
Polare F? ist in dem quadratischen F?-System achter Stufe enthalten; 
denn ihre Polare ist dem Poltetraeder umschrieben, stiitzt also die 
Fliche ©*. Das quadratische ?-Gewebe enthilt also die lineare 
Mannigfaltigkeit der co Flichen zweiter Classe, die ein beliebiges 
Complextetraeder zum Poltetraeder haben, darunter dessen vier Eck- 
punkte als zweifache Punkte. Das quadratische F'?-System enthilt 
die co? dem Complextetraeder umschriebenen Polaren dieser *; diese 
Polaren aber bilden ein F'?-Gebiisch, welches die C.-Kegel der vier 
Eckpunkte enthilt und durch sie linear bestimmt ist. 

Der quadratische Complex enthilt die Kanten von oo® Tetraedern. 
Um niamlich eines dieser Complextetraeder zu construiren, kann man 
einen Eckpunkt A ganz beliebig, den zweiten B beliebig auf dem 
C.-Kegel von A und den dritten C irgendwo auf der cubischen Raum- 
curve annehmen, in welcher die C.-Kegel von A und B sich abgesehen 
von der Geraden AB schneiden. Der Complexkegel von C hat mit 
dieser Raumcurve ausser A, B und C zwei Punkte D gemein, die mit 
A,B wud C je ein C.-Tetraeder bilden. 

Die co® Complextetraeder sind Poltetraeder von je co® Flichen 
zweiter Classe, die alle in dem quadratischen ©*-Gewebe enthalten sind. 
Weil aber das Gewebe nicht aus co’, sondern nur’ aus oo’ Fliichen 
besteht, so erhalten wir seine Flichen je co'-mal mittelst der Complex- 
tetraeder. Die Flaichen des quadratischen ©*-Gewebes haben demnach 
je co! Complextetraeder zu Poltetraedern, und die Fliichen des quadra- 
tischen J'?-Systemes sind je oo! Complextetraedern umgeschrieben, 
Damit sind auch die invarianten Beziehungen des quadratischen Com- 
plexes zu diesen oo® Flaichen zweiten Grades bewiesen. 

Von den Complextetraedern gelten u. a. folgende leicht zu be- 
weisende Siitze. Kin beliebiger Punkt A ist Eckpunkt von co* Com- 
plextetraedern; in diesen liegen ihm die Beriihrungsebenen @ einer 
Fliche zweiter Classe gegeniiber, und zwar jede Ebene @ in oo! C.- 
Tetraedern, deren tibrige Ebenen einen Kegel zweiter Classe umhiillen 
und deren iibrige Eckpunkte in @ auf einem Kegelschnitt liegen. Wenn 
der C.-Kegel von A in zwei Ebenen zerfillt, so reducirt sich die Flache 
zweiter Classe auf zwei Punkte dieser Ebenen. Ein nicht durch A 
gehender Complexstrahl ist Kante von zwei der co® Complextetraeder; 
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er schneidet den C.-Kegel von A in zwei gemeinschaftlichen Eckpunkten 
dieser Tetraeder. 

Kine beliebige Ebene a ist Seitenfliiche von oo? Complextetraedern ; 
in diesen liegen der Ebene die Punkte A einer Fliche zweiter Ord- 
nung gegeniiber, und zwar jeder Punkt A in oo! Tetraedern, deren 
iibrige Eckpunkte wieder in @ auf einem Kegelschnitt liegen, u. s, w. 
Ein Complexstrahl, der nicht in @ liegt, ist Kante von zwei der oo® 
Tetraeder. Die Mittelpunkte der Complexkegel, denen Tangenten- 
dreiecke einer gegebenen Complexcurve eingeschrieben werden kénnen, 
liegen auf einer Flaiche zweiter Ordnung. Diese Fliche zerfallt in 
zwei Ebenen, wenn die C.-Curve sich auf zwei Punkte reducirt. 

Kin beliebiger Complexstrahl k ist Kante von oo* Complextetraedern ; 
in diesen liegen der Kante & die Strahlen &, einer Congruenz zweiter 
Ordnung und zweiter Classe gegeniiber, und zwar jeder Strahl &, in 
oo! Tetraedern, deren tibrige Kanten auf einer Fliiche vierten Grades, 
und deren Eckpunkte auf & und k, in zwei Involutionen liegen. Die 
Congruenz besteht aus den gemeinschaftlichen Strahlen des quadra- 
tischen und eines linearen Complexes. Kin beliebiger Punkt ist Eck- 
punkt, und eine beliebige Ebene ist Fliche von zwei der 20 Complex- 
tetraeder. Ein mit & incidenter C.-Strahl 7 ist Kante von oo! der 
C.-Tetraeder; in diesen liegen der Kante & (oder 7) die Strahlen einer 
Regelfliiche vierten Grades gegeniiber, die 7 (resp. k) zur Doppelpunkts- 
geraden hat; ferner liegen dem Endpunkte &/ die Ebenen eines biquadra- 
tischen Ebenenbiischels, und der Ebene kl die Punkte einer biquadra- 
tischen Raumeurve gegentiber. In dieser Raumcurve schneiden sich 
der C.-Kegel des Punktes kl und die zu der Ebene kl gehorige Fliche 
zweiter Ordnung. 

Die Complexkegel der Punkte von & schneiden sich bekanntlich 
in dem Complexstrahle k und in vier Punkten A; von einem beliebigen 
dieser Punkte A zerfaillt aber der C.-Kegel in zwei Ebenen, von denen 
die eine x durch k, die andere B nicht durch k geht. Jeder Punkt 
P von B nun bildet mit A und den beiden Punkten, die sein C.-Kegel 
mit & gemein hat, ein Complextetraeder, worin k und AP zwei Gegen- 
kanten sind. Und wenn P in 6 einen Strahl des Biischels A durch- 
liuft, so beschreiben die iibrigen vier Kanten des C.-Tetraeders die 
Ebene Ak und eine cubische Regelfliiche. Die quadratische Congruenz 
der Strahlen &,, die dem C.-Strahle & in je oo! Complextetraedern 
gegeniiberliegen, enthalt demnach vier Strahlenbiischel (A, 8) erster 
Ordnung. 

Die vier singuliéren Punkte A bilden ein Tetraeder, dessen Ebenen 
wir mit « bezeichnen. Eine beliebige der vier Ebenen « schneidet k& 
in einem Punkte Q, dessen C.-Kegel drei Strahlen QA mit « gemein 
hat und folglich in @ und eine durch & gehende Ebene «x zerfillt. 
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Die Complexcurve in @ aber reducirt sich auf Q und einen anderen 
Punkt B, durch den von drei Biischeln (A, 6) Strahlen gehen. Der 
C.-Kegel von B zerfillt deshalb in @ und eine andere Ebene, deren 
Schnittpunkt mit & wir P nennen. Dann bilden B, P und Q mit 
jedem Punkte R, den der C.-Kegel von P mit « gemein hat, ein 
C.-Tetraeder, worin k und BR zwei Gegenkanten sind, Die quadra- 
tische Congruenz der Strahlen &, enthilt also auch vier Strahlen- 
biischel (B, «) erster Ordnung. 

Nicht nur liegen die vier Ebenen « den vier Punkten A in einem 
Tetraeder gegeniiber, sondern ebenso die Ebenen 6 den Punkten DB 
in einem zweiten Tetraeder. Diese beiden Tetraeder aber sind, wie 
aus dem Vorhergehenden sich ergiebt, einander um- und zugleich 
eingeschrieben. Die acht Strahlenbiischel (A, 6) und (B, a) liegen 
in dem linearen Complex, der mit dem quadratischen die Congruenz 
der Strahlen &, gemein hat; und fiinf ihrer Strahlen bestimmen ihn. 

Wenn & ein singulirer Complexstrahl ist, so beriihren sich in 
ihm die C.-Kegel aller seiner Punkte. Diese Kegel durchdringen sich 
deshalb zu zweien in Kegelschnitten, deren Ebenen alle durch eine 
Gerade 1 gehen. Die Complexstrahlen k, aber, die dem singuliren 
Strahle & in je co’ Complextetraedern gegeniiberliegen, schneiden 
alle die Gerade 7, und ihre quadratische Congruenz ist demnach in 
dem speciellen Complexe der mit J incidenten Strahlen enthalten. 

Wenn insbesondere der quadratische Complex aus den Tangenten 
einer Fliche G? zweiten Grades besteht, so sind alle seine Strahlen 
singulir, die Gegenkanten seiner co Complextetraeder berithren G? 
und sind zugleich conjugirt in Bezug auf G?, und von zwei Gegen- 
kanten k, k, schneidet jede die Polare der anderen beziiglich G*. 
Von den Tangentenkegeln der Fliche G*? zweiten Grades gelten u, a. 
die folgenden Satze, denen andere iiber die Kegelschnitte der Fliche 
reciprok gegeniiberstehen. 

Die Mittelpunkte solcher Tangentenkegel von G*, denen Pol- 
tetraeder einer gegebenen Fliche ? zweiter Classe eingeschrieben 
werden kénnen, liegen auf einer Flaiche F? zweiter Ordnung. Wenn 
®* eine Flichenschaar beschreibt, so beschreibt F? einen Flichen- 
biischel, und umgekebrt; der Biischel ist zu der Schaar projectiv. Es 
giebt co’ Fliichen *, die auf ihren entsprechenden Flichen F? ruhen, 
jede von ihnen hat oo! Poltetraeder, deren Kanten die Fliche G? 
beriihren. Diese co mit G? covarianten Flichen zweiter Classe bilden 
ein quadratisches ®?-Gewebe, das auch die co® auf je einer Tangente 
von G? liegenden Punktepaare enthiilt. Andere singulire Flaichen des 
Gewebes reduciren sich auf die oo’ Kegelschnitte, denen Poldreiecke 
von G? eingeschrieben werden kénnen. 


Die biquadratische Schnittlinie von zwei Tangentenkegeln der 
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Fliche G? beschreibt eine Fliche F? zweiter Ordnung, wenn die 
Mittelpunkte der Kegel eine gerade Involution beschreiben. Die beiden 
Doppelpunkte der Involution liegen auf F?, ihr gerader Triger aber 
nur dann, wenn er die Fliche G? beriihrt. In diesem besonderen 
Falle ist F? ein Kegel. 

Die acht Schnittpunkte von drei Tangentenkegeln der Flaiche G? 
beschreiben eine Fliiche zweiter Ordnung, wenn die Mittelpunkte der 
Kegel sich so bewegen, dass sie in jeder ihrer Lagen ein Poldreieck 
eines gegebenen reellen oder imaginiren Kegelschnittes bilden. 

Von den Kegeln eines beliebigen quadratischen Complexes seien 
zum Schlusse noch folgende Sitze hervorgehoben. Die oo* Complex- 
kegel bilden ein J’?-System dritter Stufe achten Grades, weil drei 
beliebige Flachen ? zweiter Classe i. A. auf acht Complexkegeln 
ruhen; die entsprechenden drei Fliichen F? zweiter Ordnung schneiden 
sich in den associirten acht Mittelpunkten dieser Kegel. Ebenso 
bilden die oo? ebenen Complexcurven ein ?-Gewebe dritter Stufe 
achten Grades. — Die oo? C.-Kegel, deren Mittelpunkte auf einer F'? 
liegen, bilden ein F'?-System zweiter Stufe achten Grades, das in 
einem linearen F?-System achter Stufe enthalten ist; denn sie stiitzen 
eine ?, und zwei beliebige andere ®* ruhen i. A. auf acht von 
ihnen, deren Mittelpunkte associirt sind. — Die oo' C.-Kegel, in 
deren Mittelpunkten zwei F sich schneiden, bilden ein F'?-System 
erster Stufe achten Grades, das in einem linearen System siebenter 
Stufe enthalten ist. 

Die co? C.-Kegel, deren Mittelpunkte in einer beliebigen Ebene 9 
liegen, bilden ein F'?-System zweiter Stufe vierten Grades und sind 
in einem linearen System fiinfter Stufe enthalten. Sie stiitzen niaimlich 
ein lineares ©?-Gewebe dritter Stufe, dessen Fliichen den oo* aus 9 
und je einer anderen Ebene bestehenden F? entsprechen, und zwei 
beliebige andere ©? ruhen i. A. auf vier von ihnen. Die Flichen des 
linearen F'?-Systemes fiinfter Stufe entsprechen den Kegelschnitten, 
Punktepaaren und zweifachen Punkten der Ebene 4. — Wenn der 
Mittelpunkt eines C.-Kegels irgend einen Kegelschnitt oder eine Gerade 
beschreibt, so beschreibt der C.-Kegel ein J’?-System vierten resp. 
zweiten Grades, das in einem linearen F?-System vierter resp. zweiter 
Stufe enthalten ist. 


Strassburg i. E., 1. Marz 1897. 








A construction by the ruler of a point covariant with five 
given points. 


By 


F. Mortey of Haverford (Pennsylvania). 


The points which represent the zeros of a linear or quadratic 
covariant of a binary quantic can of course be constructed metrically 
when the zeros of the quantic itself are given as numbers — real or 
complex — attached to points of a plane. But such a metrical con- 
struction appears to afford little information in comparison with a 
projective construction. I propose to carry through a projective con- 
struction for a certain linear covariant of the binary quintic; using 
the ruler alone. 

There is no limitation in taking the five given points on a conic. 
For if they lie on a line we can assume arbitrarily a ground point g 
and a point on each of four the five lines from g to the given points; 
the conic through these five points will cut the fifth line through g 
in a point determined by the ruler alone, by Pascal’s theorem. I do 
not suppose the conic drawn; that is, when a line is given its inter- 
sections with the conic are not given; the determination of these inter- 
sections, from five points of the conic cannot of course be effected 
by the ruler, which is here sufficient. 


§ 1. 
Identification of a covariant pair. 
Let the conic be given by the equations 
yi Mi Xe 1: 2t: 2. 
Taking any even number 2m of points ¢, on the conic consider 


IT (5; + 2t.& + t.7§) (40,23 —2,”)" 


where €, means a differentiation as to x, and so on. The result is, 








A construction of a point covariant with five points. 597 


we know, an invariant of the points and of the conic. I say that it 
is of the second order in the coefficients of the equation giving ¢,. 


For if 
By + 2taS, + ta’S3 = §; (t—ta) (t’ — ta) 
then §,"TT(¢—¢,) is linear in those coefficients; thus §,?"TT (t—t,) (t’ —t,) 
is of the second order in the coefficients, Thus our invariant is of 
the second order in the coefficients: it is then the one whose vanishing 
expresses that the 2” points are self-apolar. 

Hence if we take the polar of 2m — 1 points on the conic a,? = 0 
as to (a,?)" we get a line which cuts out of the conic the points either 
of which forms with the given points a self-apolar system. Taking 
5 points, the two points on the polar line are the zeros of that 
covariant which Salmon (Higher Algebra § 455) denotes by S and 
Clebsch (Biniire Formen) by 2. 


§2. -« 
The conjugate-polar of a point as to four points. 


Now for the construction of this line, which I shall call the S- 
line. First let us state what is necessary of the projective theory of 
four points. 

Four points pair off the points of the plane into conjugate poinis; 
that is points conjugate with respect to all conics through the four 
points. Given a point 2, its conjugate y is constructed at once as the 
intersection of its polars as to the line-pairs through the four points. 

Also four points pair off the lines and points of the plane, by 
taking for any point x its polar line & as to the diagonal triangle of 
the gi venfour. Given a point or line, its polar is at once constructed 
in a well known elementary way. 

Hence also we can pair off points and lines by taking for any 
point y the polar line & of its conjugate z This line may be called 
the conjugate-polar line of y, with regard to the four points. 

If we take the four given points as 1, +1, + 1 then for con- 
jugate points 

LY, = Lp Yn = TY, 
for the polar point and line 

5, = Tb = a 6,, 
and hence if € is the polar of the conjugate of y 

Yi Y22 Ys = 62 &  &. 

Thus y and & are polar as to the imaginary conic 
(1) au? + x,? + a3? = 0. 
This covariant conic is the one discussed by Gundelfinger, Analytische 
Geometrie, p. 208, 
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8 3. 


Construction of the covariant line. 
Taking now four points 1, +-1, +1 and a conic through them, 
(2) C2? + C22.” + ¢,2," = 0 
where 
+ +e, =0, 
the polar conic of the four points, as to 
(2Caa’)*, 
is 
(5:8. +83) (—&: +8248) (6 — +85) (6, +8. —§s) (Scara*)? = 0 
or 
(3) Ze, (3c,?—¢, 3) a,> = O 
or, since ; 
€)? — €,€, = — Ze, ¢;, 
— 3(2c,¢,) Le, x,? + 2c,¢,c, Lx,? — 0. 
Hence the conics (1), (2), (3) belong to a pencil. Hence taking any 
fifth point y on the conic (2) its polar as to (3), which is the sought 
covariant line, passes through the intersection of the tangent of (2) 
at y with the line 
ZYa La = 0. 


Therefore, given five points on a conic, the tangent at any one meets 
the conjugate-polar line of that point with regard to the other four on 
the sought covariant line. 


§ 4. 
Construction of six points apolar with a triple pair. 


We can obtain a single covariant point by taking the polar of 
the five given points in succession as to the points S each taken 
thrice; that is by constructing a sixth point on the conic such that 
the six points are apolar with S*. I suppose that the S-points are 
the circular points; the conic is then the circle 


2 %_i% ml: 2t:? 
the S-points are = 0 and ¢ = oo, and 2,/xz, may be the stroke from 


the centre of the circle, whose diameter is 1, to any point, The 
condition that ¢,...¢, be apolar with 0* and co® is simply 


n°. (a — tay), 


or 
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To obtain a geometric meaning, divide the 6 points into a set of four, 
t,t,t,¢,, and a set of two. Let, for the four points, 


&, = Zi,, S, = Lt,t,,... 
83 + S2(t;+t) + 5, t%5 = 0. 


Now the polar of the line ¢,¢,, as to the circle, is 
Yt Yo Ys lit; ty: bby. 
Hence this polar lies on the line 
S34, + 5242 + Sy; = 0. 
and this line P is to be constructed. 

Let us obtain the directrix D of the parabola which touches the 
tangents of the circle at ¢,¢,¢,¢,. Among the conics which touch these 
four lines is the point-pair 

1:¢,+%#,:¢¢, and 1:44 4: &¢,. 
The director circle of this conic is, writing « for the stroke x,/zx, 
and y for the conjugate stroke x,/2x., 


(— 9 -4a)t+e-2)0-Ga) 


4 
t,t t,t 
on G 7s +a (4 +t +a)» 


this equation merely expressing Euclid I, 47; or is 


Then 





‘ _ _ 88+ 8s tyty + tyty 
229 — Gritty + GttGe+i 


The director circle of the given circle is 
2ay= 1. 
Hence the line of intersection is 
“8, + ys; — 8, = 0, 
and this is the equation of the directrix. 
But in the same notation the line sought was 
“8, + YS83 + 8, = 0; 
so that the lines are parallel and equidistant from the centre of the circle. 
To construct the directrix we use the property that perpendicular 
tangents of the parabola intersect on it. 
Thus in projective statement the construction of the 6 points is 
as follows. We draw the tangents of a,” at the points 1, 2,3, 4. 
We consider the conic a? which touches these and the S-line, We 
know, on this line, an involution of point-pairs of which the double 
points are the (undetermined) S-points, From such a pair of points 
we draw by Brianchon’s theorem the remaining tangents to @;*. Their 
intersection determines a line D, meeting S at a point DS. Let s be 
39* 
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the polar of S as to a,?; this is constructed by Pascal’s theorem. Let 
the polar of D, as to S and the line DS.s, be P. From the point 
where P meets the tangent of a,” at ¢, draw the other tangent. Its 
point of contact is ¢,. 

It will be observed that we have not made use of the special 


nature of the S-points; they might be, in this section, any two points 
of the conic. 


§ 5. 
Identification of the covariant point. 


We have constructed in § 3 a line representing S; and in §4 a 
point on the conic representing a linear covariant. To identify this 
covariant, we have to take the polar of 
,%,° + A, X_° + a3x5° 
as to 

(Za, a3 x2 23)°. 

We write §& — &, for x, and effect the differentiations; and readily 
find that the covariant is the second of the linear covariants of 
Salmon’s list, namely 


A Gy A, Z(a,7 a5" + 4,7 a, a3) (%— 2s). 
The polar of this as to S is another fundamental linear covariant — 
the first of Salmon’s list. But the construction of the zeros of the 


other two fundamental linear covariants depends on another problem, 
namely the construction of the canonizant. 











